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2. Integral definida

2.1. Introduccion y motivacion

Sea y = f(x) una funcién definida en el intervalo [a, b], positiva y continua. Se pretende calcular el drea

encerrada por la gréifica de la funcién y el eje OX.

a e

i,

a i EREA b=,z

Figura 2.1. Integral de Riemann: aproximacién del area bajo la curva por rectangulos.

Para ello dividimos el intervalo [a,b] en n subintervalos por medio de una particién

Py={a=xp<x; <...<xp_1<x,<...<x,=0>b}.

En cada subintervalo [x;_1,x¢] (1 < k < n) elegimos un punto X;. El drea del rectdngulo de base [x;_j,xx] ¥
altura f(xy) es:

ar = f(Xx) (k= Xp—1)-

Una aproximacién del drea buscada sera:

Ap= ay =

1 k

D=
D=

S () (ke — xx-1)-

k 1

Refinando la particién &7, esto es, aumentando el nimero de subintervalos, en el limite para n — oo resulta

n
A :’}EQOA,, :r}grgo];f(xk)(xk—xk,l).

Definicion 2.1.1. Las funciones f(x) para las cuales existe y es finito el limite anterior se denominan fun-
ciones integrables Riemann en [a,b]. La integral definida de una tal funcion entre a 'y b es:

m Y (50 —xe1)-

ne =

/abf(x)dx:A:
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Los niimeros a 'y b se denominan limites de integracién (inferior y superior, respectivamente).

Cabe notar que entre las funciones integrables en [a,b] se encuentran las funciones continuas en dicho

intervalo, aquellas que presentan a lo sumo un nimero finito de discontinuidades de salto finito, etc.

Proposicion 2.1.2. Sean f(x) y g(x) funciones integrables en el intervalo [a,b]. Se cumple:

i) / dx—/bf(x) dx—l—/abg(x) dx

b b
if) / kf(x) dx = k/ f(x) dx, cualquiera que sea k € R.
a a

a

b
iif) f(x)dx= —/ f(x) dx.
b a

V) f(x) dx—/ dx+/ x) dx (c € [a,b]).

El siguiente resultado conecta el calculo diferencial con el integral y constituye una herramienta funda-

mental para el cilculo de integrales definidas de funciones.

Teorema 2.1.3 (Regla de Barrow). Si F(x) es una primitiva continua de f(x) en [a,b], entonces

Ejemplo 2.1.4. Calcular las siguientes integrales definidas:

1 1 1
a) / *2 dx; b) / xe© ! dx; c) / xe* dx.
0 0 0

2 viene dada por x*/3 + C. Por tanto, aplicando la regla de

1 311
2 X 1
de=|—| ==,
/ox * {3]0 3

. oL . 2 .
b) Calculamos en primer lugar una primitiva de la funcién xe ~!. A tal fin efectuamos el cambio de

RESOLUCION. a) Una primitiva de la funcién x

Barrow:

variable = x> — 1, de donde dt = 2x dx. Luego,

1 1 1 1
/xe"z*1 dx = 3 /er =g = 3 /e’ dt = Ee’—&—C: Eexzfl +C.
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Ahora, al igual que en el apartado anterior:

1 2 1 2 1 1 1
X —1 1
X dx——f[ } =—(1-=.
/0 ¢ 2 ¢ 0 2( e)

¢) Calculamos en primer lugar una primitiva de la funcién xe*. Para ello integramos por partes (1 = x,

dv=e¢e"dx; du=dx,v=¢):
/xexdx:xex—/exdx:xex—ex—l—C:ex(x—1)—|—C.

Por tanto:

1
X (X (v 1 _
/Oxe dx=[e*(x—1)]p=1.

2.2. Calculo de areas

Como aplicacién de la integral definida, nos proponemos en esta seccion la tarea de calcular dreas de
recintos delimitados por gréficas de funciones. En primer lugar consideramos el caso en que las fronteras del
recinto son rectas de la forma x = a, x = b, el eje OX y una curva arbitraria, mientras que en segundo lugar

consideraremos el caso de recintos delimitados por dos funciones y rectas de la forma x = a, x = b.

2.2.1. Area del recinto donde interviene una funcién

Denotamos por A el drea del recinto encerrado por las rectas x = a, x = b, el eje OX y la curva y = f(x).

Podemos distinguir tres casos fundamentales, dependiendo de los valores que tome f(x).
1. La funcién f(x) es positiva en el intervalo [a, b] (Figura 2.2).
2. La funcién f(x) es negativa en el intervalo [a,b] (Figura 2.3).

3. La funcién f(x) toma valores tanto positivos como negativos en el intervalo [a, b] (Figura 2.4).

Ejemplo 2.2.1. Calcular el drea limitada por y = senx y el eje OX para 0 < x < 27.

RESOLUCION. Se puede ver una representacion grafica del recinto en la Figura 2.5.
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7 y=£(x)
0 : B 2
b
Figura2.2. |[A = / f(x)dx
¥
a b
0 2
=iz
b b
Figura 2.3. |A = — / F(x) dx = / F(x) dx
¥
y=1(x)

C d

0 a \—/ b X

Figura 2.4. A:/:f(x) dx—/c.df(x) dx—O—/dbf(x) dx

Conforme al anterior caso 3, el area buscada sera:

g3 2T g3
A= / senx dx—/ senx dx = 2/ senx dx = —2[cosx]; = —2(cos T —cos0) = 4.
Jo Jo

T
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V=SEN X

3mi2 n

Figura 2.5. Recinto del Ejemplo 2.2.1.

2.2.2. Area del recinto donde intervienen dos funciones

Denotamos por A el drea del recinto delimitado por las rectas x = a, x = b y las curvas y = f(x), y = g(x).

Podemos distinguir cuatro casos, dependiendo de los valores que tomen las funciones f(x) y g(x).

1. Ambas funciones son positivas en el intervalo [a,b] y sus gréficas no se intersecan en el intervalo consi-

derado, salvo quizds en x = a 6 x = b (Figura 2.6).

7 y=fx)
y=g(x)
0 a b =

b
Figura 2.6. | A — / [f(x) — g(x)] dx

2. Las funciones son negativas en [a,b] y sus grificas no se intersecan en el intervalo considerado, salvo

quizds en los extremos del mismo (Figura 2.7).

3. Las funciones toman signos opuestos en [a, b], sin cortarse excepto quizd en los extremos del intervalo

(Figura 2.8).
4. Las funciones se cortan en un punto ¢ € [a,b] (Figura 2.9).

Combinando estas cuatro situaciones basicas con las propiedades de la integral definida podremos calcular el

drea de recintos delimitados por dos o mds funciones.
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¥
a 1 ®
y=ti(xz)
el
b
Figura 2.7. |A = / [f(x) —g(x)] dx
b
/\/ yzf(X)
1] El 3 b4
/‘\ —
b
Figura28. |A= | [f(x)—g(x)] dx
¥
y=tiz)
E< _
0 a c’ b X

"c b
Figura 2.9. |A = /a [g(x) — f(x)] dx—b—‘/c [f(x) —g(x)] dx

Ejemplo 2.2.2. Calcular el drea limitada por las curvas y =2 — x>, y = x.

RESOLUCION. En la Figura 2.10 se representa graficamente el recinto limitado por ambas curvas.
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Figura 2.10. Recinto del Ejemplo 2.2.2.

Notemos, en primer lugar, que los puntos de interseccién de la pardbola y = 2 — x* con la recta y = x vienen

dados como solucién del sistema

y=2-x —1+/1+8 Xo=—2
=2-¥=x=x+x-2=0= x=fﬁ =
y=x

X]ZI.

En consecuencia, el area buscada es:

1 2 37!
Y AN SN D SR R SR S R VI S
A—LZ(Z X x)dx—{Zx > 3}_2—(2 3 3) <4 2+

_12-3-2 —18+8 7420

6 3 6

N[O

Observacion 2.2.3. Si las curvas vienen expresadas en la forma x = f(y), x

= g(y) procedemos de modo
andlogo a como lo hemos hecho, pero integrando respecto de y.

Ejemplo 2.2.4. Calcular el drea limitada por la curva x = y* —9 y el eje OY para —3 <y < 3.

RESOLUCION. Una representacion grifica de la parabola x = y? — 9 viene dada en la Figura 2.11.

Considerando la simetria que presenta la funcién respecto del eje OX:

A—/_33(9—y2)dy—2/03(9—y2)dy—2[9 —y;}z_z(27—9)_36.
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Figura 2.11. Recinto del Ejemplo 2.2.4.

Ejemplo 2.2.5. Calcular el drea comprendida entre la pardbola y* = 4x y la recta y = 2x — 4.

RESOLUCION. Los puntos de interseccién de la pardbola y*> = 4x con la recta y = 2x — 4 vienen dados por la

solucidn del sistema

2
2 Yy
y —4x X ==
-
y
y X X )
Luego,
2 =2
4 2+v4432 246 Yo

Y1 =4,

Las coordenadas de los puntos de interseccion son entonces:

y=2x—4
= —2=2x—4 = 2x=2 = x=1,
y=-2
y
y=2x—4
= 4=2x—4 = 2x=8 = x=4,
y=4

esto es, ambas curvas se cortan en los puntos (4,4) y (1,—2). El recinto estd representado graficamente en la

Figura 2.12.
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y=2x-4
14
2_
b
y2:4§:
Figura 2.12. Recinto del Ejemplo 2.2.5.
Por tanto:
y+4 vy 1 ¥ ! 1 64 8
A= — | dx=- 8y —— =—|(16432—— | —(4—16+ =
N e e I (e R O]
1 108
144 —64436—8 .
2[ + I= 12 =9

Nétese que efectuando la integracion respecto de la variable x se tendria:

A= / Vax — (—V/43)] dx+/ Vax— (2x-4)] dx—Z/ \/szder/ Vax— (2x—4)] dx

1 4
2[4%/2} —|—[4x3/2—x2+4x} :2-4+K32—16+16) (4—1+4>}
37 |, 13 X 3 3 3

g8 I 8+19
=42 [32-(4+9))="—"—=0.
3 T3 B2- (9] =—

Como vemos, la integracion con respecto a x se vuelve algo mas laboriosa que la integracién con respecto

ay. O
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2.3. Integracion numérica

Al calcular una integral definida puede ocurrir que la funcién a integrar no admita primitiva elemental, con

lo cual no es aplicable la Regla de Barrow. Tal es el caso de la llamada funcion error de Gauss:

2 Y _p
0= /0 e,

de importancia fundamental en el cdlculo de probabilidades. Por otra parte, en problemas de laboratorio es
frecuente que el integrando no sea conocido explicitamente, sino que venga dado parcialmente por una tabla
de valores. En ambas situaciones hemos de contentarnos con encontrar un valor aproximado de la integral
definida.

Teniendo en cuenta la interpretacion geométrica de la integral definida como un drea daremos dos férmulas

de aproximacién: la Regla Trapezoidal y la Regla de Simpson.

2.3.1. Regla Trapezoidal

Proposicion 2.3.1. La integral definida de f(x) en el intervalo [a,b] puede ser aproximada mediante:

f(xn)
2 ?

b—a [ f(x)
n 2

/abf(x)dxz +fxr) -+ flx—1) +

siendo & ={a=xp <x1 < ...<Xxy_1 <X, =b} una particion de [a,b] en n+ 1 nodos equiespaciados:

k
x=x0+—-(b—a) (0<k<n).
n

La férmula anterior proviene de la aproximacion del drea bajo la curva y = f(x) en [a,b] mediante trape-

zoides en lugar de rectangulos.

=)

fz,,)

y=i(z)

0 a ,  Epp b b4

Figura 2.13. Regla trapezoidal.
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2.3.2. Regla de Simpson

Proposicion 2.3.2. La integral definida de f(x) en el intervalo [a,b] puede ser aproximada mediante:

[ 709 e T2 ) 4 4760) 427 (02) 447 059) 42 5 2) 447 a 1) + S )],

siendo n un niimero pary & = {a=x0 < x1 < ... < Xy_1 < X, = b} una particion de [a,b] en n+ 1 nodos
equiespaciados:

xk:xo—l—k(b—a) (0<k<n).
n

Esta féormula proviene de la aproximacién del drea bajo la curva y = f(x) en [a,b] mediante recintos

limitados por arcos de pardbola «préximos» a la curva.

f(qu) o y=f{z)

.
E

0 a T E ] i =

Figura 2.14. Regla de Simpson.

Ejemplo 2.3.3. Usando la regla trapezoidal con 6 nodos, aproximar

/.10(x2+3) dx.

0

RESOLUCION. Al tomar una particién del intervalo [0, 10] en 6 nodos equiespaciados, éstos vendran dados
por:

k
ne=x0+5(10-0)=0+2k=2k (0<k<5).

Por tanto, aplicando la regla trapezoidal:

_10-0 {3

0, 2 2 2 2 10°+3
/O (2 +3) drar —— |54+ (22+3)+ (@ +3) + (6 +3) + (82 +3) + —

1
=2 [g6+12+4+16+36+64 =106 +204 = 370.
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El valor exacto es:

10 3 10
/ (x2+3)dx:[x+3x} _ 1000, 50 - 1990 5633
0 3 0 3 3

Ejemplo 2.3.4. Usando la regla de Simpson con 6 subintervalos, aproximar
2d
In2 = / —x.
1 X

RESOLUCION. Al tomar una subdivisién del intervalo [1,2] en 6 subintervalos de igual longitud, tendremos 7

nodos que vendran dados por:

k k

Por tanto, aplicando la regla de Simpson:

2—1 1 1 1 1 1 1 1
6 6 6 6 6 6 6

_ L 6+46+26+46+26+46+6
18\ 640 6+1 6+2 643 6+4 6+5 6+6

18 7 8 9 10 11 2

1 24 3 8 6 24 1
I+ +>+-+z++5

18 7 7273757112

~ 0.6931697933,

mientras que usando una calculadora convencional:

In2 =0.6931471806.

OCW-ULL 2013 MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA
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2.4. Aplicaciones de la integral definida

2.4.1. Valor medio de una funcion

Recordemos que la media aritmética a de n nimeros ay, ..., a, se define por:
1 n
a=— ay.
Y
k=1

Siy = f(x) es una funcién continua en [a,b] y

Pp={a=xp<x1<...<xp_1<x<...<x,=0>}

es una particién de [a,b] en n+ 1 nodos equiespaciados:

xy=a-+kAx, con Ax=

y si ademds tomamos

Xp € |xp—1,x] para 1<k<n,

entonces la media aritmética de los valores f(x7), f(x3),..., f(x}) serd:

n

LY ) =

k=1

b—
b—

1 4 I &
£0) = 5 Ax Y £00) = 5 ¥ f(x))Ax
k=1

k=1

™=

S|
Q

k=1

Si se incrementa el nimero de nodos de la particion, en el limite cuando n — oo se tiene, atendiendo a la

definicién de la integral definida:

MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA OCW-ULL 2013
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Ejemplo 2.4.2. Hallar el valor medio de f(x) = x* en [0,3].

RESOLUCION. El valor medio de x> en [0, 3] es:

A(f) =A(X?) = %/()szdx: {);3]2:3.

2.4.2. Respuesta cardiaca

En fisiologia, se llama respuesta cardiaca R al volumen de sangre que el corazén impulsa por unidad de

tiempo. Una respuesta cardiaca anormal es indicativa de una enfermedad.

La respuesta cardiaca puede ser medida mediante el llamado método de dilucion por tincion. Una cantidad
D de tinte (medida en miligramos) es inyectada en la arteria pulmonar, cerca del corazén. El tinte circula a
través de los pulmones y regresa por las venas pulmonares a la auricula izquierda siendo luego expulsado a
través de la aorta, donde una sonda comprueba la cantidad de tinte saliente a intervalos regulares dentro de un
determinado periodo de tiempo, digamos [0, T'] (segundos). Supongamos que la concentracion de tinte medida
en cada instante puede ser descrita mediante una funcién continua c(¢) (miligramos por litro). Si subdividimos
[0,T] en n intervalos de igual longitud Az = T /n, la cantidad de tinte que circula frente a la sonda en cada

subintervalo serd, aproximadamente,

ADy = c(t{) R At (concentracién) x (volumen/tiempo) X (tiempo)
(concentracion) x (volumen)

(masa/volumen) x (volumen) = masa,

donde #; es un punto cualquiera del subintervalo considerado. Por tanto, la cantidad aproximada de tinte

medida en el intervalo [0, 7] es

N

n

ADy =Y c(f)RA=RY c(t;) At.
1 k=1

k k=1

OCW-ULL 2013 MATEMATICA APLICADA Y ESTADISTICA
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Tomando cada vez un ndimero mayor de subintervalos en [0, 7] tenemos, en el limite para n — o:

n n T
lim Y AD, = imR Y c(t)) At = D:R/ o() dt.
tim ¥ 4D, = Jim & 3 () et

Luego, la respuesta cardiaca R viene dada por:

D
R=———1LI.

Jo e(t)ds

Ejemplo 2.4.3. Se inyectan 5 miligramos de tinte en la arteria pulmonar. Determinar la respuesta cardiaca

en un periodo de 30 segundos, si la concentracion del tinte es

c(t) =— 100 ¢ (t — 30) miligramos por litro.

RESOLUCION. Conforme a la discusion anterior, la respuesta cardiaca es:

o 5 - 500 500
S0 — st (1 —30)dr 1502 = 30¢) dr {% — 15t2] N
0
500 5 1
_ = — L/S

~ 7 9000—13500 45 9

60 20
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