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1. Introduccion

Nos ocupamos en este tema de dar una breve introduccién a la teoria de espacios de Hilbert. Un espacio
de Hilbert es un espacio vectorial dotado de un producto interior (o que permite medir distancias) que como
espacio métrico es completo.

Los espacios de Hilbert constituyen la generalizacion mas inmediata a espacios de dimension infinita de los
espacios euclideos finito-dimensionales. De hecho, la intuicién geométrica desempefia un papel importante en
muchos aspectos de su teoria: en ellos se puede hablar de ortogonalidad, y sus elementos estdn univocamente
determinados por sus coordenadas respecto a una base ortonormal, andlogamente a lo que ocurre con las
coordenadas cartesianas en el plano o en el espacio.

Los espacios de Hilbert surgen de modo natural y frecuente en matematicas, fisica e ingenieria; son herra-
mientas indispensables en la teorfa de ecuaciones en derivadas parciales, mecanica cudntica y procesamiento

de sefiales.

2. Producto interior

2.1. Espacios con producto interior

Definicion 2.1 Un espacio prehilbertiano, espacio pre-Hilbert, espacio con producto interior o espacio con
producto escalar es un espacio vectorial X sobre el cuerpo K (donde K denota R 6 C) en el que estd definida
una aplicacion (-,-) : X x X — K, llamada producto interior o producto escalar, satisfaciendo los siguientes

axiomas:
(P1) {(x,x) >0; (x,x) =0si, y sélosi, x=0 (x € X);
(P2) (y,x) = (x.y) (x,y €X);
(P3) (Ax,y) = A{x,y) (A €K, x,y €X);
(P4) (x+y2) = (5,2) +(2) (6y,2€X).
Como consecuencias inmediatas de esta definicion, tenemos que:
@) (0,x) = (x,0) =0 (x € X);
(i) (x,Ay) =2A(xy) (x,y € X);

(i) (x,y+2z) = (x,y) 4+ (x,2) (x,y,z € X).
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Ejemplo 2.2 (i) En el espacio vectorial real o complejo n-dimensional
K'={x=(&,....&): &K (1<i<n)},

donde las operaciones algebraicas (suma y producto por escalares) estdn definidas componente a com-

ponente, se obtiene un producto interior poniendo
n
<xay> = Zéini (x: (517"-7571)7 y= (nlv'“ann) € Kn)
i=1

(ii) En el espacio vectorial 02 de sucesiones de cuadrado absolutamente sumable,

s

¢= {x = {x(m)}Ly 1x(n) K (neN), Y x(n)]* < °°} ;

n=1

donde las operaciones algebraicas estdn definidas término a término, se obtiene un producto interior

poniendo

=

(ry) =Y x(n)y(n)  (x={x(n)}y, y = {y(n) iy € 6).

n=1

(iii) En el espacio vectorial L*|a,b] de funciones medibles Lebesgue en el intervalo real [a,b] con cuadrado

integrable,

b
L*a,b] = {x: [a,b] = K ’ x medible Lebesgue, / lx(t)|* dr < 00} )
a

donde las operaciones algebraicas estdn definidas punto a punto, se obtiene un producto interior po-

niendo

b
() =[xy dr (xy e Lla,b).

Todo espacio con producto interior (X, (-,)) es un espacio normado si se define
all = 2,22 (reX). (1

En efecto, recordemos que (1) es una norma en X si satisface los siguientes axiomas:
(N1) ||x|| = 0; ||x|| = 0si, y s6lo si, x =0 (x € X);
(N2) [|Ax]| = [A[[lx]| (A € K, x € X);

(N3) (desigualdad triangular) ||x+y|| < ||x]| +||y]| (x,y € X).
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Se comprueba inmediatamente que (1) verifica (N1) y (N2). El siguiente resultado permitird establecer la

desigualdad triangular (N3).

Proposicién 2.3 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) Sea (X, (,-)) un espacio con producto interior. Se ve-
rifica:

[ < Iyl (xy € X).

DEMOSTRACION. Sean x,y € X. Siy=0, la desigualdad es trivial; supongamos, por tanto, y # 0. Para A € K,

se tiene:
0< (x—Ay,x—Ay) = [[x[|> = A(x,y) — A(p,x) + APyl = [|x]* = 2R (A (x, ) + [A[*|ly]>

(aqui, y en adelante, R{ representard la parte real del nimero complejo {). Particularizando A = ||y =2 (x,y)

encontramos que

[P el e [P
2 + 2 _HXH - 2

¥l [yl Iyl

de donde ya se sigue la conclusién deseada. d

0 < x> =2

Quedamos ahora en disposicién de probar (N3). A tal fin, dados x,y € X aplicamos la desigualdad de

Cauchy-Schwarz para obtener

2 2 2 2 2 2 2 2
(Y117 = llell™ + 23,y + 17 < el 20 Gy | 1yl < (el 4+ 20l + v l1= = (Rl -+ D

estimacion de la que se infiere inmediatamente la conclusién requerida.
Todo espacio normado (X, || - ||) da lugar a un espacio métrico (X,d) (y, por tanto, a un espacio topolégico),
donde

dx,y)=|lx—y| (x,y€X). 2)

En este contexto, que una sucesion {x, }>~_; C X converja a un vector x € X (simbélicamente, lim, . x, =
x) significa que 1im,_,e d(x,,x) = lim,_e ||x, —x|| = 0. Similarmente pueden contemplarse las nociones de
sucesion de Cauchy, bola abierta, bola cerrada, continuidad, etc.

El siguiente resultado establece que el producto escalar y la norma son funciones continuas respecto de la

métrica que ellos mismos definen.

Proposicién 2.4 Sea (X, (-,-)) un espacio con producto interior. Si {x,}y_,, {¥n}o_, son sucesiones en X
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convergentes a x,y € X, respectivamente, entonces:
(i) 1fmn—>°°<xnayn> = <xvy>;
(if) 1m0 | Xn]| = lx]]-
DEMOSTRACION. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, y puesto que toda sucesién convergente estd aco-

tada, para cierta M > 0 se tiene:

0 < [(xnyn) — X2 < s yn) — (K, )] 41 (s y) — (x,)]
= @, n =4 [0 = 2,2 < Nxall[yn = Yl 4 1120 — x|l

< Mlyn=yl+lx—xllyl (neN),

con limy e ||yn —¥|| = 0 y lim,—se0 || %, — x|| = 0. Esto prueba (i).

Por otra parte, de la desigualdad triangular de la norma sigue que
O < [beall = Il < llxn =l (n € N),

con lim,,_,e ||, — x|| = 0. Esto prueba (ii). O

Notese que la afirmacién contenida en la Proposicién 2.4 (ii) vale para espacios normados cualesquiera,

no necesariamente prehilbertianos.

Definicion 2.5 Dado un espacio vectorial E sobre el cuerpo K, se dice que una topologia t sobre E es una

topologia vectorial y que (E, T) es un espacio vectorial topoldgico si:
(i) 7T satisface el axioma de separacion Ty (esto es, los puntos son cerrados);

(ii) las operaciones algebraicas (suma y producto por escalares) de E son continuas cuando sobre E se

considera la topologia t y sobre K la topologia usual.

Puesto que toda aplicacién continua de dos variables es continua en cada variable, de la definicién anterior
se sigue que, fijados x € E'y A € K, las aplicaciones T : E — E (traslacién) y M, : E — E (homotecia de razén
A), dadas por T,y = x+y y My = Ay (y € E), son continuas. Si A # 0, sus inversas respectivas son T, ' =T _,
y My = M, -1, y consecuentemente también son continuas. Se concluye que 7 y M; son homeomorfismos

de E. En particular, toda topologia vectorial es invariante por traslaciones y homotecias de razén no nula.

OCW-ULL 2011/12 TEORIA DE OPERADORES
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Teniendo en cuenta que los espacios métricos son 7> (luego, T7), la siguiente Proposicién 2.6 establece que

todo espacio normado y, por tanto, todo espacio con producto interior, es un espacio vectorial topolégico.

Proposicién 2.6 Sean (X || -||) un espacio normado, {x,};;,_; CX, {yu}r; CX, { M}, CK xeX, yeX,

n=1 n=1
A €K, tales que

limx,=x, limy,=y, limA,=A.
n—oo n—oo n—oo

Se verifica:

lim (x, +y,) =x+y, nh'_r)lgo Anxp = Ax.

n—yoo

DEMOSTRACION. En efecto, basta advertir que, para cada n € Ny cierta M > 0,

1 +3n) = (Y = [1(vn = 2) + (2 =) < Jloen = x|+ [y =¥l
[[Anxn = x| = [[(Anxn — Anx) + (Anxx = Ax) || < | Aot = x[| + [ A — A [[x[| < M| — x[| + [ A0 — A ]|,

con limy_ye ||%; — X|| = limy—e0 ||yn — || = limy—yeo [Ay — A| = 0. O

Hemos visto como definir una norma en un espacio con producto escalar. El siguiente resultado permite

recuperar el producto escalar a partir de la norma.

Proposicién 2.7 (Identidad de polarizacion) En un espacio con producto interior (X,(-,-)) se cumple:
(x,y) = % {207 = e =yl +i [l +ivl* = k=i ]} - (ey €X). 3)
DEMOSTRACION. Sean x,y € X. Se tiene:
e+ 117 = [1xl* + 2R ¢x, ) + Iy, )

b =11 = ]I = 2% (e, y) + Iyl ®)

Restando miembro a miembro:

e+ 11> =[x =y* = 4R (x, y).

Reemplazando en esta expresion y por iy:

o iv][2 = e — iv[2 = 4R (x,iv) = —4R(i(x,3)) = 43 (x,)

TEORIA DE OPERADORES OCW-ULL 2011/12
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(aqui, y en lo sucesivo, 3¢ denotard la parte imaginaria del nimero complejo §). O

Caracterizamos ahora las normas que provienen de productos escalares.

Teorema 2.8 (Von Neumann-Jordan) Un espacio normado (X,||-||) es un espacio con producto interior si,

y solo si,

-|| satisface la ley del paralelogramo:

e 212+ e =yl = 200x2 + I911) - (v €X). ©)

DEMOSTRACION. Que toda norma proveniente de un producto interior verifica la ley del paralelogramo se
sigue inmediatamente de (4) y (5). Reciprocamente, supongamos que en un espacio normado (X, || -||) se
satisface la ley del paralelogramo, y para x,y € X definamos (x,y) como en (3). Probaremos que (-,-) es un
producto interior en X que genera || - ||.

En efecto, se advierte por simple inspeccién que

<y7x> - <x,y> (x,y € X)a

y también que (x,x) = ||x||?. En particular, {x,x) >0y (x,x) = 0 si, y s6lo si, x = 0.

A continuacion estableceremos que
(x+y2)=x)+ 32 (LyzeX).
A tal fin, sean x,y,z € X. Se tiene:
1 2 2, 112 112
(32 = g {lke+y 2l = ey =zl +i [l +y izl = e+ y - izl*] }

1 : : .
(6.2) = 2 {llx+all® = =2l 4 [+ izl* =[x — izl *] }.

1 . . .
(na) = g {lly+2ll* = lly—2l* + i [lly +izll* — fly = iz]*] }-

Por tanto, se ha de probar:
Ix+y+2ll* = llx+y—zl* = lx+ 2> = llx =2 + |y + 2> = ly — 2l @)

Ix+y+iz)* = x+y—izl|* = [|x+iz]|* — lx —izl|* + ly + izl|* — |y — iz >

OCW-ULL 2011/12 TEORIA DE OPERADORES
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La segunda de estas identidades sigue de la primera sin més que reemplazar z por iz. En consecuencia, demos-

traremos soélo (7).

Puesto que || - || satisface la ley del paralelogramo, para u,v € X se verifica:

et +v12 + flae = vII = 2( [l + | v]]%).

Haciendo
u:x;‘y’ v:)%‘l‘Z
en (8), obtenemos:
2 2
X+ X+
x+y+z Z||I"=2||—= —+z
ety + el =2 =2 | +2|| =2+
2 2
Haciendo ahora
gy vzz_ﬂ
2’ 2
en (8), resulta:
2 2
X+ x—+
|z||2+||x+y—z||2:2H2yH T asdmy

Restando miembro a miembro las dos expresiones anteriores:

1 2 1 2
||x+y+ZH2—Hx+y—Z||2=§||x+y+ZZI| = 5 ey =22,

®)

C))

Por dltimo, aplicamos (8) sucesivamente a u =x—+z,v=y+zyau =x—2, v =y—z, y restamos miembro a

miembro las igualdades resultantes:

x4y +2z]> + [lx =yl = 2llx+ 2> + 2lly + 2%,

ety =227 + [le = y1* = 2l — 2>+ 2y — 2%,

bty +22)1% = ey = 22 = 2l|x + 2] + 2l|y + 2| — 2[x —2l|? ~ 2y —zI|*.

De (9) y (10) se concluye (7).

Nos ocupamos ahora de establecer la propiedad de homogeneidad:

(Axy) =Axy) (€K, xyeX).

10)

an

TEORIA DE OPERADORES
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Fijemos x,y € X. Si A =n € N, la propiedad de aditividad que acabamos de establecer entrafia que
(nx,y) = (e 24 y) = )+ () = n(xy).
Si A = —1, también por la aditividad:

<xay> + <_x>y> = <07y> =0,

de modo que

<—)C7y> = _<x7y>'

Esto prueba (11) para A € Z.

Supongamos ahora que A € Q, esto es, A =m/n, conm € Zy n € Z\ {0}. Entonces podemos escribir

n<%x,y> = (mx,y) = m(x,y),

lo que establece (11) también en este caso.

=

Si A € R, existe una sucesion {g,};_,

de ntimeros racionales convergente a A en K. En virtud de las

Proposiciones 2.6 y 2.4, encontramos que
(Ax,y) = (lim (gnx),y) = lim (g,x,y) = 1im g, (x,y) = A (x,y).
Para completar la demostracidn es ya suficiente probar (11) cuando A = i. Pero esto sigue de (3) por simple

inspeccion. g

Observacion 2.9 La denominacion de ley del paralelogramo que recibe (6) proviene del resultado de geome-
tria plana elemental que expresa que la suma de los cuadrados de las diagonales de un paralelogramo es igual
al doble de la suma de los cuadrados de las longitudes de sus lados, el cual puede deducirse del teorema del

coseno (Figura 1).

Ejemplo 2.10 Si 1 < p < oo, se define

0 ={x={x(m)};_ :x(n) EK (n€N), [lx], <=},

OCW-ULL 2011/12 TEORIA DE OPERADORES
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Figura 1. Ley del paralelogramo.

donde
o I/p
||xp={Z,I|X(n)I”} (xe ).

Entonces (P es un espacio vectorial con las operaciones algebraicas definidas término a término, y || - ||, es
una norma sobre {P. Pues bien, esta norma proviene de un producto interior si, y solo si, p = 2. En efecto,

el Ejemplo 2.2 (ii) muestra que {* es un espacio con producto interior cuya norma asociada es II-

2, yel
teorema de Von Neumann-Jordan obliga a que esta norma satisfaga la ley del paralelogramo. Reciprocamente,

supongamos que || - ||, satisface la ley del paralelogramo. En particular,
ler +ealln+ ller —eall> =2 (llerll + llezll7) .

donde, para cada i €N, e; = {e;(n)};r_, denota la i-ésima sucesion unitaria candnica de (¥, dada por e;(n) = 1
meN, n=i),e;(n)=0(meN, n#i). Ya que ||e; +ez||,27 = |le fez||,2, =22/ry |le ||]27 = Heg||,27 =1, debemos
tener

2%r =2,

obligando a que p =2, como habiamos afirmado.

2.2. Espacios de Hilbert

Definicion 2.11 Se dird que un espacio con producto interior (X, (-,-)) es un espacio de Hilbert si el espacio

métrico (X,d) es completo, donde d se define como en (2) y la norma de (2) estd dada por (1).

Recordemos que un espacio normado es un espacio de Banach si la métrica asociada a la norma es com-

pleta.

Ejemplo 2.12 Todos los espacios con producto interior considerados en el Ejemplo 2.2 son espacios de Hil-

TEORIA DE OPERADORES OCW-ULL 2011/12
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bert.

Definicion 2.13 Una aplicacion T entre dos espacios normados (E, ||+ ||g) y (F, || - ||r) sobre el mismo cuerpo
escalar K se denomina operador. El operador T es lineal si T(Ax+ py) = ATx+ uTy para cualesquiera
escalares A, € Ky vectores x,y € E, y es una isometria si |Tx||r = ||x||g para todo x € E. Un operador

lineal T se dice acotado si ||T|| es finita, donde

1T = sup{[|Tx||r : x € E, [lx][e <1}

Finalmente, T es un isomorfismo si T es lineal, biyectivo y bicontinuo (continuo con inverso continuo).

Se comprueba facilmente que un operador lineal 7 : E — F es continuo (en cualquier punto de E) si, y

s6lo si, lo es en el origen de E y que, a su vez, esto equivale a que T sea acotado.

Definicion 2.14 Un isomorfismo de espacios pre-Hilbert o isomorfismo unitario es una aplicacion T de un
espacio pre-Hilbert (X, (-,-)x) en otro espacio pre-Hilbert (Y, {-,-)y) sobre el mismo cuerpo escalar K que es

biyectiva, lineal y preserva el producto interior; esto es, satisface (Tu, Tv)y = (u,v)x (u,v € X).

Todo espacio con producto interior admite una complecién como espacio de Hilbert que es tnica salvo

isomorfismos unitarios. Mds precisamente, se verifica el siguiente resultado, que enunciamos sin demostracién:

Teorema 2.15 Dado un espacio con producto interior (X,{-,-)), existen un espacio de Hilbert H y un iso-
morfismo unitario T : X — T(X) C H tal que T (X) es denso en H. El espacio H es inico salvo isomorfismos

unitarios.

Definicion 2.16 Un subespacio de un espacio prehilbertiano X es un subespacio vectorial de X provisto del

producto escalar (y, por tanto, de la norma y la distancia) que hereda de X.

No es dificil demostrar la siguiente:

Proposicion 2.17 Sea Y un subespacio de un espacio pre-Hilbert X. Se verifica:

(i) Si X es un espacio de Hilbert entonces Y es completo si, y sélo si, Y es cerrado.

(ii) SiY tiene dimension finita, es completo.

OCW-ULL 2011/12 TEORIA DE OPERADORES
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3. Ortonormalidad

3.1. Sumas directas y complementos ortogonales

En un espacio métrico (X,d), la distancia 0 de un elemento x € X a un conjunto no vacio M C X se define

como

&= infd .
[nf (x,y)

Por tanto, en un espacio normado (X, || -|),
6 =1inf |x—y|.
}}QM [lx =

En la préctica, frecuentemente X es un determinado espacio de funciones (por ejemplo, el formado por
las funciones continuas en un intervalo compacto) y M es un subconjunto de X constituido por funciones
con un «buen comportamiento» (por ejemplo, polinomios). Es importante saber si existe un vector y € M que
minimiza la distancia a x, esto es, tal que 6 = ||x—J||; y, en caso de existir, si es dnico. Este constituye el
llamado problema de existencia y unicidad de la mejor aproximacion a x desde M.

Como ilustran las imagenes de la Figura 2, incluso en el caso elemental del plano euclideo, puede que
dicho problema carezca de solucidn, o que ésta no sea unica. Cabe esperar que en espacios de dimensién
infinita la situacién resulte bastante mds compleja. Afortunadamente, como veremos a continuacién, en el

caso de espacios de Hilbert todavia permanece «bajo control».

(=2}
~

o7
= ¢--------
<°a )

]
~

_———— - - -
-

]

—~
&
~—
—~
fon
~
—~
o
~

Figura 2. La mejor aproximacion a x desde M: (a) no existe; (b) existe y es Unica; (c) existe y hay infinitas.

Definicion 3.1 El segmento que une dos elementos x, y de un espacio vectorial X se define como el conjunto
de los vectores de la forma x = Ax+ (1 —A)y (0 <A < 1). Un conjunto M C X se dice convexo si para

cualesquiera x,y € M, el segmento que une x cony estd contenido en M.

Ejemplo 3.2 Las siguientes afirmaciones son de comprobacion inmediata:

TEORIA DE OPERADORES OCW-ULL 2011/12
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(i) Todo subespacio es convexo.

(ii) La interseccion de conjuntos convexos es un conjunto convexo.

Teorema 3.3 (Vector minimizante) Todo conjunto convexo completo no vacio M de un espacio con producto

interior X contiene un unico elemento de norma minima.

DEMOSTRACION. El conjunto {||y|| : y € M} es no vacio y acotado inferiormente; por tanto, admite un infimo
p. Por definicién de infimo, existe una sucesién {y,};_; C M tal que lim, . |[ys|| = p. Esta sucesién es de
Cauchy en X, pues, por la ley del paralelogramo y la convexidad de M,

Yn+Ym
2

2
0< lyn—yml* = 4‘ +2{yall? +2[yml® < —4p* +2llyul* +2/lym 1%,

donde el segundo miembro tiende a cero cuando n,m — 0. Al ser M completo, existe y € M al que converge
{yn}_;; y porla continuidad de la norma (Proposicién 2.4), ||y]| = lim, e ||y.|| = p. Esto prueba la afirmacién
de existencia.

Para establecer la unicidad, supongamos existen y1,y, € M tales que ||| = ||2]| = p. Nuevamente por la

ley del paralelogramo,

~ L~ 2
yi+ym ~ -
BRI o) 2+ 20520 < —4p% +4p% =0,

0< 5 —§2||2=—4‘

probando que y; = y,. O

Teorema 3.4 (Mejor aproximacion) Si X es un espacio con producto interior y M un subconjunto convexo,
completo, no vacio de X, entonces para cada x € X existe una tinica mejor aproximacion a x desde M, esto es,
un tinico y € M tal que

8 = inf |Jx—y|| = [|x 1.
ylnglx I = llx =yl

DEMOSTRACION. Basta aplicar el teorema del vector minimizante (Teorema 3.3) a x — M. O

Observacion 3.5 Las afirmaciones de existencia y unicidad del Teorema 3.3 dejan de verificarse si prescin-

dimos de la convexidad. En efecto, en el espacio de Hilbert (*:

(i) M = {ek};":l no es convexo, es cerrado, y contiene infinitos elementos de norma minima;
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(ii) M = {(1 + k’l) ek} 11 N0 es convexo, es cerrado, y no contiene elementos de norma minima.

Definicion 3.6 Sea (X, (,-)) un espacio con producto interior. Se dice que dos vectores x,y € X son ortogo-
nales, y se escribe x 1y, si (x,y) =0. Dados x € X y M C X, la notacion x L. M expresa que x es ortogonal
a todos los vectores de M. Mds en general, si M,N C X son tales que x L y cualesquiera sean x € M, y € N,
diremos que M y N son ortogonales, y escribiremos M L N. Un conjunto M C X se dice un conjunto ortogonal

si sus elementos son ortogonales dos a dos.

Teorema 3.7 (Pitagoras) Sea X un espacio con producto interior. Si el conjunto {xi,...,x,} de vectores de

X es ortogonal, entonces

n 2 n 2
Y xil =) I«
i=1

DEMOSTRACION. En efecto, se tiene:

2
n n n

n
Yl = (L o)=Y ¥ =Yoo= ol

i=1 i=1 j=1 i=1j=1 i=1 i=1

como se afirmaba. O

Proposicion 3.8 (Independencia lineal) Todo conjunto ortogonal que no contiene al cero es linealmente in-

dependiente.

DEMOSTRACION. Basta probar el resultado para conjuntos ortogonales finitos. Supongamos que el conjunto
{x1,...,x,} es ortogonal y no contiene al cero, y sean A; € K (1 <i <n) tales que -7 ; Aix; = 0. Fijado j € N,

1 < j < n, podemos escribir:

n n
Y Aixixj ) =Y Al xg) = Al
= i=1

Puesto que x; no es el vector nulo, necesariamente A ;i =0. O

Sabemos que en geometria plana elemental, el tnico vector de un subespacio M mds préximo a un vector

x dado se obtiene trazando la perpendicular a M por x. Este resultado admite generalizacion.

Proposicion 3.9 Si en el Teorema 3.4 M es un subespacio, entonces z =x—y 1. M.
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DEMOSTRACION. Razonando por contradiccién, supongamos existe u € M tal que (z,u) # 0. En particular,

u#0,yparatodo A € K,

l—Aul* = (2= Au,z— Au) = [l2]|* — 2R(A (z,u)) + |4 [l >.

Ya que ||z|| es la distancia de x a M e y+ Au € M, particularizando A = |ju|| > (z, u) resulta

[z, 1) |*
a2

2 = 2 2 2 2
27 < [l = O+ Au)[|” = Iz = Aull” = [|z[|” — <zl

que es la contradiccién esperada. O

A continuacién aplicaremos los resultados anteriores al calculo de la mejor aproximacion a un punto desde

un subespacio de dimensién finita, por tanto completo (Proposicién 2.17), en un espacio prehilbertiano X.

Supongamos que M es el subespacio de X generado por n vectores linealmente independientes {vy,...,v,},
y sea x € X. Se trata de determinar la mejor aproximacién a x desde M, que existe en virtud del teorema de
mejor aproximacion (Teorema 3.4). Si y € M denota esta mejor aproximacién, necesariamente y = Y./ | A;v;
para ciertos escalares A; (i € N, 1 <i<n),yademds z=x—y | M, por la Proposicién 3.9. Imponiendo ambas

condiciones resulta el siguiente sistema lineal de n ecuaciones en las n incégnitas A; (i € N, 1 <i <n):

=

Ai{vi,vi) = (x,v;)  (JEN, 1< j<n),
1

que debe ser compatible determinado, puesto que el problema de mejor aproximacién admite solucién tnica.

Ahora, la distancia § de x a M se puede obtener a partir del siguiente cdlculo:

8 = [zl = (r =52 =) = (o2 =) = > = (x,3) = Il = X, vi).
i=1

Ejemplo 3.10 Sea el vector v = (1,2,141i,—4) del espacio de Hilbert C* (Ejemplo 2.2 (i), y considérese el

subespacio M de C* generado por los vectores (0,1,0,0) y (0,0,0,1). Hallar la distancia de v a M.

RESOLUCION. Formamos el sistema

a(vi,vi) +b{va,v1) = (v,v1),
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a{vi,va) +b(va,v2) = (v,v2).

Yaque (vi,vi) =1, (va,v1) = {vi,v2) =0, (v2,v2) =1, {v,v1) =2, (v,1p) = —4, la solucién del sistema anterior
es a =2, b = —4. Asi pues, la mejor aproximacion a v desde M es el vector w = a(0,1,0,0) + 5(0,0,0,1) =

(0,2,0,—4). Por otra parte, si § denota la distancia de v a M, entonces

8% = |v|]* —a(v,vi) —b(v,v2) =23 —4—16=3.

Se concluye que 8 = /3. O

Definicion 3.11 Sea (X, (-,-)) un espacio con producto interior. Dado M C X, el conjunto

MY ={zeX: z I M}={z€X:(z,x) =0 (x M)}

se llama anulador de M. Si M = {x} (x € X) es un conjunto unitario, su anulador serd denotado x*.

En el caso de que X sea un espacio de Hilbert y M un subespacio cerrado de X, M se denomina comple-

mento ortogonal de M. Esta denominacién queda justificada por la Definicién 3.12 y el Teorema 3.13.

Definicion 3.12 Se dice que un espacio vectorial X es suma directa de sus subespacios Y y Z, y se escribe
X =Y ®Z, sicada x € X puede ser expresado de forma tinica como suma de un elementoy €Y yotroz € Z. En
tal caso se dice también que Z (respectivamente, Y ) es un complemento algebraico de Y (respectivamente, Z)
en X, que Y (respectivamente, Z) es un subespacio complementado en X, y que Y, Z es un par complementario

de subespacios de X.

Teorema 3.13 (Proyeccion ortogonal) Sea M un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H. Entonces

H =M @®M™*. Mds precisamente:
(i) Todo x € H admite una descomposicion iinica x = Px + Qx como suma de Px € My Qx € M.
(ii) Pxy Qx son las mejores aproximaciones a x € H desde M y M, respectivamente.
(iii) x> = | Px|* +[|ox]*  (x € H).

DEMOSTRACION. Como H es completo, M también lo es (Proposicién 2.17), y, por tanto (Teorema 3.4 y
Proposicién 3.9), dado x € H existe Px € M tal que x = Px+ Qx, con Qx = x — Px € M. La unicidad de esta

representacion sigue de ser M MM~ = {0}. Esto prueba (i), y el teorema de Pitdgoras establece entonces (iii).
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Para demostrar (ii) sélo resta justificar que Qx es la mejor aproximacién a x desde M. A tal fin, basta observar
que

e —zlf* = [[Px+ (Qx = 2)|I* = [|Px|* + | Qx —2|*  (z€ M)

es minimo cuando z = QOx. O

Definicion 3.14 Un operador P de un espacio normado E en un subespacio F de E es una proyeccion si P es

lineal, sobre e idempotente (es decir, verifica P*> = P).

ML A

Qx

8

p--------9

>

M

)
=

Figura 3. Teorema de la proyeccién ortogonal.

En la notacién utilizada en la demostracion del Teorema 3.13, la ecuacién x = Px + Qx define sendas
aplicaciones P: H — M, Q : H — M™, que se denominan proyecciones ortogonales de H sobre My M*,
respectivamente. Se dice que Px (respectivamente, Ox) es la proyeccion ortogonal de x sobre M (respectiva-
mente, M"); esta terminologia viene motivada por la situacién que se presenta en geometria elemental con la
proyeccién de un punto sobre los ejes cartesianos (Figura 3). Es facil comprobar que P y Q son proyecciones
en el sentido de la Definicién 3.14. También es claro que la restriccion de P a M (respectivamente, de Q a M)

es el operador identidad, y que su restriccion a M (respectivamente, M) es el operador nulo. En particular:

Proposicién 3.15 El complemento ortogonal M+ de un subespacio cerrado M de un espacio de Hilbert H es

el niicleo de la proyeccion ortogonal P de H sobre M.

Proposicién 3.16 Sea X un espacio pre-Hilbert y sea M un subconjunto no vacio de X. Se tiene que M es
un subespacio cerrado de X. Ademds, M C M. Si X es Hilbert entonces M coincide con el subespacio

cerrado generado por M (es decir, M+ es la clausura del subespacio generado por M).

DEMOSTRACION. Los axiomas del producto escalar garantizan que M~ es un subespacio. Sean {x.}r, C
M, x € X tales que 1im,,_,...x,, = x. Por la Proposicién 2.4, para cada z € M se verifica que (x,z) = lim, o0 (X,,2) =

0; luego, x € ML, y M~ es cerrado.
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La inclusién M C M+ es obvia.

En caso de que X sea completo y M un subespacio cerrado se tiene X = M & M+ = M+ @ M+, por el
Teorema 3.13. Si x € M+ entonces x =u-+v, conu € My v € M*. Pero x —u € M*+*+ y v € M* implica
x=u€M,asi que M- C M.

En general, si X es completo y S es el subespacio cerrado generado por M, las propiedades del produc-
to escalar junto con la Proposicién 2.4 entrafian que M+ = S, y de la discusién precedente se infiere que

Mt =§1L =3¢, O

Definicion 3.17 Un subconjunto M de un espacio normado E es total en E si el subespacio generado por M

es denso en E.

Proposicion 3.18 (Conjunto total) Supongamos que H es un espacio de Hilbert y M un subconjunto no vacio

de H. Se verifica que M es total en H si, y sélo si, M+ = {0}.

DEMOSTRACION. Sea S el subespacio cerrado generado por M. Entonces M+ = S+ y H = S@® S*. Por tanto,

H = S si, y sélo si, M+ = S+ = {0}. O

3.2. Conjuntos ortonormales

Definicion 3.19 Un conjunto ortonormal S = {ey } qea en un espacio con producto interior X es un conjunto
ortogonal de vectores unitarios. Si x € X, el a-ésimo coeficiente de Fourier de x respecto de S es el escalar

(x,eq) (€ A).

Teorema 3.20 (Desigualdad de Bessel) Sea S = {¢;}? | una sucesion ortonormal en un espacio con producto

interior X. Se tiene:

=)

Y el < flal? (xeX).

i=1

DEMOSTRACION. Fijados x € X y n € N, sea s, = Y./ (x, ¢;)e;. En virtud del teorema de Pitdgoras,

n

Z (x,e)e;

i=1

2
l[snll” =

2
- 2
=) el
i=1

Consecuentemente:

i=1

0 < fr—sull® = Ixl® = 29 e,s0) + [lsul > = l)* — 2% <x’ Z<xaei>e"> +flsn]l?
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]I~ 229{ (Creix,en) + lsall® = fl* — Zleez |2+Z\xe

i=1

n
lell? = ) [ e e
i=1

Se desprende que

(e < [Ix[* (neN),

™=

1

y basta tomar limite cuando n — oo para obtener la desigualdad enunciada. O

Teorema 3.21 (Convergencia) Sea S = {e¢;}7" | una sucesion ortonormal en un espacio de Hilbert H, y sea

{Ai}2, C K. Se verifican las siguientes afirmaciones:

(i) (Riesz-Fischer) La serie x =Y ;- | Adje; converge en H si, y sélo si, Yo | |Ai|? < 0. En tal caso,

el =Y [l (12)

i=1
(ii) Sila seriex =Y | Aje; converge en H, entonces A; = (x,e;) (i € N).
(iii) Para cada x € H, la serie ¥° | (x,e;)e; converge en H.

DEMOSTRACION. Para probar (i), pongamos s, = Y7 | A;¢; (n € N). Si m,n € N, m > n, el teorema de

Pitdgoras entrafia:

2 v ’ v 2
lsn — sm||” = Z Aieil| = Z ||~
i=n+1 i=n+1
Por tanto, la sucesién de sumas parciales {s,};_; converge (equivalentemente, es de Cauchy) en H si, y s6lo

si, converge la serie Y | |A;|>. Ademds, otra vez por el teorema de Pitdgoras,

_fap wem

i=1

Isall* =

Z?Le,

Haciendo aqui n — oo se concluye (12).

La validez de (ii) es consecuencia inmediata de la linealidad y continuidad del producto escalar en la
primera componente.

En virtud de (i), para establecer (iii) es suficiente probar que ¥ | |(x,e;)|*> < . Pero esto se deduce de la

desigualdad de Bessel. g
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La serie que comparece en la parte (iii) del Teorema 3.21 se denomina serie de Fourier de x respecto de S

(cf. Definicién 3.24).

Observacion 3.22 En relacion con el Teorema 3.21 hacemos notar que, a menos que S sea un sistema orto-
normal maximal de H (Teorema 3.26), la serie de Fourier de x respecto de S no tiene por qué converger a Xx.
A modo de ejemplo, considérese la serie Y° | {ey,ezi)er; en 02, donde e; denota la i-ésima sucesion unitaria

candnica de (* (i € N).

Proposicion 3.23 Sea X un espacio con producto interior. Entonces todo x € X tiene a lo sumo una cantidad
numerable de coeficientes de Fourier no nulos respecto a cualquier familia ortonormal en X. Si X es un

espacio de Hilbert, la correspondiente serie de Fourier de x es incondicionalmente convergente.

DEMOSTRACION. Sea S = {eq } qea una familia ortonormal en X, y fijemos x € X. Pongamos

=

Ag={a€A:(xeq)#0} = {Oc €A |(x,eq) 2’711}

m=1

Sim € Ny n e N denota la parte entera de m?||x||?, necesariamente A, contiene a lo sumo n elementos. En

efecto, supongamos que A,, contuviese al menos n+ 1 elementos {o,..., &, }. Entonces

=
+

1
a2

> lx]12,

en contradiccién con la desigualdad de Bessel. Por tanto, Ay es numerable.

Supongamos ahora que X es un espacio de Hilbert, y sea {e;};”, una enumeracién de los elementos de
S que proporcionan los coeficientes de Fourier no nulos de x respecto de S. En virtud del Teorema 3.21, la
correspondiente serie de Fourier de x converge en X. Seau =Y, (x,¢;)e;.

Para probar que la convergencia es incondicional, consideremos una reordenacién {w j};"zl de {e;}7,,
de modo que existe una aplicacién biyectiva de N en N que a cada i € N le hace corresponder j(i) € N, con
wj@) =ei (i € N). Pongamos v = Y7, (x,w;)w;. Por el Teorema 3.21, (u,e;) = (x,e;) (i € N) y (v,w;) = (x,w;)

(j € N). Luego,

(u—v,ei) = (u,e;) — (v,ei) = (u,ei) — (v,wj()) = (x,€;) — (X, wj)) = (x,ei) — (x,ei)) =0 (i €N),

y, similarmente,

(u—v,wj) =0 (jeN).
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Entonces

=

(x,ei){(u—v,e;) — Z (x,wiy(u—v,w;) =0,
1 j=1

™

1

||u—v||2 = <u—v,i’<x7ei>e,~— i(x,wj>wj> =

J

probando que u = v. d

Definicion 3.24 La Proposicién 3.23 permite dar sentido a la expresion formal ¥ qca (X, eq)eq para cualquier
X € H y cualquier sistema ortonormal S = {eq } qca (n0 necesariamente numerable) en un espacio de Hilbert

H, expresion a la que denominaremos serie de Fourier de x respecto de S.

3.3. Bases ortonormales
Definicién 3.25 Una base ortonormal en un espacio de Hilbert H es un conjunto ortonormal maximal.

Teorema 3.26 (Bases ortonormales) Sea S = {eq } e un conjunto ortonormal en un espacio de Hilbert H.

Las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(i) S es base ortonormal.

(ii) (Serie de Fourier) Todo x € H se puede expresar como suma de su serie de Fourier respecto de S:

x= Z (x,eq)eq.

acA

(iii) (Identidad de Parseval) Para todo x € H, ||x||> = ¥qea |(x, €|

(iv) (Identidad de Parseval) Para cualesquiera x,y € H, (x,y) =Y gea (¥, €a) (y,€a)-
(v) St ={0}.
(vi) Sestotal en H.

DEMOSTRACION. Para ver que (i) implica (ii), pongamos y = x — Y yc4 (X, ¢ ) € se trata de probar que y = 0.

Ahora bien, fijado 8 € A,

<y7eﬁ> = <)C Z <)C,€a>€a,€ﬁ> = <)C,€B> - Z <)C,€a><€a,€ﬁ> = <X,€B> - <X,€l3> =0.

acA acA

Siy # 0, el vector u = ||y||~'y es unitario y ortogonal a S; por tanto, SU {u} es un conjunto ortonormal que

contiene propiamente a S, contradiciendo la maximalidad de S. Concluimos que y = 0.
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Por la continuidad (Proposicion 2.4) y la linealidad (conjugada) del producto escalar en la primera (segun-
da) componente, es claro que (ii) implica (iv), y resulta obvio (tomando x = y) que (iv) implica (iii). Nétese
que (ii) implica (iii) también como consecuencia del Teorema 3.21.

Por otra parte, (iii) implica (v), ya que si x € S entonces (x,eq) =0 (ax € A), y si se verifica (iii), necesa-
riamente x = 0.

La equivalencia de (v) y (vi) es consecuencia de la Proposicién 3.18.

Finalizamos la demostracién estableciendo que (v) implica (i): si S no es maximal entonces existe un vec-

tor unitario ortogonal a S, asf que S+ # {0}. O

Recordemos que un conjunto arbitrario se dice parcialmente ordenado si estd dotado de una relacién
binaria reflexiva, antisimétrica y transitiva, y totalmente ordenado si esta relacion es, ademds, conexa. El
principio de maximalidad de Hausdorff establece que todo conjunto no vacio parcialmente ordenado contiene

uno maximal totalmente ordenado.

Teorema 3.27 Todo conjunto ortonormal de un espacio de Hilbert no trivial estd contenido en una base

ortonormal. En particular, todo espacio de Hilbert no trivial admite una base ortonormal.

DEMOSTRACION. Si H # {0} es un espacio de Hilbert, entonces H contiene un vector unitario «. El conjunto
{u} es ortonormal.

Sean ahora B cualquier conjunto ortonormal en H y & la familia de todos los conjuntos ortonormales en
H que contienen a B. Ya que & no es vacia (pues contiene al propio B) y estd ordenada parcialmente por
la inclusion, el principio de maximalidad de Hausdorff obliga a que & contenga una subfamilia totalmente
ordenada maximal Q. Llamando U a la unién de todos los elementos de € encontramos que U es un conjunto
ortonormal (pues Q estd totalmente ordenada) que contiene a B. Ademads, U es maximal; pues si no lo fuese
existirfa un vector unitario v € U+, de modo que U=UU {v} seria un conjunto ortonormal que contiene a B'y
QU {17 } constituiria una subfamilia totalmente ordenada de & que contiene propiamente a Q, contradiciendo

la maximalidad de Q. O

Proposicion 3.28 Dos bases ortonormales cualesquiera de un espacio de Hilbert no trivial tienen el mismo

cardinal.

DEMOSTRACION. Sean {uq }aea, {vp}pep dos bases ortonormales de un espacio de Hilbert H # {0}.
Si A 6 B son finitos el resultado es trivial, teniendo en cuenta que en este caso toda base ortonormal

constituye una base de Hamel (es decir, un sistema linealmente independiente y generador).
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Supongamos, por tanto, que A y B son ambos infinitos, y fijado o¢ € A consideremos el conjunto B, =
{B € B: (uq,vpg) # 0}, que es numerable. Afirmamos que para cada 8 € B, existe « € A tal que B € By,,. En
efecto, si existiera B € B tal que 8 ¢ By, paratodo o € A, entonces (uq,vg) =0 (a € A); y como {ug }aea €8

base ortonormal, necesariamente vg = 0, una contradiccion. Ahora

BC | Bug,
acA

de manera que el cardinal de B no supera el producto del cardinal de A por X, que es igual al cardinal de A.
Por simetria, el cardinal de A no supera al cardinal de B, y se concluye del teorema de Schréder-Bernstein que

Ay B tienen el mismo cardinal. 0

Definicion 3.29 Se /llama dimensién ortogonal o dimension hilbertiana de un espacio de Hilbert H # {0},
y se denota dim, H, al cardinal de una cualquiera de sus bases ortonormales. Si H = {0}, diremos que

dim, H = 0.

3.4. Isomorfismos de espacios de Hilbert

Dado un conjunto arbitrario A, definimos

EZ(A)={<¢>:A—>KI /A<p<a>|2du<a><oo},

donde u es la medida cardinal sobre A.

Fijada @ € (*(A), el conjunto By = {ot € A: ¢(t) # 0} es a lo sumo numerable. Comprobaremos esta
afirmacién demostrando que para cada m € N, el conjunto A,, = {a € A : |@(a)| > 1/m} es finito. En efecto,

fijado m € N:

1
A = — [ d </ o) Pdu( / o) Pdu(
HAn) =g ), dus | lela)ldu(a lo(a)"dp(a

Si {a,};_; es una enumeracién de B, entonces

/|(P o)Pdu(o =§, :

donde la serie del segundo miembro es incondicionalmente convergente.
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Se obtiene una estructura de espacio de Hilbert sobre ¢2(A) si se define

oo

(0. = [ o(y(e)du(@) = ¥ pla)v(e) (p.ve ).

n=1

Aqui, {04} es una enumeracién de By N By,. Una base ortonormal de ¢%(A) esté constituida por las funcio-
nes eq (@ €A),donde eq(B) =1si a = yeq(B)=0enotro caso (f € A). Llamaremos a esta base la base
ortonormal candnica de £*(A).

En este nuevo contexto, los Teoremas 3.21 y 3.26 proporcionan el siguiente:

Teorema 3.30 Si H es un espacio de Hilberty S = {eq }qeca es una base ortonormal en H, la funcion™: H —
(%(A) que aplica x en X, donde X: A — K estd dada por X(a) = (x,eq), es un isomorfismo de espacios de

Hilbert.

DEMOSTRACION. La desigualdad de Bessel prueba que ~ estd bien definida. Esta aplicacién es claramente
lineal. El Teorema 3.21 establece que es suprayectiva. Que preserva el producto escalar (y, por tanto, es iso-

metria, luego también inyectiva) es consecuencia de la identidad de Parseval. 0

Definicion 3.31 La aplicacion™ en el Teorema 3.30 se llama transformacion de Fourier. Para cada x € H, X

se denomina transformada de Fourier de x.

Corolario 3.32 Dos espacios de Hilbert son unitariamente isomorfos si, y solo si, tienen la misma dimension

ortogonal.

Se sigue del Corolario 3.32 que todo espacio de Hilbert estd completamente determinado por un tnico

cardinal, su dimensi6n hilbertiana, y de hecho es indistinguible de algiin £2(A).

4. Series trigonométricas

Sea T la circunferencia unidad del plano complejo, esto es, el conjunto de todos los nimeros complejos de
médulo 1. Identificando e € T con t € [—7, 7], para 1 < p < oo definimos L”(T) como la clase de todas las

funciones complejas, medibles Lebesgue sobre [—7, 7] para las que la norma

1 /= 1/p
1 ={ 55 [ 1ror aif
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es finita; es decir, L”(T) es el espacio de Lebesgue de orden p respecto de la medida de Lebesgue normali-
zada en [—7, ). Similarmente, por L*(T) denotaremos la clase de todas las funciones complejas, medibles
Lebesgue y esencialmente acotadas sobre [—7, 7| con la norma del supremo esencial, mientras que C(T)
representard el espacio de todas las funciones complejas continuas sobre [— 7, ] con la norma del supremo.

El espacio L?(T) es un espacio de Hilbert respecto del producto escalar

1) =5 [ SR (f.g ).

Si definimos e,(t) = ¢™ (n € Z, t € [-7,7]), se demuestra que U = {e, },cz s una base ortonormal de

L?(T), llamada sistema trigonométrico.

Para cada f € L?(T), el n-ésimo coeficiente de Fourier de f respecto de U viene dado por

N 1 7 .
= fe " dr (ne), (13)

la serie de Fourier de f es

Y Finen

n=—oo

y la N-ésima suma parcial de esta serie es

SN = Zf n)e, (N €Np).

El teorema de caracterizacion de bases ortonormales permite afirmar que limy_,e ||sy — f]|2 = 0. El teorema

de Riesz-Fischer asegura que si {¢; }nez CCy

Y e < oo,

n=-—oo

entonces existe f € L2(T) tal que ¢, = f(n) (n € Z). La identidad de Parseval expresa que

=

3 | SO0 d = X ) (f.s 3D,

Como vimos en la seccién anterior, todos estos resultados se resumen diciendo que la transformacién de
Fourier f — f es un isomorfismo unitario entre L2(T) y £2(Z).

Nétese que la integral (13) tiene sentido cuando f € L!(T). De hecho, ya que C(T) C LP(T) c L'(T)
(1 < p < o), (13) tiene sentido para toda f € LP(T) (1 < p < o) y toda f € C(T). Denotando por B uno
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cualquiera de estos espacios, surgen inmediatamente dos problemas relativos a las correspondientes series de
Fourier: el de convergencia (la serie de Fourier de f € B, ;converge en la norma de B?, ;jconverge c.t.p.?), y el
de representacidn (si converge, ya sea en norma o c.t.p., jes f su limite?).

A continuacién resumimos el estado de esta cuestion.

En relacion con los problemas de convergencia y representacion c.t.p.:

P. Du Bois-Reymond (1873) da un ejemplo de funcién continua cuya serie de Fourier diverge en un punto
al menos. Casi un siglo después, J.-P. Kahane y Y. Katznelson (1965) probaron que fijado cualquier
conjunto de medida nula, es posible definir una funcién continua cuya serie de Fourier diverge en todo

punto de ese conjunto y converge fuera de élI.
= N. Lusin (1913) conjetura que la serie de Fourier de una funcién f € L?(T) converge c.t.p.

= AN. Kolmogorov (1926) demuestra que existe una funcién f € L!(T) cuya serie de Fourier diverge en

todo punto.

= L. Carleson (1965, medio siglo después de ser enunciada) logra probar la conjetura de Lusin. Carleson
fue galardonado con el premio Abel 2006 por su trayectoria cientifica, pero indudablemente su nombre

va unido, sobre todo, a este logro.
= R. Hunt (1967) extendid el resultado de Carleson hasta cubrir el rango 1 < p < oo.
En relacién con los problemas de convergencia y representacion en norma:

= S. Banach y H. Steinhaus (1918) prueban que no hay convergencia en L!(T). De hecho, este resultado

puede deducirse del principio de acotacidn uniforme que lleva el nombre de ambos matematicos.
= M. Riesz (1923) establece la convergencia en LP(T), para 1 < p < co.

= Losresultados de Du Bois-Reymond o de Kahane-Katznelson ya mencionados entrafian la imposibilidad

de la convergencia uniforme.

5. Polinomios ortogonales

La teorfa de espacios de Hilbert encuentra aplicacién en diversas dreas del andlisis. Resumimos en esta
seccidén la forma de obtener sucesiones de polinomios ortogonales que aparecen frecuentemente en la resolu-
cién de numerosos problemas practicos de la teoria de ecuaciones diferenciales (muy especialmente la teoria

de Sturm-Liouville), la teorfa de la aproximacién de funciones y la mecdanica cudntica.
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5.1. Polinomios de Legendre

En el espacio de Hilbert L?[—1, 1] respecto del producto escalar usual se considera la familia linealmente
independiente {v;}2,, con v;(t) = ' (i € Ny). Aplicando a esta familia el proceso de ortonormalizacién de

Gram-Schmidt resulta el sistema ortonormal {e, }_,, donde

en(t) =1/ zngran(t) (re[-1,1], n € Ny)

y B, (n € Ny) es el n-ésimo polinomio de Legendre, dado por

" N ; n—2j)! ;
bale) = ﬁ% [ =1 = ,Zo(_l)jznj!(zgz j)!z(i)vzj)ztnzj (r€[=1,1], n€ No);

aqui, N=n/2sinespary N=(n—1)/2 sines impar.

Se demuestra que los polinomios de Legendre satisfacen la ecuacion diferencial de Legendre

(1=12)P/(t) +2P,(t) +n(n+ 1B, (t) =0 (r€[~1,1], n € Np).

Poniendo

pu(t) =P, <1 +2;_I;) , Ou(t) = |p;j)2 (t € a,b], n € Ny)

se obtiene una base ortonormal {p, }*°_, de L?[a,b] para cualquier intervalo compacto [a, b].

5.2. Polinomios de Laguerre

En el espacio de Hilbert %[0, [ respecto del producto escalar usual se considera la familia linealmente
independiente {v;}>* |, con v;(t) = t'e™"/2 (¢ € [0,0[, i € Ny). Aplicando a esta familia el proceso de ortonor-

malizacién de Gram-Schmidt resulta el sistema ortonormal {e, }7_, donde
en(t) = e ’L(t)  (t €[0,00, n € Ng)
y L, (n € Np) es el n-ésimo polinomio de Laguerre, dado por

e d"
Lot)=1, Li(t)= -5 (t"e™") (1 €10,0[, n € Ny);
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es decir,

Ln(t) = i()(_l')]

J

(’;)H (t €]0,00[, n € Np).

Se demuestra que los polinomios de Laguerre satisfacen la ecuacion diferencial de Laguerre
tL)(t)+ (1 —=1)L,(t) +nL,(t) =0 (t € [0,00[, n € Np).

Como antes, mediante un oportuno cambio de variable se obtiene una base ortonormal de L? en cualquier

intervalo semiinfinito.

5.3. Polinomios de Hermite

En el espacio de Hilbert L?(R) provisto del producto escalar usual se considera la familia linealmente

oo

independiente {v;}:>,, con v;(t) =t'e™""/2 (t € R, i € Ny). Aplicando a esta familia el proceso de ortonorma-

lizacion de Gram-Schmidt resulta el sistema ortonormal {e, };>_,, donde

1 )

- ¢ "PPH,(t) (teR,neN
O SR

en(t) =

y H, (n € Ny) es el n-ésimo polinomio de Hermite, dado por

n
a2 d

Ho(r) =1, Ha(t) = (=1)"e" 2 (e*ﬂ) (reR, neN).

Nétese que

IV S YO
H = L ) e T L

nn—1)...(n=2j+1)20)"% (teR, neNy),

conN =n/2sinespary N = (n—1)/2 sinesimpar.

Se demuestra que los polinomios de Hermite satisfacen la ecuacion diferencial de Hermite

H)/(t)—2tH)(t) +2nH,(t) =0 (t € R, n € Np).
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