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1 Introduccion

No cabe atribuir a un Unico matematico la «invencién» de los nimeros complejos. La controversia sobre el uso de
estos nimeros existia ya antes del siglo XVI y su empleo pudo ser mds o menos soslayado hasta entonces, pero
fue en esa época, al buscar soluciones de ecuaciones polinémicas de grado 3 mediante férmulas que involucraran
radicales, cuando los matemadticos se vieron obligados a admitir la existencia de otras clases de nimeros mds alld

de los enteros positivos. Ecuaciones como x?> +2x+2 =0 6 x> = 6x — 4, que tenian como «soluciones» 1+ /—1

y \3/ 24+v—2+ \3/ 2 — /=2, causaban especial consternacién entre la comunidad matemdtica, porque todos sabian
que los nimeros cuyo cuadrado es negativo, como v/—1 y v/—2, no existen: tales «nimeros» existen sélo en la
imaginacién. Pero, con el paso del tiempo, estos «nimeros imaginarios» no desaparecieron; principalmente porque
los matematicos, como grupo, odian deshacerse de las cosas, son tenaces, y algunos, incluso, son pricticos. En
particular, Euler sostuvo que aunque «existen s6lo en nuestra imaginacién [...] nada nos impide [...] utilizarlos
en nuestros célculos». Ya en el siglo XVIII, Gauss situd los «nimeros imaginarios», 0 «nimeros complejos» como
empezaban a ser llamados, sobre una base 16gica y consistente, tratdndolos como extension del sistema de los nimeros
reales.

En este primer tema introduciremos los nimeros complejos. Comenzamos viendo que tienen estructura de
cuerpo conmutativo (seccién 2), y que no existe un orden en C compatible con esta estructura algebraica (seccién 3).
La seccién 4 se dedica a la conjugacion, y la 5 a la interpretacién geométrica de los nimeros complejos como puntos
del plano. En las secciones 6 y 7 estudiamos las nociones de médulo y argumento de un nimero complejo,
respectivamente. En la seccién 8 nos detenemos en las operaciones de potenciacién y radicacién. La seccidén 9
aborda la topologia usual de C, mientras que la seccidon 10 describe la esfera de Riemann. Concluimos el tema con

una seleccidn de ejercicios resueltos.

2 El cuerpo complejo C

Definicion 2.1. Se denomina unidad imaginaria al simbolo i, definido por la propiedad i* = 1. Un niimero complejo
es cualquier objeto matemdtico de la forma z = a+ib, con a,b € R. Los niimeros reales a y b se denominan parte
real y parte imaginaria de z, y se denotan Rz, 3z, respectivamente. De un niimero complejo z cuya parte real sea cero
se dird que es imaginario puro, y se escribird z = i3z. El conjunto de los niimeros complejos imaginarios puros se

representard por iR.
Ejemplo 2.2. Siz=4—1i9, entonces Rz =4 e Sz = —9. El niimero complejo z = i6 es imaginario puro.

Definicién 2.3. El sistema C de los niimeros complejos es el conjunto de todos los objetos matemdticos de la forma
a—+ib, con a,b € R, y las leyes de composicion interna suma y producto definidos como sigue: si z=a+iby
w = c+1id, entonces

z+w=(a+c)+i(b+d), z-w = (ac —bd) +i(ad + bc).

Como habitualmente, denotamos la multiplicacién mediante simple yuxtaposicion: z-w = zw.
De forma natural, identificamos R con un subconjunto de C mediante la aplicacién a — a + i0. Observemos que

las expresiones a + ib y a + bi son equivalentes; en efecto: si b € R, entonces

bi = (b+i0)(04i) = (b-0—0-1)+i(b-140-0) = 0+ib = ib.
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Ejemplo 2.4. Calcular z+wy zw, si: (i) z=5+2i,w=3—4i; (ii)z=2+4i, w=—-3+8i.
Resolucion.

(i) Se tiene:

z+w=(5+2i)+(3—4i)=(5+3)+(2—4)i =8—2i,
ww=(542i)(3—4i) = (15+8) + (6—20)i = 23 — 14i.

(ii) Ahora:

2+w=(2-3)+(4+8)i=—1+12i,
w=(—6—-32)+ (16— 12)i = —38 +4i.

Teorema 2.5. Con las leyes de composicion interna suma y producto de la Definicion 2.3, C es un cuerpo conmutativo.

Demostracion. Se deja como ejercicio al lector verificar que se satisfacen los axiomas de cuerpo conmutativo. Esto

es, que dados z,w, § € C, se tiene que la suma:
e esasociativa: (z+w)+ ¢ =z+ (w+);
e es conmutativa: z4+w =w+Z;
e admite elemento neutro: existe 0 =04+0i € Ctalque z+0=0+z=z;
e cada z = x+ iy € C admite elemento opuesto: existe —z € C, —z = —x — iy, tal que z+ (—z) = (—z) +z=0.
Y que el producto:
e es asociativo: (zw){ = z(w();
e es conmutativo: zw = wz;
e admite elemento neutro: existe ] =14+0i € Ctalque l-z=z-1=z3;
1 X .y 1 1

e cadaz=x+iye C\ {0} admite elemento inverso: existe 77 = —1i cCtalquezz ' =z 'z=1;
z=x+iye C\ {0} z 21y 2t que zz <z

e es distributivo respecto de la suma: z(w+ &) = zw +2z¢.

g

Se desprende del Teorema 2.5 que para sumar dos niimeros complejos basta con sumar sus partes real e imaginaria,
mientras que para multiplicar dos nimeros complejos es suficiente aplicar la propiedad distributiva del producto
respecto de la suma, junto con el hecho de que i = —1.

Como es usual, escribiremos z + (—w) =z—wyzw ™' = % = z/w. Ademis, convendremos en que z° = 1y, para

me N, pOndremos Zm = Zg’fl?z y Z_m _1(m) -1 .
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3 OrdenyC

Definicion 3.1. Diremos que un cuerpo es un cuerpo ordenado si contiene un subconjunto P con las siguientes

propiedades:
(i) Setiene que O ¢ P,y si x # 0 entonces, 6 bien x € P, ¢ bien —x € P.
(ii) Six,y € P, entoncesxy € Pyx+ye€P.

Noétese que, en virtud de (ii), las posibilidades x € P y —x € P son mutuamente excluyentes: si se diesen
simultdneamente se tendria 0 = x+ (—x) € P, contradiciendo (i).

Por ejemplo, R es un cuerpo ordenado, pues podemos tomar como P el conjunto de los nimeros reales positivos.
La Proposicion 3.2 prueba que, sin embargo, no es posible dotar a C de un orden compatible con su estructura

algebraica de cuerpo.

Proposicion 3.2. No existe ninguna relacion binaria «<» sobre C que haga de C un cuerpo ordenado, esto es, que

satisfaga:
(i) Se cumple que 0 3£ 0, y si z # 0 entonces, 6 bien z = 0, 6 bien —z > 0.
(ii) Siz>0yw >0, entonceszw =0y z+w > 0.

Aqui, por definicion, 7 > w significa que w < z.

Demostracion. Supongamos que existe una relacion «=<» satisfaciendo (i) y (ii). Como i # 0, (i) obliga a que i > 0, 6
bien —i = 0. Si fuese i > 0, seguirfa de (ii) que > =i-i= —1 > 0, y de aqui que (—1)(=1)=1>=0. Alser 1 =0y

—1 > 0 se tendria, otra vez por (ii), que 0 = 1 + (—1) > 0, en contradiccién con (i). Similarmente, la hipétesis
2 _

—i > 0 implicarfa (—i) —1 > 0, y razonando como antes desembocariamos, de nuevo, en una contradiccién.  [J
4 Conjugacion
Definicién 4.1. Dado 7z = a+ib € C, se denomina conjugado de z al complejo 7 = a — ib.
Proposicion 4.2. La operacion de conjugacion posee las siguientes propiedades:
(i) Involutiva: 7=z (z € C).
(ii) Respeta la suma y la diferencia: z+tw =7+w (z,w € C).

(iii) Respeta el producto: 7w =zZw (z,w € C).

(iv) Respeta el cociente: <£> == (z,we C, w#0).
w w
Ademds, se satisface:
z+z z2—z
Rz = —, = . 1
2= 3z 5 (1
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Demostracion. Sean z,w € C. Poniendo z = x + iy encontramos que
Z=x—Iy=x+iy=7z,

lo que prueba (i). Si, ademds, w = u + iv, entonces

zEw=xxtu)+i(yxv)=xtu)—ilytv)=(x—iy) £ (u—iv)=zEtw,

quedando probado (ii). La verificacion de las restantes propiedades es igual de sencilla y se deja como ejercicio. [

S El plano complejo

Todo cuerpo es un espacio vectorial unidimensional sobre si mismo; en particular, C es un espacio vectorial complejo

de dimensién 1. Nos interesa ahora el siguiente resultado:

Teorema 5.1. Con la suma de la Definicion 2.3 y el producto por escalares reales definido mediante
A(a+ib) = (Aa)+i(Ab) (A €R),

C es un espacio vectorial real de dimension 2.

Demostracion. Sabemos, por el Teorema 2.5, que la suma es una ley de composicién interna asociativa, conmutativa,
tiene elemento neutro, y es tal que cada nimero complejo tiene un elemento simétrico, que es su opuesto. Ademads,
como caso particular del citado teorema, se constata ficilmente que el producto de complejos por escalares reales

satisface las siguientes propiedades:
e distributividad del vector respecto de la suma de escalares: (A + )z =Az+uz (A, u € R, z€ C).
e distributividad del escalar respecto de la suma de vectores: A(z+w) =Az+Aw (A €R, zzw e C).
e asociatividad mixta: (Au)z=A(uz) (A,u € R, z€ C).
e multiplicacién por el neutro del cuerpo base: 1-z=7z(z € C).

Consecuentemente, con las operaciones anteriores C tiene estructura de espacio vectorial sobre el cuerpo R. Es claro

que {1,i} constituye una base de este espacio vectorial, el cual tiene, por tanto, dimensién 2. g

Puesto que todos los espacios vectoriales reales de dimensién 2 son isomorfos al espacio vectorial real R?, el
teorema anterior permite identificar el nimero complejo z = x+ iy con el punto (x,y) del plano. La expresioén z = x+ iy
se denomina forma binémica de z. La expresién z = (x,y) se llama forma cartesiana de z, y el punto que ésta
representa en el plano es el afijo de z. De este modo, usaremos indistintamente los términos «nimero complejo» y
«punto». Ademds, en variable compleja, el plano coordenado de la fig. 1 es denominado plano de Argand, plano
complejo o z-plano; €l eje de abscisas o eje OX se denomina eje real, pues cada punto de ese eje representa un nimero
real; y el eje de ordenadas o eje OY se denomina eje imaginario, pues cada punto de ese eje representa un nimero

complejo imaginario puro.
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Eje OY o eje imaginario

Figura 1. Plano de Argand.

Figura 2. El complejo z como vector de posicion.
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(a) Suma de vectores. (b) Diferencia de vectores.

Figura 3. Suma y diferencia de complejos como vectores.

Por otra parte, como sabemos, los puntos del plano pueden ser identificados con las componentes de un vector.
Asi, un nimero complejo z = x + iy puede ser contemplado como un vector de posicidén bidimensional, esto es, un
vector cuyo punto inicial es el origen de coordenadas y cuyo punto final es (x,y), el afijo de z (fig. 2).

La representacion de C como puntos y vectores del plano permite dar un significado geométrico a la suma y a la
diferencia de nimeros complejos. La suma de dos nimeros complejos z y w es el vector que se muestra en la fig. 3,
y se interpreta vectorialmente como la diagonal mayor del paralelogramo construido sobre los vectores de posicién
correspondientes a z y w. El vector determinado por la diagonal menor de dicho paralelogramo, con origen en el afijo
de w y extremo en el afijo de z, representa el vector z— w como vector libre. Para hallar el afijo de z — w, este vector
debe ser trasladado paralelamente de forma que su origen coincida con el origen de coordenadas.

Las relaciones (1) sugieren que para describir niimeros complejos o lugares geométricos del plano cabe pensar
tanto en el sistema de coordenadas cartesianas (x,y) como en el par (z,z). Para ilustrar esta idea referimos al Ejemplo

6.5 o a la Proposicién 6.9.

6 Modulo de un niimero complejo

La identificacién entre niimeros complejos y vectores del plano sugiere la siguiente:

Definicion 6.1. Se llama mddulo o valor absoluto del niimero complejo z = x + iy al niimero real no negativo |z| =
VX2 +y2

Notese que, geométricamente, |z| es la longitud del vector de posicion correspondiente a z, es decir, la distancia

en el plano entre el origen de coordenadas y el afijo de z. Similarmente, si z = x+ iy y w = u -+ iv entonces

el = /- )

es la distancia en el plano entre el origen de coordenadas y el punto z—w = (x —u) + i(y — v) 0, equivalentemente,
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entre los afijos de z y de w (véase la fig. 3(b)). Es claro que el médulo complejo extiende al valor absoluto real.
Ejemplo 6.2. Hallar los médulos de los siguientes complejos: (i) z=2—3i;  (ii) w=9i.
Resolucion.

(i) ldl = /22 (32 = VATI= V3.

(ii) |w| =v02+92 =92 =09,

Proposicion 6.3. Si z,w € C, se tiene:

2.

’

(i) z=|z

(id) [zw| = [z |w

>

(i) ‘é\ - "fv’ (w# 0);

(iv) |22| = |z|%;

(v) |z| =0si, y solo si, z=0;

(i) 2| =

(vii) max{|Rz|,|3z|} < |z] < [Rz|+ |3z,

H

>

(viii) ||z] = [wl| < |z—w| < |z]+ |w

1 4
N -1
IX) 2 = - =—.
(ix) TR

Demostracion. Los apartados (i) a (vi) son de comprobacidn directa.

Para probar (vii), pongamos z = x + iy, de manera que Rz = x, 3z = y. Entonces

x| = [P < PP = VR +y? =l

y, andlogamente,

[ < [2]-
Por tanto, se verifica la primera desigualdad de (vii). Respecto a la segunda, se tiene:
j2* =22 5% = 3P+ 1P < e+ [y 20l ] = (el [yD)?

Tomando raices cuadradas positivas se concluye que |z| < |x| + |y|, como se pretendia.
Para demostrar la segunda desigualdad de (viii), advertimos que, teniendo en cuenta el Ejercicio 1 y las

propiedades (vii), (ii) y (vi):

|2 =Wl = [2? + 2R (=) + [w]* < |2 + 2] = 0] + [w]* = |2 + 2[z] [ + [w]* = (|2] + [w])?,
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y basta tomar raices cuadradas positivas en esta desigualdad. Para demostrar la primera desigualdad de (viii),

escribimos z = (z —w) +w y aplicamos la segunda desigualdad:

|z <z —w[+]|wl,
de donde

2] = w| <z —w.

Por la arbitrariedad de z y w y por (ii), también tenemos
W=z < fw—z[=[—=(z=w)[=|z—w].

Hemos probado asi que

[zl =Wl <z —wl,

como se requeria.
Finalmente, de la expresién para z~! dada en la demostracién del Teorema 2.5, o de (i), sigue que
1 z

Z = - = —
z |z¥

lo que establece (ix). O

En lo sucesivo, nos referiremos a la segunda y primera desigualdades de la Proposicidn 6.3(viii) como desigualdad
triangular y desigualdad triangular inversa, respectivamente.
Alaluz de la Proposicién 6.3, resulta evidente que |- | es una norma sobre C, tanto si C se considera como espacio

vectorial real o como espacio vectorial complejo.

Ejemplo 6.4. Expresar
= 143i

2—i

en forma binomica.

Resolucion. Multiplicamos y dividimos z por el conjugado de su denominador, y aplicamos el apartado (i) de la

Proposicién 6.3:

—1+3i  (—143)Q2+i) (-2-3)+(-14+6)i —5+5i
2—i 12 —if2 B 5 5

= —1+i.

Ejemplo 6.5. Describir el lugar geométrico de los z € C tales que |z| = |z — .
Resolucion. Poniendo z = x + iy y elevando al cuadrado ambos miembros de la igualdad de partida, resulta

x2+y2:x2+(y—1)2:x2+y2—2y+1,



6 MODULO DE UN NUMERO COMPLEJO e I. MARRERO (OCW-ULL 2020) 11

de donde y = 1/2. Dado que x puede ser cualquier nimero real, el lugar geométrico buscado es

1
{z:x—i—zi:xeR},

que se corresponde con la recta horizontal a altura 1/2.
En notacién compleja, y aplicando el Ejercicio 1, tras elevar al cuadrado ambos miembros de la igualdad de

partida encontramos que
|z)* = |z2* + 2R (iz) + 1 = |z)* =23z + 1;

es decir, 3z = 1/2, expresion equivalente a la obtenida con anterioridad. O

—1
#—5z+1

Resolucion. Supongamos que |z| = 2. En primer lugar, acotamos inferiormente el denominador usando las

Ejemplo 6.6. Encontrar una cota superior para , 8i|z| = 2.

desigualdades triangular inversa y triangular:
=5z 1] =" = (52— 1)[ > |[o* = 52— 1]| > |o|* =[5z = 1| > [¢|* = 5]z -1 = 16 - 10— 1 =5.

Por dltimo, usamos esta estimacidn para acotar superiormente el médulo dado:

—1 B 1 < 1
?=5z+1| |A-5z+1 — 5
0
Ejemplo 6.7. Hallar el inverso de z =2 — 3i.
Resolucion. Aplicamos el apartado (ix) de la Proposicién 6.3:
1 1 Z 243 2 3,
- = —-—= — = - — —|— —1.
2-3i z |z? 13 13 13
O
Ejemplo 6.8. Hallar z/w, siz=2—-3iyw=4+6i.
Resolucion. De nuevo, aplicamos el apartado (ix) de la Proposicién 6.3:
Z w  (2-3))(4—-6i)) (B8—18)+(—12—12)i —10—24i 5 6 .
—_ = = = = = —— — —1.
wo w]? |4+ 6i]? 52 52 26 13
0
Proposicion 6.9. La ecuacion
Alz|* +Bz+Bz+C =0, 2)

conA>0,CeR, BeCy |B\2 > AC, corresponde a una recta si A =0, y a una circunferencia si A > 0.
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Demostracion. Estudiemos en primer lugar el caso de la recta. Sea ax+ by + ¢ = 0 la ecuacidn cartesiana de una recta,

con a,b,c € Ry a,b no simultineamente nulos. Haciendo

Z+z 72—
= Y= —7 3)

YT 2i

o bien
a—ib a+ib_
> zZ+ > Z4+c=0.
Esta ecuacion es de la forma (2),con A =0,C=c € R, B= (a—ib)/2 € Cy, puesto que a,b no son simultdneamente
nulos, |B|? > 0 = AC.

Reciprocamente, dada una ecuacién de la forma Bz+Bz+C=0,conC=ccR,B=a+ibecC, y |B]2 >AC =0,
haciendo z = x + iy obtenemos
(a+ib)(x+iy)+ (a—ib)(x—iy)+c=0.

Desarrollando y simplificando esta expresién encontramos que
2ax —2by+c = 0.

La expresion resultante tiene la forma mx + ny + r = 0, con m,n no simultineamente nulos (ya que B # 0), y por lo

tanto es la ecuacion cartesiana de una recta en el plano.

Partimos ahora de la ecuacién cartesiana de una circunferencia en el plano, de centro (d, f) € R? y radio R > 0:
(x—d)*+ (y— )}~ R2=0.

El cambio (3) conduce a

Desarrollando los binomios,

242022+
4

22 2|7+ 7

(z+72)d+d* — 1

+(z—2)if +fF—R*=0.
Simplificando y agrupando términos en z y z llegamos a la ecuacion
2+ (—=d+if)z+ (—d —if)z+d*+ f> —R* =0,

que es de la forma (2),conA=1>0,C=d>+ f>—~R*’cR,B=—d+if €cC,y |B? =d*+ > > d*> + f> — R* = AC.

Reciprocamente, si en (2) suponemos A >0,C € R,B=a+ibcCy |B |2 > AC, y hacemos z = x+1iy, encontramos
que
A +y?) +2R(Bz) +C =0,
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o bien (ya que A > 0),
> 2(ax—by)

C
Ay " +X:O'

Completando cuadrados en esta expresion:

a\? b\?> @ +b*—AC
(HX) +<y_A> a2 0 “)

b
Como vemos, (4) es la ecuacion de una circunferencia de centro (d, f), cond = — % yf= 1 y radio

Va2 +bp2—AC  \/|BP—AC =0
B A B A ‘

R

Noétese ademds que, si E =d +if, (4) se convierte en
|Z - E’ = Ra

ecuacion que, por consideraciones métricas, corresponde claramente a la circunferencia de centro E y radio R. O

7 Argumento de un niimero complejo

Definicion 7.1 (Identidad de Euler). Para 6 € R, definimos

¢'% = cos +isen.

Proposicion 7.2. Sean 0,¢ € R. Entonces:
(i) ] = 1;
(ii) €(6+9) = ¢i0 0,
(iii) e~ = (/©);
(iv) Férmula de De Moivre: (¢/9)" = ¢"® = cosm@ +isenm8 (m € Z);
(v) " =1 (k € Z);
(vi) ¢'% =1 si, y sélo si, © = 2kn (k € Z);

(vii) €(O+2k7) — 10 (k € 7). Por tanto, la aplicacién de R en la circunferencia unidad, o toro, T = {z € C: |z| =1}

dada por 0 — €'®, es 2m-periddica.
Demostracion.

(i) Por la identidad de Euler, la definicién de médulo, y la férmula trigonométrica fundamental,

%] = \/cos20 +sen2@ = 1.
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(i)

(iii)

(vi)

(vii)

Usando la identidad de Euler y las férmulas trigonométricas para el seno y el coseno de una suma, escribimos:

¢"049) — cos(0+ ) +isen(0 + ¢) = (cos O cos d —sen O sen ) +i(sen O cos ¢ +cosHsen )
=cos@(cosp +isen¢)+isenO(cosd +iseng) = (cos @ +isen6)(cos¢ +iseng)

=%,

Como el coseno es una funcién par y el seno una funcion impar, aplicando (i) y el apartado (ix) de la Proposicién

6.3, se tiene: o
e'® 1

¢ = cos(—0) +isen(—0) =cos @ —isen§ = i = PE = e

Procedemos por induccién sobre m € Z.
Sim =0, entonces (¢/?) =1 = cos(0-0) +isen(0- ) = /(9.

Supongamos ahora que m € N. Si m = 1, trivialmente
(eie)l :eie :ei(l~9).

Sim =2, aplicando (ii) vemos que se cumple:
(£9)% = ¢ = i(0+6) _ ,i20
Asumamos que la férmula es cierta para m — 1, y probémosla para m. Por hipétesis inductivas, y de nuevo por

(i1):

(£0)" = (e®)m—1¢10 = olm=1)8 ,i0 _ il(m=1)+1]6 _ ,im6_
Finalmente, supongamos que —m € N. Si m = —1, entonces, por (iii),
(eie)—l — o0 _ ,i(-1)6
Para m = —2, otra vez por (iii) y por (ii):
(ei9)72 _ (eie)fl(eie)fl _ efieefie _ ei(72)9'

Asumamos que la férmula es cierta para —m + 1, y probémosla para —m. Por hipétesis inductivas, y de nuevo

por (ii):

(eiG)—m _ (eie)—m-i-le—ie _ ei(—m+l)9e—i6 _ ei[(—m-i—l)—l]@ _ ei(—m)e.

Resulta evidente que " = cos2km +isen2knw = 1 (k € Z).

Se tiene que e® =1si, y sélo si, cos @ +isen 8 = 1; equivalentemente, si cos@ = 1 y sen 0 = 0, lo cual ocurre

cuando, y s6lo cuando, 6 = 2kx (k € Z).

Que la aplicacién 6 — ¢'? definida sobre R toma valores en T se desprende de (i). Ademds, en virtud de (i) y

v),

QI(O+2T) _ i 2T _ i (f 7y
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(r,6) = (xy)

I
I
I
I
I > y=rsen6
I
I
I
I
|

‘ 1 Eje polar

x=rcos 6

Figura 4. Coordenadas polares en el plano complejo.

probando que dicha aplicacién es 27-periddica.

7.1 Formas trigonométrica, exponencial y polar de un niimero complejo

Anteriormente hemos identificado z = x + iy € C con (x,y) € R?. Recordemos que un punto P del plano cuyas
coordenadas cartesianas son (x,y) también puede ser descrito en coordenadas polares. El sistema de coordenadas
polares o sistema polar consiste en un punto O, llamado polo, y una semirrecta horizontal que parte del polo, llamada
eje polar. Si r es la distancia dirigida desde el polo al punto P y 0 es el dngulo (en radianes, positivo o negativo)
medido desde el eje polar al segmento OP, entonces P puede ser representado por el par ordenado (r, 0), denominado
coordenadas polares de P.

Cuando se superpone un sistema polar a un sistema cartesiano en el plano complejo de manera que el eje polar
coincida con el semieje real positivo y el polo O coincida con el origen, las coordenadas (x,y) y (r,0) guardan la

siguiente relacion (fig. 4):

x=rcos0, y=rsen0;

r=/x>+y2, 0 = arctg (X) (35)
X
Las ecuaciones precedentes nos facultan para escribir un nimero complejo no nulo z = x4+ iy en la forma
z=r(cosO+isenB) = |z|(cosO +isenB),

expresion que se conoce como forma trigonométrica del complejo z. En virtud de la identidad de Euler (Definicion

7.1), esta expresion también puede ser escrita como
i0
z=lzle”,

la cual se denomina forma exponencial de z. Por ultimo, la representacién del complejo z exclusivamente en términos
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de sus coordenadas polares r = |z| y 6,

z=z|e,

constituye la llamada forma polar de z.

En la practica, el angulo 0 se suele calcular mediante la formula (5). Sin embargo, como la funcién tangente es
periddica de periodo 7, una calculadora nos dard solamente los dngulos correspondientes a la rama principal de la
arcotangente, es decir, valores de 0 tales que —7/2 < 6 < /2, correspondientes al primer y cuarto cuadrantes. Como
hemos de elegir 6 consistentemente con el cuadrante en el que esté situado z, puede ser necesario sumar o restar 7 al

valor de arctg(y/x) proporcionado por la calculadora.

Ejemplo 7.3. Expresar z = —\/3 — i en sus formas trigonométrica, exponencial y polar.

Resolucion. Se tiene que |z| = \/(—\/§)2+(—1)2 = 2. Por otra parte, y/x = (—1)/(—/3), de modo que la
calculadora nos da arctg(1/+/3) = 7/6, que es un angulo correspondiente a un punto del primer cuadrante. Como el
punto (—\@,—1) estd situado en el tercer cuadrante, tomamos 6 = m/6 + m = 7mw/6. Por tanto, formas

trigonométrica, exponencial y polar de z serdn, respectivamente, las siguientes:
) r 4 r
7=2|cos— +isen—
6 6
— 2ei77t/6

= 277r/6-

Hay que tener en cuenta que el valor de 6 no es unico. Por ejemplo, podriamos haber tomado 0 = 7/6 — 1 =

—51/6, en cuyo caso también son formas trigonométrica, exponencial y polar de z, respectivamente, las siguientes:
2 |cos Sl +isen o7 2| cos on sen >n
e —_— 1 - — — -
‘ 6 6 6 6
— 26—i57t/6

=2 51/6-

7.2 Argumento y argumento principal

La discusién y el ejemplo precedentes sugieren dar la siguiente:

Definicion 7.4. Se llama argumento de z € C\ {0} al conjunto

argz:{OGR:em:f’}.
Z

Si 0 € argz, abusando de la terminologia es habitual decir que 6 es un argumento de z. Pero no se debe olvidar

que el argumento de z, argz, €s un conjunto.

Proposicion 7.5. Dados z,w € C\ {0}, se tiene:
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(i)
(i)

(iii)
(iv)
(v)

Si 6 € argz, entonces argz = {0 +2km : k € Z}.

Existe un tinico 0 € (—n, 7| tal que 0 € argz. Este valor particular de 0 se denomina argumento principal de

z, y se denota Argz.
argz’l = —argz.

argzw = argz+argw.

argz/w = argz — argw.

Las tres uiltimas igualdades deben interpretarse en términos conjuntistas.

Demostracion.

(i)

(iii)

(iv)

Fijemos 6 € argz. Para establecer la igualdad de conjuntos, probaremos la doble inclusion. Si ¢ € argz entonces

¢'? = e'% = 7/|7|, asi que e = |z|/z. Por tanto,

Ji(6-0) _ jio—io _ 2 [zl _
2| 2
La Proposicién 7.2(vi) obliga a que ¢ — 6 = 2kx (k € Z), como se requeria.

Reciprocamente, supongamos que ¢ = 6 + 2kn (k € Z). Atendiendo a la Proposicién 7.2(vii):

; ; 0 Z
ezq) _ ez(9+2kn’) _ 619 _ X~

ya que 6 € argz. En consecuencia, ¢ € argz.

La familia de intervalos semiabiertos por la izquierda { (kx, (k+2)x] : k € Z, k impar} constituye una particién
de la recta real R en intervalos de amplitud 27. Por tanto, dado cualquier ¢ € argz C R, existe un entero impar
m tal que ¢ € (mm,(m+ 2)x]. Es claro entonces que para k = —m — 1 € Z se tiene 6 = ¢ +krw € (—m, 7|

Ademis, 6 € argz ya que, al ser m un entero impar, 6 — ¢ = (—m — 1)« es un mdiltiplo entero y par de 7.

Este 6 es unico. Para comprobarlo, sea otro ¢ € (—x, ] Nargz. Por (i), existe k € Z tal que ¢ = 0 + 2k, asi
que la distancia entre @ y 6 es menor que la amplitud del intervalo (—x,7]: |@ — 6] = 2|k|7 < 27. Se infiere

que |k| < 1, y como k € Z, necesariamente k = 0, probando que ¢ = 6.

Si —6 € —argz entonces 0 € argz, de donde ¢ = z/|z], o bien

o _ 2l _ o o

luego, —0 € argz~!. Hemos demostrado que —argz C argz~'. El argumento es ficilmente reversible, lo que

permite probar la inclusion opuesta y con ella la igualdad de ambos conjuntos.
Supongamos que 0 € argzw, de modo que

o _ W _ W — B — yila+B)
zaw| 2] [wl
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para ciertos o € argz y 3 € argw. Entonces 6 = a + 8 + 2km para cierto k € Z (Proposicion 7.2(vi)), y
0 = o+ (B +2km) € argz+argw. Reciprocamente, si 6 € argz+argw, existen @ € argzy 3 € argw tales que
0 = a + B, es decir, tales que ¢'* = z/|z| y ¢ = w/|w|. Sigue que

; ; o i zw o w
ezO — et(aJrﬁ) _ i i __ _

lel Wl faw]”

y de aqui que 6 € argzw.

1

(v) Combinando (iv) y (iii): arg(z/w) = argzw™! = argz+argw™! = argz —argw.

O

Conviene observar que la eleccién del intervalo (—m, 7] para la definicién del argumento principal de un
complejo z es arbitraria; tomando cualquier otro intervalo semiabierto de amplitud 27, por ejemplo [0,27), se
hubiera garantizado igualmente la existencia y unicidad de Argz. Con la eleccion del intervalo (—7, 7|, convenimos
en que el semieje real negativo es una especie de «barrera» que no nos estd permitido cruzar; la denominacién
técnica de esta barrera es salfo de rama. Si usamos el intervalo [0,27), entonces el salto de rama se encuentra en el
semieje real positivo. El concepto de salto de rama es importante y tendremos ocasién de reencontrarlo a lo largo del

curso.
Ejemplo 7.6. Expresar z =1 —i en sus formas trigonométrica, exponencial y polar usando Argz.
Resolucién. Por una parte, |z| = v/2. Por otra,

1
Rz=+2cos® =1 implica cosO = 7

1
[z=12sen® = —1 implica senf = ———.
p \6

Luego, 0 = —1t/4 € (—x, 7], asi que Argz = —x /4. Consecuentemente:

7z =2 [cos <—§> +isen (—g)] =2 (cosg — iseng) (forma trigonométrica),

= \/2e—im/4 (forma exponencial),

=V2_, /4 (forma polar).

8 Potenciacion y radicacion

La forma exponencial de los nimeros complejos es muy Ttil para realizar operaciones de multiplicacion, division,

potenciacion y radicacién en C.
Proposicion 8.1. Sean R,r >0y a, € R. Entonces:

(i) (Re'®)(re'P) = Rre!@+h);
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Re™ R ja-p)

reiP r

(if) ;
(iii) (Re'*)™ = R™e™* (m € 7).

Demostracion. Sigue inmediatamente de la Proposiciones 6.3 y 7.2. U

Ejemplo 8.2. Dados z=iyw = —/3—i, hallar: (i) zw; (i) z/w.
Resolucion. En forma exponencial, z = /2 yw= 2e57/6 (cf. Ejemplo 7.3). Aplicamos la Proposicién 8.1:
(i) W= 2ei(7r/2—57r/6) _ 26—1’7:/3;

(ii) ahora

< _ lei(n/2+5n/6) _ lei47t/3 _ 167&”/37

w2 2 2

donde para escribir la Gltima igualdad hemos usado el argumento principal del cociente.

O
Ejemplo 8.3. Dado z = —+/3 —i, calcular 7° y z7>.
Resolucién. Una representacién exponencial de z es z = 2¢ 5%/ (cf. Ejemplos 7.3 y 8.2). Por la Proposicién 8.1:
Z3 _ 23e—i3~5ﬂ$/6 — 86—1571'/2 — —8l,
3 = 03 il=3)57/6 _ 1 a1,
O
3
3 1
Ejemplo 8.4. Hallar (‘2[ ¥ 2i> .
g V3 1,
Resolucion. Pongamos z = > + El' Entonces, |z| = 1; por otra parte,
arct 12 _ arct L _7
Van EATE
Luego, z = ¢/™/%, asi que
Z3 — ei3n/6 — em/z -
O

Nos ocupamos a continuacién de encontrar las raices de la ecuacion 7" = a, con a € C\ {0}.

Proposicion 8.5. Sia € C\ {0} entonces, para cualquier n € N, existen exactamente n raices n-ésimas de a, es decir,

n niimeros complejos zx (k=0,...,n—1) tales que 7} = a (k=0,...,n—1). Ademds, si 0 € arga, entonces

2 = |a|' e OFAmM/n(k=0,... .n—1). (6)
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Demostracion. Seaa = |a|e’® € C\ {0}, y sean € N. Buscamos z = pe' tal que 7" = a, es decir, tal que p"e?® = |ale’®.

Debe tenerse entonces que p” = |a|, de donde p = |a|'/", y n¢ = 6 +2kx (k € Z), de donde ¢ = (6 +2knm)/n (k € Z).

Consecuentemente,
o= |a‘1/nei(6+2k7t)/n (k e Z).

i(0+2km)/n

Veamos ahora que sélo se obtienen valores distintos de e parak=0,...,n— 1. En efecto, sea k € Z arbitrario,

y supongamos que k = mn+r para ciertosm € Zy r=0,...,n— 1. Puesto que

0+2kx  O+2(mn+r)n  0+2rm
n n

+2mn

y e?"® — |, se tiene
et(6+2k7r)/n _ et(6+2r7z:)/n612mn' _ et(9+2rn')/n

para algiin r =0,...,n— 1, como habfamos afirmado. g

Definicion 8.6. La iinica raiz n-ésima de un niimero complejo a obtenida tomando 0 = Arga y k = 0 en (6), se

denomina raiz n-ésima principal de a.

Como todas las raices dadas por (6) tienen igual médulo \a\l/ ", resulta que las raices n-ésimas de un nimero
complejo a estdn situadas sobre una circunferencia del plano complejo, centrada en el origen de coordenadas y de
radio |a|'/". Ademds, como la diferencia entre los argumentos de dos raices sucesivas cualesquiera es 27 /n, las n
raices n-ésimas de a estdn igualmente espaciadas sobre la circunferencia, comenzando con la raiz que tiene por un
argumento a 0 /n. Asi pues, las n raices constituyen los vértices de un poligono regular de n lados centrado en el
origen, inscrito en la circunferencia centrada en el origen de radio |a|'/".

En particular, las n raices de a = 1 se llaman raices n-ésimas de la unidad. Poniendo w = ei2n/n

2

, encontramos que

el conjunto de estas raices esté constituido por w® = 1, w! = w, w?, ..., w"~!. Ademds, si z es una raiz n-ésima de un

complejo a, entonces el conjunto de todas ellas serd zw* (k=0,...,n—1).
Ejemplo 8.7. Hallar las raices ctibicas de a = i. Representarlas grdficamente y determinar la raiz principal.

Resolucion. Es claro que a = ¢'™/2, Para obtener las raices cibicas de a, usamos (6) con n = 3:

— ol(m/2+0m)/3 _ im/6 _ é + 1.

“© 2 'y
2y = el (F/22m)/3 _ jisn/6 _ V3 Lk
2 2
= ei(n/2+47r)/3 — ei97t/6 — ei37r/2 ——
Como Arga = /2, la raiz principal es zg. Para una representacion grafica, véase la fig. 5. O

Ejemplo 8.8. Hallar las raices cuartas de a = 1+ i. Representarlas grdficamente y determinar la raiz principal.

Resolucion. Resulta evidente que a = \/2¢'™/*. Para obtener las raices cuartas de a, usamos (6) con n =4

20 = 21/8i(A/4+0m) /4 _ 51/8 im/16.
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-1 ~05 0 ag 1

N\ =08

A/
i

Figura 5. Ejemplo 8.7: raices cubicas de i.

21 = 21/8,i(m/4+2m)/4 _ 51/8 9716,
25 = 21 /Bi(R/4H4T) /4 _ 91/8 il Tn/16.

3= 21/86i(ﬂ:/4+6n)/4 _ 21/8ei257r/16‘

Como Arga = /4, la raiz principal es zg. Para una representacion grafica, véase la fig. 6.

08

=08

Figura 6. Ejemplo 8.8: raices cuartas de 1 +i.

Ejemplo 8.9. Hallar las raices sextas de a = 2. Representarlas grdficamente y determinar la raiz principal.
Resolucion. Para obtener las raices sextas de a = 2¢™, usamos (6) con n = 6:
0= 21/66i(0+0ﬂ)/6 — 21/6;

21 = 21/6,i(0+2m)/6 _ 51/6,in/3 _ 51/6 1+iV3 _ 14+iv3
| 2 25/6

2y = 21/6,i(0+4m)/6 _ 1/6 i2m/3 _ H1/6 1 +iV3 _ -1 +iv3

2 2 25/6

23 = 21/66i(0+6M)/6 _ 51/6,i% _ _o1/6.

— 1/6,i(0+87)/6 _ 51/6,i4n/3 _ 51/6 -1-iV3 _ -1 i\/§;
2 25/6
; , 1—ivV3 1—-iV3
_ A1/6,i(0+10m)/6 _ ~1/6 iST/3 _ H1/6 _
z5=2"e =2 =2 5 = 5%

24




22 APUNTES DE VARIABLE COMPLEJA ¢ TEMA 1: EL SISTEMA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Como Arga = 0, la raiz principal es zo. Para una representacion grafica, véase la fig. 7. g

-08

Figura 7. Ejemplo 8.9: raices sextas de 2.

9 Topologia del plano complejo

Nétese que si identificamos z = x+iy = (x,y) y w = u+iv = (u,v), entonces

el = /(= w2+ (v = dazw)
es la distancia euclidea habitual en R?. Por tanto, la aplicacién d : C x C — [0, o) definida por
d(z,w)=|z—w| (z,weC)

constituye una distancia (o métrica) en C, que se conoce como distancia (o métrica) euclidea porque coincide con la

distancia (o métrica) euclidea d» en R%. Recordemos los axiomas que verifica: para z,w,{ € C,
(i) d(z,w) > 0;d(z,w) =0si, y sélo si, z =w;
(ii) d(z,w)=d(w,z);
(iii) d(z,w) <d(z,§)+d({,w).

Via la identificacién de (C,d) con (R?,d,), la distancia d dota a C de la topologia euclidea usual; salvo que se
indique otra cosa, se supondrd que C estd dotado de esta topologia. Se trasladan entonces a C las definiciones y
resultados ya conocidos sobre espacios métricos en general y sobre la topologia euclidea de R? en particular, algunos
de los cuales recordaremos a continuacion.

Las bolas abiertas en C son discos abiertos: paraa € Cy r > 0, el conjunto
D(a,r)={z€C:|z—a|<r}

es el disco abierto centrado en a y de radio r; convenimos que D(a,+o0) = C. El disco D(0,1) se denomina disco
unidad abierto y se representa por D. La familia de discos {D (a,r)},- constituye una base local en el punto a.

La frontera de D(a,r), dD(a,r), es el conjunto

C(a,r)={z€C:|z—a|=r},
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esto es, la circunferencia de centro a y radio r. La unién de D(a, r) con su frontera es la clausura de D(a, r), y coincide

con el disco cerrado
D(a,r)={z€C:|z—a| <r}.

Notese que esta dltima definicion tiene sentido también para r = 0: D(a,0) = {a}.
Definicion 9.1. Un conjunto A C C es:
e abierto, si es vacio o si para todo a € A, existe r > 0 tal que D(a,r) C A;
e cerrado, si su complementario C\ A es abierto;
e acotado, si estd contenido en algiin disco centrado en cero, esto es, si existe M > 0 tal que |z| <M (z € A).

Definicion 9.2. Un punto a € C es un punto de acumulacion de un conjunto A C C si para todo r > 0, se tiene que
D*(a,r)NA # 0, donde D*(a,r) = D(a,r) \ {a} es el disco perforado de centro a 'y radio r. El conjunto de todos los

puntos de acumulacion de A se denota A'.
9.1 Conexidad

Definicion 9.3. Se dice que un conjunto W C C es:

e conexo, cuando no es posible escribir W como union disjunta de abiertos relativos no vacios: si existen A, B,
abiertos en W, tales que ANB=0yW =AUB, entonces A=06B=10;

e conexo por caminos, si dos puntos cualesquiera de W pueden ser unidos por una curva enteramente contenida

en él: dados z,w € W, existe una funcion continua 7y : [0,1] — W tal que y(0) =z y y(1) = w.

Intuitivamente, un conjunto conexo de C es el que aparece como una sola pieza, que no se puede «dividir» o
«particionar».
La conexidad por caminos implica conexidad, pero el reciproco es falso, en general. En R?, y por tanto en C, un

conjunto abierto es conexo si, y sélo si, es conexo por caminos.
Definicion 9.4. Un dominio de C es un conjunto no vacio, abierto y conexo (0 conexo por caminos).

En C, todo conjunto abierto no vacio es unién numerable de dominios disjuntos (sus componentes conexas).

9.2 Sucesiones de nimeros complejos

Definiciéon 9.5. Una sucesion de niimeros complejos es una aplicacion n — z(n) = z, del conjunto de los niimeros

naturales en C. Como de costumbre, identificaremos la aplicacion y su rango, representdndola por {z,}, ;.

La definicién de sucesién convergente es la misma que en cualquier espacio métrico:

oo

Definicion 9.6. Se dice que la sucesion {z,}, ; C C converge a un niimero complejo z, llamado limite de {z,}>_,, y

se escribe lim,_,e 2, = 7, Zs—2, 0 bien z,, — 7 cuando n — oo, si para todo € > 0, existe un niimero natural N tal
n—soo

que n € Nyn > N implican |z, — z| < €. Equivalentemente, {z,}, _, converge a z en C si lim, .|z, —2| =0 en R.

Como ocurre en todo espacio métrico, cuando el limite de una sucesion existe, es Unico.
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l'nJrl

Ejemplo 9.7. Probar que la sucesion {} converge a cero.
n n=1

Resolucion. Se tiene que
l-n—H

n

1
= lim - =0.
n—oo n

lim
n—soo

Proposicion 9.8. Una sucesion de niimeros complejos {z,},._, es convergente si, y sélo si, las sucesiones de niimeros
reales {Rz, ) e {Szn},_ son convergentes. En tal caso, lim, 0z, =z en C si, y sdlo si, im0 Rz, = Rz y

limy e 3z, =Sz en R.

Demostracion. En virtud de la Proposicién 6.3(vii), tenemos que
Rz, — Rz| = Rz —2)| < |zn— 2| <Rz —2)|+[3(zn —2)| = | Rz — Rz| + (32, — Sz (neN).

Similarmente,
182, —3z| = | <|zn— 2| < Rz — Rz|+ |82, —3z] (meN).

Se deduce que lim,, |z, —z| = 0 si, y s6lo si, lim,_,e0 [ Rz, — Rz| =0y lim,, 0[Sz, — Jz| = 0. O

Nétese que la Proposicion 9.8 permite reducir el estudio de la convergencia de sucesiones de nimeros complejos

al de la convergencia de dos sucesiones de niimeros reales.

Ejemplo 9.9. Demostrar que las siguientes sucesiones convergen a i:

0 {1+i(:+1)}°° LW {21,,+ini2}w

n=1 n=1

Resolucion.
14 1
(i) Pongamos z, = m (n € N). Apelando directamente a la definicién de convergencia:
n
1+4i 1 1+ 2
|zn —i] = ‘W—i‘ L £ — 0 cuando n — co.
n n n
Alternativamente, podemos calcular
. .1
lim Rz, = lim — =0,
n—oo n—oo n
n+1

1

lim Sz, = lim
n—yoo n—e 1N

y aplicar la Proposicién 9.8 para concluir que {z,};_, converge a i.

1
(ii) Pongamos ahora z, = — +i (n € N). Se verifica que

n
n n+2

. .1
fim %z, = lim 5 =0.
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lim 3z, = lim ——— =

1,

asi que, de nuevo por la Proposicién 9.8, {z,}_, converge a i.

O
. . _ 3+ni |~
Ejemplo 9.10. Estudiar la convergencia de - .
n+2nij,
Resolucion. Para cada n € N, expresamos
_ 3+ni (3+ni)(n—2ni)  (3n+2n?)+i(—6n+n?)
ot oni 5n? N 5n?
en forma binémica y analizamos la convergencia de las sucesiones reales {Rz, }>_; e {3z} ;:
R 3n+2n? 3+2n_>2 cuando 11 —
= = — u n o0
N sy s5n 5
3 —6n+n? —6—i—n_> 1 cuando 11—
= = - cu n— oo,
N sy 5n 5
Se concluye que
p 2
nglc}ozn 5
g

Definicion 9.11. Diremos que la sucesion {z,}, _, es divergente, y escribiremos lim,_,ez, = o0, i lim,_e0 |2,| = oo,

esto es, si para todo K > 0, existe un niimero natural N de forma que n € Ny n > N implican |z,| > K.

Veremos mas adelante que los conceptos de «no convergencia» y «divergencia» no son equivalentes (Ejemplo
9.15).

Proposicion 9.12 (Algebra de limites). Se verifican los enunciados siguientes:

(i) Silimyezy =z y lim,_eo Wy = w, entonces limy,_ye (2o Twy) = 2w y limyse(2,Wy) = zw. Si, ademds, z, # 0

(neN)yz#0, entonces lim,_,o(1/z,) = 1/z.
(ii) Silim,_ ez, = 2, entonces lim, 2, = Z.
(iit) Si{zn},_, diverge y {w,},._, estd acotada, entonces {z, £wy},._, diverge.

(iv) Si{zn},_, divergey {w,},_, estd separada de cero, esto es, existen r >0y N € N de forma que para n € N,

n > N, se cumple que |w,| > r, entonces {z,w,},_, diverge.
Demostracion.

(i) Supongamos que lim,_,c 7, = 2 y lim, . w,, = w. Aplicando la desigualdad triangular,

|(zntwn) — (z£w)| <|za—z|+|wp—w| = 0 cuando n — oo,
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probando que lim,_,(z, =w,) = z+w. Por otra parte, puesto que toda sucesién convergente estd acotada,

existe M > 0 tal que |z,| <M (n € N), y podemos escribir:

Zawn — z2w| < |zawy — 2oW| 4 |20w — 2w| < |za| [y — w| + W] |2, — 2

<M|w, —w|+|wl||z, —z]| = 0 cuando n — oo.

El resultado para la sucesion de inversos sigue inmediatamente del que acabamos de probar: como |z, —z| — 0

cuando 1 — o0y |z,z| — |z|*> cuando n — o, se infiere que

1 1

in <

= |2 — 2] — 0 cuando n — oo.
|znz|

(if) Basta advertir que limy, e |2, — Z| = limy 00 |20 — 2|

(iii) Sean{z,}, , divergentey {w,}, , acotada. Existe M > 0 tal que |w,| <M (n € N). Dado K > 0, la divergencia
de {z,},_, permite elegir N € N de manera que n € N, n > N, implican |z,| > K+ M. Por la desigualdad
triangular inversa,

|Za £ Wwal > |za] = [Wa| > (K+M)—M =K (n>N),

asi que {z, £wy},_, diverge.

(iv) Supongamos que {z,},_, diverge y {w,},_, estd separada de cero. Existen r > 0y N € N de forma que para
n €N, n> N, se cumple que |w,| > r. Ahora, puesto que {z,}, _, diverge, dado K > 0 podemos elegir N lo
suficientemente grande como para que, ademds, se tenga |z,| > K/r siempre que n € Ny n > N. Se concluye
entonces que

|ZaWn| > §r= K (n>N),

asi que {z,wy,},_, diverge, como habiamos afirmado.

Definicién 9.13. Una sucesion de niimeros complejos {z,};_, es de Cauchy si para cada € > 0, existe un niimero

natural N tal que si p,q € N'y p,q > N, entonces |z, —z4| < €.

Al igual que ocurre con el concepto de convergencia, la definicién de sucesién de Cauchy en C es la
particularizacion de la ya conocida en espacios métricos arbitrarios. Toda sucesion convergente es de Cauchy, pero el
reciproco es falso, en general. Los espacios métricos donde vale el reciproco se llaman completos. Por ejemplo, R,

con su topologia usual, es completo, propiedad que se traslada a C:
Teorema 9.14. Toda sucesion de Cauchy de niimeros complejos es convergente. En otras palabras, C es completo.

Demostracion. Aplicando la Proposicién 6.3(vii) como en la demostracién de la Proposicién 9.8, deducimos que
{zn}5_, es una sucesién de Cauchy en C si, y s6lo si, {Rz,},_, e {3z.},., son sucesiones de Cauchy en R. Puesto
que R es completo, ser de Cauchy equivale a ser convergente en R, luego {Rz,},_, e {3z,},_, convergen; por la

Proposicion 9.8, lo mismo cabe afirmar de {z,}_;. O
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Un espacio normado que es completo con la topologia inducida por la norma se llama espacio de Banach. Asi

pues, (C,|-|) es un espacio de Banach, tanto si el cuerpo de escalares es R como si es C.
Ejemplo 9.15. Demostrar que la sucesion de término general z, = i" (n € N) no converge ni diverge.

Resolucion. En primer lugar, advertimos que |z,| = 1 / co cuando n — oo, asi que {z,};~_, no diverge. Por otra parte,
esta sucesién no es de Cauchy, asi que tampoco puede ser convergente. Para ver que no es de Cauchy, nétese que,
cualquiera que sean € N,

Zan = A — (ein:/2)4n _ (eiﬂ:)2n _ (_I)Zn -1

mientras que

Zanin = 2 (ein/2)4n+2 — (ein)2n+1 _ (_1)2n+1 -

)

asi que |24, — zan+2| =2 # 0 cuando n — eo. O

oo

Definicién 9.16. Una sucesion parcial o subsucesion de una sucesion {z, },_, es cualquier sucesion {Zg(n) } ., donde

o0 : N — N es una aplicacion estrictamente creciente.

Es habitual denotar una subsucesi6n de la sucesién {z,},’_; en la forma {z,,}7_;. Si {zx},,_; converge, entonces

cualquier subsucesién de {z, };~_, converge al mismo limite.

Teorema 9.17 (Bolzano-Weierstrass). Toda sucesion acotada de niimeros complejos tiene alguna sucesion parcial

convergente.

Demostracion. Teniendo en cuenta la Proposicién 6.3(vii), se advierte ficilmente que una sucesién {z,},_, es

oo

acotada si, y s6lo si, {Rz,}r_; e {3z,};_, son acotadas. Como toda sucesién acotada de niimeros reales posee una

<
y por tanto de {z,};, tal que {3z, };

subsucesi6n convergente, alguna subsucesion {z,;}7_; de {z.},_, es tal que {Rz, converge. Ya que {3z, }7,

oo

también estd acotada, existe una subsucesion {z,, };_; de {z,;}7;,

converge. Ahora, {fﬁznjk }%_, es subsucesion de una sucesion convergente, luego ella misma es convergente. Se

infiere de la Proposicién 9.8 que {z, i }e_, converge. g

Concluimos esta seccioén recordando que la continuidad de una aplicacién definida entre dos espacios métricos es
equivalente a su continuidad secuencial, es decir, a que la aplicacion transforme sucesiones convergentes en sucesiones
convergentes. Este criterio es aplicable, por tanto, a cualquier aplicacidn entre dos espacios métricos tales que uno de

ellos (0 ambos) sea C.

9.3 Compacidad

Definicién 9.18. Un conjunto S C C se dice compacto si de todo recubrimiento de S por abiertos de C se puede

extraer un subrecubrimiento finito.
La siguiente caracterizacién de subconjuntos compactos de (R?,d5) es vélida en (C,d).
Teorema 9.19. Sea S C C. Los siguientes enunciados son equivalentes:

(i) S es compacto.
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(ii) Todo subconjunto infinito de puntos de S tiene algiin punto de acumulacion en S.
(iii) Toda sucesion de puntos de S tiene alguna subsucesion convergente a un punto de S.

(iv) S es cerrado y acotado.

A la luz del Teorema 9.19 es obvio que C, al no estar acotado, no es compacto con su topologia usual. En la

seccion 10 estudiaremos un procedimiento para compactificar C.

9.4 Series de nimeros complejos

Definicién 9.20. Dada una sucesion de niimeros complejos {z,};_,, se llama serie de término general z,, y se denota

Yol i2n a la sucesion de sumas parciales {S,};_, cuyos términos se obtienen sumando consecutivamente los de

{antmy: .
Sp=Y z (neN).
=1

Puesto que las series son sucesiones, todos los conceptos y resultados estudiados para sucesiones siguen valiendo
cuando se aplican a series. Asf, que una serie sea convergente significa que existe el limite de la sucesién {S,};_; de

sumas parciales; en tal caso, dicho limite se suele denominar suma de la serie. Simbdlicamente:
[ n
Y z=1imS, =1lim Y z;.
= n—soo n—soo =

Como caso particular de la Proposicion 9.8, la serie ), z, es convergente si, y s6lo si, lo son las series

=) [eS)

®(Ya]=Y® ¢ 3(Ya)-Lo
n=1 n=1 n=1 n=1
La condicién bésica necesaria para la convergencia de una serie es que su término general tienda a cero. En
efecto, si )| z, converge entonces la sucesion z, = ):;le Zj— Z’};ll Zj (n € N, n > 2) es diferencia de dos sucesiones
que convergen al mismo limite, y por lo tanto ella misma converge a cero.

En el caso de las series es ttil definir otro tipo de convergencia:

Definicion 9.21. Se dice que una serie de niimeros complejos Y, z, converge absolutamente si la serie de términos

positivos Y., |z,| es convergente.
Proposicion 9.22. Si una serie de niimeros complejos Y., z, es absolutamente convergente, entonces es convergente.

Demostracion. Para cada n € N, sean S, = Z;le YA, = Z;le |zj|. Supongamos que Yz, es absolutamente
convergente, es decir, que {A,};"_, converge. Entonces esta sucesién es de Cauchy: dado € > 0, existe N € N tal que
sip,g e Nyg> p >N, se verifica que

q

Z 2jl =A,—Ap =144 —A)| <e&.
J=p+1

Luego,

q
1Sq = Spl = lzps1+2pr2t-. . +24| < Z lzjl<e (p,g€N,g>p>N),
j=p+1
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probando que la sucesién {S, };>_; es de Cauchy, o, equivalentemente (Teorema 9.14) , que la serie ., z, converge,

como se pretendia. O

De la Proposicion 9.22 se deduce que los criterios de convergencia para las series de términos positivos permiten
estudiar la convergencia absoluta de una serie de nimeros complejos. Cuando la serie no converge absolutamente
podemos intentar comprobar si verifica la condicién de Cauchy, pero esta comprobacion suele ser complicada. En los
Ejercicios 15 y 16 damos sendos criterios de convergencia absoluta, centrdndonos a continuacién en otros criterios

que proporcionan informacidn sobre la convergencia no absoluta. Comenzamos con un resultado auxiliar.

Lema 9.23 (Férmula de sumacién por partes de Abel). Sean {a,};_ vy {b,};r_, dos sucesiones de niimeros complejos,

ysea A, =Y/i_a; (n € N). Entonces

Ak(bk — bk+1) +Aubni (n S N)

n n
Y awbi =
k=1 =

k=1

Demostracion. Poniendo Ag = 0, podemos escribir:

L

||
M:

(A —Ar1)by = ZAkbk_ZAk 1Dk

~
Il
—_

I
M=

Agby — ZAkbk—H +Aubyy = ZAk(bk —by1) +Anbpyr (nEN).
=1 k=1

o~
Il
_

Teorema 9.24 (Criterio general de Dirichlet). Sean {a,}_ | y {ba};r_, dos sucesiones de niimeros complejos, y

supongamos que:
(i) La serie Y, ay tiene sumas parciales acotadas, es decir, existe M > 0 tal que |a; + ...+ a,| <M (n € N).
(ii) La serie Y |bp — bpt1| es convergente.
(iii) Se cumple que lim,_,.. b, = 0.
Entonces, la serie Y ,._; anb, es convergente.

Demostracion. Sea A, =Y }_, ax (n € N). Puesto que, por (i),
|Aul |bn = bpi1| <M|by—buy1| (nEN),

inferimos de (ii), por el criterio de comparacién, que la serie Y. A,(b, — byy1) converge absolutamente y, por
tanto, es convergente (Proposicién 9.22); es decir, la sucesion {Y}_ Ax(bx — ka)}::l converge. Como, ademads, la
sucesion {A,bn4 1} converge a cero, por ser producto de una sucesién acotada por otra convergente a cero seguin

(1) y (iii), concluimos, en virtud del Lema 9.23, que la serie },_; a,b, es convergente. O

Teorema 9.25 (Criterio general de Abel). Sean {a,};_, vy {bn};_, dos sucesiones de niimeros complejos, y

supongamos que:
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(i) La serie Y, | ay es convergente.
(ii) La serie Y, |bp — bpt1| es convergente.
Entonces, la serie Y ,._, an,b, también es convergente.

Demostracion. La hipétesis (i) afirma que la sucesién {A,};_,, donde A, = Y} _,ar (n € N), es convergente; en
particular, estd acotada por lo que, como en la demostracion del Teorema 9.24, deducimos que

{¥i-1Ak(bx — biy1)},,_, es una sucesién convergente. Ademds, (i) y la Proposicion 9.22 implican que la serie

n=1

{b1 — bpy1}5_, asi que {bni1};_, converge. Como el producto de sucesiones convergentes también lo es

(by — byt1) converge. Pero esta serie es telescOpica y sus sumas parciales se reducen a la sucesion

(Proposicion 9.12), resulta que {A,b,1};_, converge. Finalmente, el Lema 9.23 prueba que Y-, a,b, converge. [

Proposicion 9.26. Si {b,}_, es una sucesion mondtona y acotada de niimeros reales, entonces la serie Y ,,_, |b, —

bu+1| es convergente.

Demostracion. Basta advertir que {b, };>_, converge y que, para cada n € N,
n n
Y bk = b1l = Y, (bx = brs1) = b1 —bay
k=1 k=1
si {b,}7_, es decreciente, mientras que
n n
Y b —bigi| = Y (beyr —bi) = bar1 — by
=1 k=1

si {b,};_, es creciente. O

La Proposicion 9.26 permite particularizar los criterios de Dirichlet y Abel como sigue.

Teorema 9.27 (Criterio particular de Dirichlet). Sean {a,},;_, una sucesion de nimeros complejos, {b,};_, una

sucesion de niimeros reales, y supongamos que:

(i) La serie Y, ay tiene sumas parciales acotadas, es decir, existe M > 0 tal que |a; + ...+ a,| < M.

oo

(if) La sucesion {b,};_, es mondtona y lim, . b, = 0.
Entonces, la serie Y., a,b, converge.

Demostracion. El hecho de que toda sucesion convergente estd acotada nos faculta para aplicar la Proposicion 9.26 y

situarnos en las hipétesis del Teorema 9.24. 0

5] .

Teorema 9.28 (Criterio particular de Abel). Sean {a,};_, una sucesion de niimeros complejos, {b,}'_, una sucesion
de niimeros reales, y supongamos que:
(i) La serie Y, | ay es convergente.

2

(ii) La sucesion {b,};;_, es mondtona y acotada.
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Entonces, la serie Y., a,b, converge.

Demostracion. Es consecuencia directa de la Proposicién 9.26. O

Ejemplo 9.29. Usando el criterio particular de Dirichlet, demostrar que la serie

oo

y sen(nm/2)

n=1 n

converge.

Resolucion. La sucesién {1/n}_, es monétona y converge a cero. Por otra parte, la serie ), sen(nm/2) tiene
sumas parciales acotadas, ya que la sucesion de estas sumas es {1,1,0,0,1,1,...}. El criterio particular de Dirichlet

prueba que la serie dada converge. O

Ejemplo 9.30. Usando el criterio particular de Abel, demostrar que la serie

ind 1
ng’InZ(1+i)”

converge.

oo

Resolucion. La sucesion {1/n?}>_, es mondtona y acotada. Por otra parte, la serie Y7, 1/(1+i)" es una serie
geométrica de razén menor que 1, y por lo tanto converge (cf. Ejercicios 13 y 14(1)). El criterio particular de Abel

prueba que la serie dada también converge. O

10 El plano complejo extendido

El plano complejo con la topologia usual no es compacto, ya que no es acotado (Teorema 9.19). En esta seccién
estudiaremos cémo compactificar C afladiéndole un punto, al que llamaremos punto del infinito y denotaremos oo.
Con esta extensién podremos seguir visualizando geométricamente los puntos de C U {eo} = C...

Sea S? la esfera unidad en R3:
S? = {(x,y1) € R?:x?+y? 1% = 1}.

En ella destacamos el polo norte N = (0,0,1). Identificamos C con el plano OXY que contiene al ecuador de S?.
Por cada punto z € C se traza la recta que lo une a N y que corta a S?> en un tnico P € S?\ {N}. Obtenemos una
correspondencia biyectiva y entre C., y S? sin més que definir y(z) = P (z € C) y w(e0) = N. La correspondencia asf
definida se denomina proyeccion estereogrdfica y justifica la denominacién de esfera de Riemann que recibe el plano
complejo extendido C., (fig. 8).

Analiticamente:

Proposicién 10.1. La proyeccion estereogrdfica  : Co. — S?, definida por

(N

2Rz 23z 7> - 1>

€Cr =P= , ,
g v) (|z|2+1 EE e
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Planc complejo

Figura 8. Proyeccion estereografica.

es una biyeccion cuya inversa w~' : >\ {N} — C satisface

X1 . X2
i .
1—x3 1—x3

(®)

v (x,x0,03) =

Ademds, ¥ es un homeomorfismo de C con su métrica usual sobre S*\ {N} con la topologia heredada de R>.

Demostracion. Sea z = x+iy € C. El punto P = y(z) es la interseccién con S? de la recta que pasa por N y z. Un

vector de direccion de esta recta es (x,y, —1); luego, una ecuacién paramétrica de dicha recta sera:
(x1,x2,x3) = (0,0,1) +A(x,y,—1) = (Ax,Ay, 1 =1) (A €R).

Intersecando con S? obtenemos
1=x}+34+x3 =22 +A% +(1-2)%,

0, equivalentemente,
AP +y +1)—2] =0.
De aqui, o bien A = 0, o bien
2 2

= = . 9
y2 1 |72 +1 ®

El valor A = 0 corresponde a N, de manera que el que proporciona el punto de interseccion es (9). Sustituyéndolo en

la ecuacién paramétrica resulta

2x 2y |z|2—1)_<29tz 237 |z|2—1>

P= = y) =
Vi =ylrtd) (|z|2+1’|z|2+1’|z|2+1 P+ P+ P+

Por consideraciones geométricas, es claro que Y es biyectiva, y por lo tanto admite inversa. Supongamos que
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P = (x1,%2,x3) € S?\ {N}, y que z=x+iy € C satisface z = y~!(P). Existe u € R tal que

X1 = Ux, xp= MUy, X3:1—‘u.

Eliminando u entre estas ecuaciones obtenemos:

X1 . X2

I[/fl(xl,xz,xg) =x+iy= ((xl,XQ,X3) 75 (0,0, 1)) .

i
1—x3 1—x3
A continuacién queremos ver que tanto y : C — S?\ {N} como y~! : §?\\ {N} — C son continuas.

Para probar la continuidad de y, basta establecer su continuidad secuencial. Supongamos que z, = a, +ib, € C

(n € N) son tales que z, — z = a+ib en C, cuando n — oo. Entonces a, — a'y b, — b en R, cuando n — . Por tanto,

, 2ay, 2a , 2b, 2b _a@a+bh2—-1 a+bhr -1
lim = , lim = , lim = .
noeaz+bi4+1  a?4+b2+1" noeaz+bi+1  a>+b*+ 1" nswa2+bi+1  a?>+b>+1

Consecuentemente, lim,, ;. W(z,) = Y(z), probando que y es continua.
Ahora demostraremos la continuidad de w~'. Sea {(7n,s,,)}>, una sucesién de puntos de S?\ {N} que
converge a (r,5,¢) € S*\ {N} en la topologia heredada de R®. Entonces r,, = r, 5, — sy t, — ¢ cuando n — o, en la

topologia de R. Por consiguiente,

) n r ) Sn s
lim =——, lim ;
n—eo ]l —t, 11—t noeel—f, 1—t

es decir, lim,, oo Y~ (74, 80,1,) = W1 (1,5,¢), como queriamos demostrar. O

Aprovechamos ahora la biyectividad de y para transferir a C., la topologfa de S?>. Denotemos por d3 la métrica

euclidea de R3:

ds ((x1,%2,%3), (1,52,53)) = \/(Xl —y1)2+ (2= y2)2 + (3 —y3)?  ((x1,x2,x3), (v1,02,53) €RY).

Definiciéon 10.2. Si z,w € C., se define la distancia cordal entre z y w, X (z,w), como la distancia entre las respectivas

proyecciones estereogrdficas:
X(Za W) =d3 (W(Z)v W(W)) :

Nétese que la distancia cordal mide cuerdas en la esfera, lo que justifica su denominacion.

Claramente, Y es una métrica en C... Ademads, y(z,w) <2 (z,w € C), pues el didmetro de S? bajo d3 es 2; por
esta razon, la restriccion de y a C no puede coincidir con la distancia euclidea de C, que no estd acotada. Aunque
ambas distancias no son métricamente equivalentes sobre C, lo son topolégicamente, como se verd en el Teorema
10.4.

Proposicion 10.3. La distancia cordal de C., viene dada por:

2|z—w|

VI+[PVT+ w2
X(Z’W): # ZECaW:oo

V1+[Z?

0, Z=Ww =o0.

z,weC
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Demostracion. Pongamos z = x +iy,w = u+iv € C, de modo que
@ < 2x 2y yz|2—1> ( )
<) = ) ) = (X1,X2, X
v 2P+ 1 22 +1 22+ 1 b

(W) 2u v w]P—1 ( )
w) = —
Y WP U WP U w21~ )

con x%—kx%—kx% :y%—i-y%—ky% = 1. Ahora,

1 (zw) =di (W(2), y(w) = (x1 —y1)> + (x2 —y2)* + (x3 — y3)*
= (¥ — 20131 +37) + (43 — 2x2y2 +33) + (43 — 2x3y3 +33) = 2(1 —x1y1 —X2y2 — X33)
dxu 4yy (2P = 1D)(Jw]*—1)

=211- (Jz2 +1D)(Iw>+1) - 2+ D(wP+1) - (P D (WP D)

— ey [P DO+ 1) 4=y = = 1 (P = 1)
4

e ]
4

R

Tomando raices cuadradas positivas:
2|lz—w|

x(Z7W) - :
VIeP+ 1/ [P +1
Similarmente, para z =x+iy € Cy w = oo, con W(z) = (x1,x2,x3) € S*\ {N} y w(e0) = (0,0,1):

xz(sz) = d’j% (W(Z)7 W(oo)) =d3 ((]C],XZ,]C3), (0707 1))
=2+ (1) =P+ 2+ 2+ 1=2(1—x3)

2

—1 4

:2<1—‘Z‘ >: ;
ZP+1) P+

luego,
2
Vg +1
Esto completa la demostracion. 0

Teorema 10.4. Se verifican los siguientes enunciados:
(i) El espacio métrico (Cw, ) es compacto.
(ii) Las métricas cordal y euclidea inducen la misma topologia en C.
(iii) Los conjuntos {eo} U{z: |z| > r} (r > 0) constituyen una base local de > en (Ce, ).
Demostracion.

(i) S? es cerrado y acotado, por tanto compacto, en R®. Ya que w~! es una isometria (luego, un homeomorfismo)

de (S?,d3) en (C.., x), este espacio es también compacto.
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(ii) Hemos de probar que la identidad id : (C,d) — (C.,%) es un homeomorfismo de C en C; pero esto es
consecuencia inmediata de la Definicién 10.2 y la Proposicién 10.1. En efecto, sean {z,};;_, CCyze C. Si
lzo — 2z — 0 cuando n — oo  entonces, ya que la funcibn W es continua,
x (id(z,),1d(2)) = x(zn,2) = d3(¥(z4), ¥(z)) — 0 cuando n — oo, probando que la funcién id es asimismo
continua. Reciprocamente, por la continuidad de ¥~ !, si ¥ (z4,2) = d5(¥(zx), ¥(z)) — O cuando n — oo,
entonces |id ! (z,) —id'(z)| = |za —z| = |w ' o w(z,) — ¥ ' o y(z)| = 0 cuando n — oo, lo que establece la

continuidad de la funcién id~! sobre C.

(iii) Recordemos que, en un espacio métrico, la coleccion de discos abiertos centrados en un punto constituye una
base local o base de entornos en ese punto. Si R > 2, {z € C : x(o0,z) <R} = C.. Si R =2, entonces z € C
es tal que x(e°,z) <2 =R si, y solo si, |z] > 0 6, equivalentemente, existe » > 0 tal que |z| >r. SI0 <R <2,

[ 4

Para z € C, se tiene que ¥ (z,%0) < R si, y s6lo si,

pongamos

z| > r, probando (iii).

U
11 Ejercicios resueltos
1. Demostrar que |z +w|? = |z]> +2R(zw) + |w|? (z,w € C).
Resolucion. Para z,w € C, podemos escribir:
24wl = (z+w)(ZFw) = (z+w)(Z+W)
= 4+ 2w+ wi+wiv = |22 + 2 + 2w + |w]?
= |2[* + 2R (zw) + |w*.
O

2. Calcular las partes real e imaginaria de ﬁ, siendo z =x+iy € C\ {i,—i}.
Z

Resolucion. Se tiene:
z Z(1+22) +7

1+2  (1+2)(1+22) [1+2F

Como

2= (x+iy)3 =x3 +i3x2y — 3xy? — iy3 = (x3 = 3xy?) +i(3x2y —y3) = (x3 — 3xy2) — i(3x2y — y3)

T+2P =2 2R+ 1= (P +y2) 2207 =) + 1 =x* +y 4 237 + 207 = 2y* + 1,
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resulta que
Z (=307 i+ 3%y — )

1+22 x4 2022 4202 — 22 + 1

I

de donde

R Z B x+x° —3xy? 3 z _ Y432y =y’
1+22) A4y +2x22 4232 -2y +1° 1+22) A4y 4222 +2x2 292417

0
2 . . 3
. Calcular 2+i3)(1L+iV3) .
V5+iV3
Resolucion. Puesto que
24iV5|=v4+5=3, [1+iV3P=1+3)2=2°=8, |V5+iV3|=V5+3=v8=2V2,
se verifica:
Q+iV3)(1+iV3)} | 2+iV5[[1+iV3P 3-8 12 5
V5+iV3 V5 +iV3| V2 V2 '
0
. ) 2z—1
. Hallar los nimeros complejos z tales que w = — es:
24z

(i) real,

(ii) imaginario puro.
Resolucion. Antes que nada, debemos excluir el valor z = 2i, que anula al denominador de w. Ahora, si z = x+ iy,
escribimos:

2z—i (2z-i)(2—1i2)

YToaviz T 2P
_ 47—7—2(|z]*+1) (10)
|2+ iz|?
3x —i(2x% +2y* — 5y +2)
- 2+ iz|? ()

(i) Para que w € R, debemos imponer que 3w = 0. Usando (10), la condicion es que se tenga

4 1
—(z-2)—=@EF—2)-2(|zP+1)=0;
5; (@2 = 5;(E=2) = 2(]" + 1)
equivalentemente,
5
“(z=2)-2(]zf+1)=0
5;(@=2) = 2(]2F + 1)
o bien

5i 5i
Iz)* + i giri=0
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De acuerdo con la Proposicion 6.9, z describe una circunferencia de centro 5i/4 y radio

sif __ . [B5_ 3
4 S Vie 4

cuya ecuacion también podemos expresar en la forma

5
T

3

1

Alternativamente, usando (11) la condicién es que 2x* +2y*> — 5y +2 = 0, o bien

5
ﬁ+19—§y+1:0

Completando cuadrados en esta expresion resulta

ey Sy B 9
Y4) T16 T 16

que es la ecuacion de una circunferencia de centro (0,5/4) y radio 3 /4.

El valor z = 2i pertenece a esta circunferencia y, como indicamos al principio de la resolucion, ha de ser

excluido: z # 2i.

(ii) Para que w sea imaginario puro, imponemos que Rw = 0; atendiendo a (11), debemos tener 3x = 0, o bien

x = 0. En notacién compleja, los z buscados son los que satisfacen las condiciones
7472=0 y z#2i,

0, mds resumidamente, z € iR\ {2i}.

5. Encontrar todos los z € C tales que w =

(i) es real;

(ii) tiene médulo 1.

Demostracion. Para 7 # —1 — i, podemos escribir:

Cz—1—i  (z—1-)E+1-i) |ZP+z—iz—z—14i—iz—i—1

. _ _
i+ e+ 1+iP? et 1+
P2 —ie+2) -2 [z —2+2i(3z—Re)
lz+1+i|? lz+1+if?

(i) Imponiendo que Sw =0:
[z—Rz=0,

o bien, si z =x+1iy,
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Esta ecuacion corresponde a la bisectriz del primer-tercer cuadrantes, de la que debemos excluir el punto

(—1,—1), identificable con z = —1 —i.

(ii) Imponiendo que |w| = 1:

lz—1—i|=|z+ 141,

de donde
2 = 2R[(1 — )] +2 = |22 + 29[z (1 — i) +2;

se infiere que

R[z(1—-1)] =0.
Haciendo aqui z = x + iy desembocamos en la ecuacién
R[(x+y) +ily—x)] =0,
es decir:
y=—_4X,

correspondiente a la bisectriz del segundo-cuarto cuadrantes.

6. Expresar los siguientes complejos en sus formas trigonométrica, exponencial y polar:

(i) =141

—V3+i,

@) —

1
(lll) Tl\ﬁ

Resolucion.

(i) Se tiene que | — 14 i| = v/2; ademds,

1
V2cos® = —1 implica cos@ = 7

1
V2sen6 =1 implica senf = —.

V2
Se desprende que 6 = 37 /4 = Arg(—1+i). Consecuentemente:
3n 3n
—14i =2 (cos T +isen 4) (forma trigonométrica),
= \/2e37/4 (forma exponencial),

=23, /4 (forma polar).
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(if) Se tiene que | —+v/3+i| =2y |1 +i| = v/2. Por una parte,

3
2cos0 = —+/3 implica cos® = — \/,
N 1
2senf =1 implica senf = 5
Se desprende que 6 = 57/6 = Arg(—+/3 +1i). Andlogamente,
L 1
V2cos¢ =1 implica cos¢ = >
1
V2sen¢ =1 implica sen¢ = ok

Se desprende que ¢ = 7t/4 = Arg(1+i). En consecuencia, un argumento de (—+/3 +i)/(14i) es

S m Ixm
0—¢p=———=—.
¢ 6 4 12
Concluimos que
—V3+i 7 7
I/—iii—H =2 (cos I—Z +isen 1;) (forma trigonométrica),
= \/2e/77/12 (forma exponencial),
=127y /12 (forma polar).
(iii) Se tiene que | — 1 +iv/3| = 2; ademds,
1
2cos0 =—1 implica cos@ = ——

)

3
2sen® =+/3 implica senf = \2[

Se desprende que 8 = 27/3 = Arg(—1+iv/3). Consecuentemente:

1 1 21 . 2% -1 2T . 21 ) L.
—— =27 |cos| —— | +isen| —— || =2 cOos — —isen (forma trigonométrica),
—1+iV3 3 3 3

— 2—le—i27'c/3

(O8]

(forma exponencial),
-1

=2 053 (forma polar).

7. Hallar los z € C tales que w = satisface:

(i) Argw =m/2;
(ii) Argw = —m/2.

Resolucion. En primer lugar, observamos que debemos excluir el valor z = 2, el cual anula al denominador: z # 2
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Por otra parte, se cumple que Argw = /2 6 Argw = —7/2 si, y s6lo si, w # 0 es imaginario puro. Por tanto, las
siguientes condiciones a imponer son que z # 1/2 y Rw = 0. Hecho esto, se tendra (i) 6 (ii) segin que 3w > 06

Sw < 0, respectivamente.

Escribamos z = x+iy. Se verifica:

C2z-1 (2z-1)(z-2) 2|z} —4z—z+2
z—2 |z —2/? lz—2/?

La condicién Rw = 0 se traduce en 2x* +2y> — 5x+2 = 0, o bien
5
X4y — S +1=0.

Completando cuadrados obtenemos la ecuacién de la circunferencia de centro (5/4,0) y radio 3/4:

5\* , 25 9
—— =——1l=—.
( 4) BRI 16
Por otra parte, 3w = —3y. Consecuentemente, se tendra (i) si y < 0; por tanto, el lugar geométrico de los z € C
que satisfacen (i) es la semicircunferencia inferior de centro (5/4,0) y radio 3/4, excluyendo los puntos de ésta
situados sobre el eje real. Y se tendra (ii) si y > 0; por tanto, el lugar geométrico de los z € C que satisfacen (ii) es
la semicircunferencia superior de centro (5/4,0) y radio 3/4, excluyendo, de nuevo, los puntos de esta

semicircunferencia situados sobre el eje real. Concretamente, quedan excluidos los puntos z =1/2y z =2, que ya

habiamos descartado. O

. Probar:
24w+ z—wlF=2(]zP +|w]*) (z,weC).

Esta identidad se conoce como ley del paralelogramo. Justificar geométricamente tal denominacion.

Resolucion. Fijados z,w € C, en virtud del Ejercicio 1 podemos escribir:
2w+ e = wl* = [Jo* +2R(@w) + [w]*] + [|2]> — 2R (W) + w[*] =2 (jz* + [w]?) -

La denominacién de ley del paralelogramo proviene de la siguiente interpretacion geométrica: la suma de los
cuadrados de las longitudes de las diagonales de un paralelogramo es igual al doble de la suma de los cuadrados

de las longitudes de sus lados. O

. Demostrar la desigualdad:

1
2wl 2 5 (lz] +[wl)

é|+|3|‘ (z,w € C\ {0}).

Resolucion. En efecto, dados z,w € C\ {0} se tiene:

z 0w lzZlw  |wlz
(le+mwh) | =+—= )| =+ —+—+w

(Il +] r>\z+w1
d+w) |5+ =
E ERaT W T

[wl




11 EJERCICIOS RESUELTOS e I. MARRERO (OCW-ULL 2020) 41

2 2 _
Z"w—H (w|°z w(z+w
S|z+w\+—“ | ki ‘:\z+w|+7‘ (&4 w)|
lzw] |zw|
w||z+w
=|z+w\+wz2!z+wl.
|zw]

10. Probar que z € C es real o imaginario puro si, y sélo si, z2 = z2.

11.

2 2 2

Resolucion. Si z = 0 entonces z € RN (iR) y cumple que z2 = 7. Si z # 0, se tiene que z° = 7% si, y sélo si,

e 2% = ¢2% donde O es un argumento de z. Pero esto ocurre si, y sélo si, —20 = 20 + 2kn (k € Z) o,
equivalentemente, 0 = kmr/2 (k € Z). Como k es par si, y s6lo si, z estd sobre el eje real, mientras que k es impar

si, y sélo si, z es imaginario puro, el ejercicio queda resuelto. O

(i) Esbozar graficamente el conjunto A de los puntos z € C que satisfacen la desigualdad indicada en cada caso,

especificando si A es: abierto; cerrado; acotado; conexo; compacto; un dominio.

lz—i| > 1,
(f) 1<|z—1—i]<2.

(ii) Un punto a € C es un punto frontera de un conjunto S C C si para todo r > 0 se tiene que D(a,r) NS # 0
y D(a,r)N(C\ S) # 0. El conjunto de los puntos frontera de S se llama frontera de S, y se denota dS.
Por ejemplo, ya vimos al comienzo de la seccién 9 que dD(a,r) = C(a,r). {Cudles son las fronteras de los

conjuntos considerados en (i)?
Resolucion.
(i) Todos los conjuntos, excepto (f) son abiertos. Ninguno de ellos es cerrado ni, por tanto, compacto (Teorema

9.19). Unicamente (f) es acotado. Todos, salvo (d), son conexos. No son dominios (d) ni (f) (Definicién 9.4).
Véase la fig. 9.

(ii) Las fronteras de estos conjuntos vienen dados por los z € C que satisfacen:

(a) Rz=—1;

(b) 3z=3;

(¢) Rz=36Rz=75;

(d) 3z==ERz

(e) lz—i[ =1

(f) lz=1—i|=16|z—1—i]=2.
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5 E L] 4 Y | |
: 1 2 - 1 I
| . ‘ P
R [ [ 3 I |
1 | |
12 3 2 | |
| - i i
11 1 1 | |
] | |
—5—-4-3-21 1 2 3 4 5z 5-4-3-2-1| 1 2 3 4 b —5—4-3-2-1 1 2 3 4 §z
1 -1 1 I |
2 -2 2 P
13 -3 -3 } }
s -4 =l
: 5 ] -5 : 1
(@ (b) ©
N Ay Pl y 4y
s 5 P B 5
\ . . .
. y y . |
» 2 ’4’ 2. ,12 \‘
s | e "y > f) .
5 , . N .
—5—4—:!—2—1/\\1 2 345 _5_4_3_2_1] 1 2 3 4 52 5 —4—3 -2 ll“ 1 273 4 5a
,,‘, 2 h _a 2
) ’ -3 . _1 -3
Yy —4 —4 —4
,// —5 h —5 —5
() © ®
Figura 9. Ejercicio 11(i).
12. Describir el conjunto sombreado de la fig. 10 usando Argz y una desigualdad conveniente.
Resolucion. Se trata del conjunto de los z € C tales que | Argz| < 2m/3. O

13. Se considera la serie geométrica

Demostrar que:

(i) Esta serie es convergente si, y solo si, |z| < 1.

A Qs 1
(i) Siconverge, susumaes S = ——.
—Z
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Resolucién. El término n-ésimo de la serie es u, = z"~! (n € N). Si |z| > 1, también |u,| = |z]""' > 1 (n € N); es
decir, {u, },_, no tiende a cero, lo cual implica que la serie no es convergente.

Sea |z| < 1. La n-ésima suma parcial de la serie es:

M

Sy=1+z+22+...+72" = =,

(neN);
para comprobarlo, basta advertir que

(1-2)Sy=(1—2)(A4z+2+...+"Y)
=(1+z4+22 4. AN~ +2+... 4+

=1-7" (neN).
Ahora, |Z"| = |z|" — 0 cuando n — e. Por tanto,
1-7" 1
S=limS, = lim —~ = —
n—oo n—oo | —z 1—z
Quedan, pues, demostrados los apartados (i) y (ii). ]

14. Hallar la suma de las series:

1 .
(140"

)

Resolucion. Nos apoyaremos en el Ejercicio 13.

(i)

(i)

\ZMS HMS

(i) Se trata de una serie geométrica de razén 1/(1+ i), con |1/(1+i)| = 1/4/2 < 1; por tanto, es convergente y

su suma vale

i 1 1 4
= =1-—1.
4y -1+

(ii) Usando el dlgebra de series y el apartado precedente:

oo i 5 _oo 1 > i . . . .

oo

15. Probar el criterio del cociente: sea Z u una serie compleja. Supongamos que iy /uy,| tiene limite L. Entonces:
n=1

(i) siL < 1, la serie converge absolutamente;
(ii) si L > 1, la serie no converge;

(iif) si L =1, el criterio no es concluyente.



44 APUNTES DE VARIABLE COMPLEJA ¢ TEMA 1: EL SISTEMA DE LOS NUMEROS COMPLEJOS

Resolucion.

(i) Sea L < 1,y consideremos un nimero r tal que L < r < 1. Por definicion de limite, para n suficientemente
grande se verifica que |u,11/u,| < r. Puesto que suprimir un ndimero finito de términos de la serie no altera

su carécter, podemos suponer que se verifica |u,/u,| < r para todo n € N. Tenemos, pues:

Un Up—1| |Un—2 u

ur| < w1 (nEN, n>2).

|tn| =

Up—1| |Upn—2]| |Un-3

Como r < 1, la serie de término general |u;|r"~! es convergente (cf. Ejercicio 13). Por el criterio de

comparacién para series de términos positivos, la serie de término general |u,| es convergente.

(ii) SiL > 1 entonces, para n suficientemente grande, se verifica |u,1/u,| > 1 0, equivalentemente, |u, 11| > |un|;
luego, el término general u, no tiende a cero, y como consecuencia la serie no converge.
(iif) Consideremos las series armoénicas reales (por tanto, complejas):
| =1
-, —. (12)
n=1" n=1"
Para la primera serie tenemos
. Un+1 . n
L=lim |——=| = lim =1,
n—eo | U, n—oopp+ 1
y para la segunda
2 2
. Up+1 n . n
L=lim |22 = im-——-— =lim —>———=1
n—eo | Uy, n—e (n4+1)2  n=en?+42n+1

En ambos casos, L = 1. Sabemos, por la teoria de series reales, que la primera diverge y la segunda converge.

Esto demuestra que cuando L = 1, el criterio del cociente no decide sobre el carécter de la serie.

16. Probar el criterio de la raiz: sea Z u, una serie compleja. Supongamos que {{/|u,|};_, tiene limite L. Entonces:
n=1

(i) siL < 1, la serie converge absolutamente;
(i) siL> 1, la serie no converge;

(iii) si L =1, el criterio no es concluyente.
Resolucion.

(i) Supongamos que L < 1y consideremos un nimero r tal que L < r < 1. Por definicién de limite, para n
suficientemente grande se verifica {/|u,| < r, 6, de forma equivalente, |u,| < r". Como la serie de término

general 7" es convergente (cf. Ejercicio 13), se deduce que la serie de término general |u,| es convergente.

(ii) Si L > 1, por definicién de limite se verifica, para n suficientemente grande, que </|u,| > 1 o, de forma

equivalente, |u,| > 1, asf que {u,};;_, no tiende a cero. Luego, la serie correspondiente no converge.
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(iif) Consideremos, de nuevo, las series (12). Para la primera de ellas tenemos

1" 1
L = lim y/|u,| = lim () = lim =1,
n—oo n—oeo \ N

y para la segunda

. N\ 1\2 /. 1\?
L= lim '“n'z,}ﬂ(nz) :Jﬂo(W) :QEEW) =1

En ambos casos L = 1, pero, como sabemos, la primera serie es divergente y la segunda convergente. Por

tanto, si L = 1 el criterio de la raiz no permite concluir nada sobre el caricter de la serie.

17. Estudiar la convergencia absoluta de las series:

Resolucion.

(i) Usando el criterio del cociente:

L= fim || = g [ D)2 ] ‘ - ’ il _v2
n—eo | U, n—yoo 2n+l (I+i)"n| noe n 2 2
Por tanto, la serie es absolutamente convergente.
(ii) Usando el criterio de la raiz:
1 1

L:’}g{}o |un|:r}g£lo (|Z_2|n)l/n: ‘2—2‘7
con 1/|z—2| < 1si,ys6losi, |z—2| > 1. Asi pues, si |z—2| > 1 la serie es absolutamente convergente, y si
|z— 2| < 1 no converge. Cuando |z —2| = 1 el criterio no es concluyente, pero, segtin el Ejercicio 13, la serie

tampoco converge.

18. Describir las imdgenes por la proyeccion estereogrifica del disco unidad abierto de C, del exterior de este disco, y

de la circunferencia unidad.

Resolucion. Geométricamente es claro que el disco unidad abierto de C, D = {z € C: |z| < 1}, se corresponde con
el hemisferio sur de S?, x3 < 0, y que el exterior de D, {z € C : |z| > 1}, se corresponde con el hemisferio norte de

S2, x3 > 0, mientras que la circunferencia unidad de C, T = {z € C: |z| = 1}, se corresponde con el ecuador de S?,
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x3 = 0. La férmula (7) refleja analiticamente estos hechos:

_ Pt

B e 13
P+ 1 (13)

X3

19. Demostrar que, bajo la proyeccién estereografica, las rectas de C se transforman en circunferencias sobre S? que
pasan por el polo norte, mientras que las circunferencias de C se transforman en circunferencias sobre S? que
no pasan por el polo norte. Inversamente, probar que las circunferencias sobre S se transforman en rectas y

circunferencias de C segin pasen o no por el polo norte, respectivamente.

Resolucion. Estas transformaciones resultan evidentes a partir de la construccién geométrica. A continuacion

resolveremos el ejercicio analiticamente.

Probamos, en primer lugar, que una recta en el plano se transforma en una circunferencia sobre la esfera que pasa

por el polo norte. Una recta en C estd definida por la ecuacion
ax+by =c,

con a,b no simultdneamente nulos. Segtn (8), estos puntos se corresponden con el conjunto de puntos de la esfera

definido por la ecuacién
axy bxy

=c (x3#1),

1 — X3 1 — X3
o bien

axi| +bx, 4+ cx3 = c,

los cuales estan contenidos en la interseccién de un plano con la esfera, es decir, describen una circunferencia.

Puesto que y(eo) = (0,0, 1) también satisface dicha ecuacion, esta circunferencia pasa por el polo norte.

Estableceremos ahora que una circunferencia en C se transforma en una circunferencia sobre la esfera que no pasa

por el polo norte. Una circunferencia en el plano esta representada por la ecuacion
2, .2 _
x4y +ax+by+c=0.

Haciendo z = x+ iy en (13) vemos que se tiene

1+x
x2—|-y2— 3

(x3 #1).

_1—X3

De aqui y de (8) sigue que la imagen de la circunferencia en la esfera estd definida por los puntos (x1,x2,x3) que

satisfacen las siguientes ecuaciones:

14+x3 axy bxy

=0
l—x3 1—x3 1—x3 te=0,

1+x34ax; +bxy+c(1—x3) =0,

ax;+bx,+ (1—c)xs+(1+¢) =0.
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20.

Se concluye que tales puntos estdn contenidos en un plano, y por lo tanto describen una circunferencia sobre la

esfera, que, obviamente, no pasa por el polo norte.

Para finalizar, probamos que una circunferencia en la esfera se transforma en una recta o una circunferencia en el
plano. Una circunferencia en S? es la interseccién de un plano con la esfera, por lo que sus puntos satisfacen una
ecuacién de la forma

ax)+bxy +cx3 =d, (14)

o, atendiendo a (7),
a(z+z)  b(z—z2)  c(z>=1)

lzZ24+1  i(Jz)2+1) lz]2+1

equivalentemente,
a(z+7) —ib(z—7) +c(|z]* — 1) —d(|z]* +1) = 0.

Agrupando los términos en |z|2, z y Z, resulta la ecuacién
(c—d)|z|* + (a—ib)z+ (a+ib)Z—c—d =0,

que corresponde a una recta o una circunferencia segin que ¢ = d 6 ¢ # d, respectivamente (Proposicion 6.9).
Sigue de (14) que la circunferencia de partida pasa por el polo norte de S si, y s6lo si, ¢ = d, es decir si, y sélo si,

su imagen es una recta de C. U

Sea {z,}7_, una sucesi6én de nimeros complejos. Demostrar que lim,, e ¥ (2,,90) = 0si, y s6lo si, {z, };r_, diverge.

Resolucion. Basta observar que, por el Teorema 10.4(iii), lim,_e X (24,°0) = O si, y sélo si, dado r > 0, existe

N e Ntalque n € Nyn> N implican |z,| > r. O
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