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1 Introduccion

Ya quedé dicho que el plano complejo C es isomorfo al plano euclideo real bidimensional R?. A la hora de definir
una funcién sobre C, cabria pensar que ésta es, igualmente, indistinguible de una funcién de dos variables reales. Pero
esto no es del todo cierto, en general, y la razén estriba en que f(z) es también funcién de la tnica variable compleja
z. Asf pues, de algtin modo, una funcién compleja se encuentra a medio camino entre las funciones de una variable
real y las de dos variables reales, lo cual permite definir para las funciones complejas conceptos que no cabe definir
para funciones de dos variables reales, como ocurre con el de derivada.

Comenzamos advirtiendo que no es posible dibujar la grafica de una funcién compleja como veniamos haciéndolo
con las funciones estudiadas en célculo elemental, lo que nos motiva a considerarlas como transformaciones (seccion
2). A continuacion estudiamos los conceptos de limite y continuidad de una funcién compleja, que tienen propiedades
similares a los correspondientes a funciones definidas en R?, y definimos qué se entiende por rama de una funcién
multivaluada (seccién 3). La derivada compleja, que se introduce en la seccién 4, es un concepto fundamental dentro
de la teoria de funciones de variable compleja. Aunque su definicién es formalmente andloga a la de derivada de
una funcién de variable real, el hecho de tomar el limite en C hace que las condiciones bajo las cuales existe esta
derivada sean més fuertes que en el caso real. Las funciones complejas que son derivables en todos los puntos de un
abierto  C C se dicen holomorfas en Q y se comportan mejor que las funciones derivables reales. En esta seccion
también se introducen las funciones de dos variables reales que satisfacen la ecuacién de Laplace en R?, llamadas
armonicas, y se discute la relacion existente entre éstas y las funciones holomorfas. En la seccién 5 se estudia
el comportamiento y las propiedades de las sucesiones y series de funciones complejas. Dentro de las sucesiones
funcionales tienen especial interés las series de potencias, las cuales definen, en su circulo de convergencia, funciones
complejas con muy buenas propiedades de regularidad, llamadas funciones analiticas; veremos en el siguiente tema
que, de hecho, los conceptos de holomorfia y analiticidad son equivalentes. Concluimos definiendo las funciones
complejas elementales (exponencial, logaritmo, potencial, trigonométricas) como extensiones de las correspondientes

reales y estableciendo algunas de sus propiedades.

2 Funciones complejas de variable compleja

2.1 Funciones complejas de variable compleja

Definicion 2.1. Una funcién compleja de variable compleja o, mds brevemente, una funciéon compleja es una

aplicacion f : S C C — C. Llamamos dominio de f al mayor conjunto S donde f estd definida.

Observacion 2.2. El término «dominio» se emplea aqui en sentido conjuntista y no topoldgico; es decir, no se exige,

en principio, que S sea abierto y conexo.

Ejemplo 2.3. Son funciones complejas de variable compleja las siguientes: f(z) = az+b (a,b € C), f(z) = 2%,

f(z) =z* — 1, todas ellas definidas para z € S = C. También lo es la funcion f(z) = 1/z, con dominio S = C\ {0}.

Con frecuencia resulta til estudiar f : § C C — C en términos de las funciones reales de variable compleja R f
e 3 f, definidas punto a punto: (Rf)(z) = R[f(2)], (3f)(z) = 3[f(z)] (z € S). También podemos pensar en Rf e

3 f como funciones reales de dos variables reales: si f(z) = u(z) +iv(z) y z = x+iy, entonces (Rf)(z) = u(x,y) e

(3/)(z) =v(x,y) (z=(x,y) € SCR?).
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Ejemplo 2.4. Sea f(z) = z* (z € C), con z = x+iy. Se tiene: (Rf)(z) = u(x,y) = x> —y?, (3£)(z) = v(x,y) = 2xy
(Z = (x,y) € Rz).

2.2 Las funciones como transformaciones

Una funcién compleja de variable compleja es, en esencia, una funcién de R? en R?, asf que no es posible trazar su
gréfica de la manera habitual (jnecesitarfamos cuatro dimensiones!). Lo que haremos serd considerar w = f(z) como
una transformacién de algin dominio S del z-plano complejo en otro f(S) del w-plano complejo, y representar de
forma independiente los conjuntos S'y f(S). Nos planteamos el problema de ver en qué se transforman en el w-plano

los objetos geométricos del z-plano, tales como rectas, circunferencias, etc.

Ejemplo 2.5. Sea f(z) = az+ b, donde a # 0 y b son ambos complejos. Poniendo a = |ale’® encontramos que
2(2) = az = |a|e'®z es una rotacion centrada en el origen de dngulo 8y, seguida de una homotecia de razén |a|. Por
otra parte, h(z) = z+ b es una traslacion. Por tanto, f = ho g se compone de una rotacion, una homotecia y una

traslacion.

Ejemplo 2.6. Sea n € N. Queremos estudiar el comportamiento de w = 7" sobre circunferencias centradas en el

origen y sobre los rayos que parten de él.

Pongamos 7z = re®, rp >0 —m < 0 <m Entonces w=7"= rgeine, asi que la aplicacion transforma

circunferencias de centro en el origen y radio ry en circunferencias con el mismo centro y radio ry, recorridas n
veces.

%, 0 < r < oo, entonces w = 7" = r'e%. La aplicacion transforma un rayo saliente del

Por otra parte, si z = re
origen que forma un dngulo 6y con el semieje OX positivo, en otro rayo que sale del origen y forma con dicho semieje

un dngulo ny.

Ejemplo 2.7. Demostrar que |
-z
14z

transforma el disco unidad D en el semiplano derecho H = {w € C: Rw > 0}.

f(2)

Resolucion. Sea |z| < 1. Haciendo

-z (1-z)(1+2) l—lz\z_ ; 3z
14z |1+2)? [T+z2 7142

encontramos que Rw = (1 — [z|?)/|1+2z|*> > 0, de donde w € H.
Reciprocamente, sea w € H. El complejo z = (1 —w)/(1+w) verifica que w = (1 —z)/(1 +z). Afirmamos que

z € D. De lo contrario, |1 —w| > |1 +w

, 0, elevando al cuadrado,
1—2Rw+|w|> > 1+ 2%Rw + |w|>.

De aqui se deduce que Rw < 0, asi que w ¢ H. O

Ejemplo 2.8. Determinar la imagen de {z € C: 1 < Rz <2} por la funcion f(z) = 2>
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- -5

(@) {zeC: 1 <Rz <2} (b) Tmagen de {z € C: 1< Rz <2} por f(z) =22

Figura 1. La funcién compleja f(z) = z*> como transformacién.

2

Resolucién. Pongamos z = x +iy. Entonces f(z) = w = u+iv, donde u = u(x,y) = x> —y* y v = v(x,y) = 2xy.

Particularizando Rz = xp, 1 < xp <2, setendrd y =v/2xp y

2"2

U=xy——,
4x
0

que es una pardbola en el w-plano OUV. Por ejemplo, la recta xo = 1 pasa a ser u = 1 —v? /4, y la recta xo = 2 se

convierte en u = 4 —v2/16. Véase la fig. 1. O

3 Limites y continuidad

Recordemos que, dado Q C C, Q' denota el conjunto de los puntos de acumulacién de Q.

3.1 Limites

Definicion 3.1. Sean f: QCC— Cyac Q. Sedice que L € C es el limite de f(z) cuando z tiende a a, y se escribe
lim,_, f(z) = L, si para todo € > 0, existe § > 0 tal que z € Qy 0 < |z—a| < & implican |f(z) —L| < €.

Nétese que si existe el limite de una funcién compleja en un punto, entonces es tnico. En efecto, supongamos
que lim,_,, f(z) =Ly y lim,_,, f(z) = L,. Dado € > 0, sea § > 0 lo suficientemente pequefio como para que z € Q 'y
0 < |z—a| < 0 impliquen |f(z) —Li| < €/2y |f(z) —L2| < €/2. Fijado z9 € Q con 0 < |z9 —a| < &, podemos escribir

|Li — Ly| < |L1 — f(20)| + | f(z0) — L2| < €,

y basta hacer € — 0 para concluir que L; = L.
Por otra parte, para que exista lim__,, f(z) = L, se requiere que f(z) se aproxime al mismo nimero complejo L
con independencia de la forma en que z se aproxime a a. Dicho de otra manera: si f se aproxima a dos nimeros

complejos L; # L, cuando z tiende a a siguiendo dos caminos diferentes, entonces lim,_,, f(z) no existe.
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Ejemplo 3.2. Probar, usando la definicion, que lim,_,;(2+1i)z =1+ 3i.

Resolucion. Debe ocurrir que para todo € > 0, exista § > 0 tal que |(2+i)z— (1 +3i)| <esi0<|z—(1+1i)| < 0.

En efecto:
. . . 143i 1+30)(2—i
Q4+ (1430 = [4il |o— 23] = 5[~ 1F30Q =D
241 3
243)+i(—14+6
= x@’z—( ki )+51( i )':\fs\z—(1+i)|
< &Vs<e
siempre que § < £/V/5. O

Ejemplo 3.3. Mostrar que no existe lim,_,(z/Z.

Resolucion. Encontraremos dos formas de hacer tender z a cero que proporcionan valores distintos para el limite.

Sinos acercamos a cero a través del eje real, es decir, tomando puntos de la forma z = x4+ 0i, con x — 0:

im 2 = 1im ¥ Y i

-=1.
=07 x—=0x—0i z=0x

Si nos acercamos a cero a través del eje imaginario, es decir, tomando puntos de la forma z = 0+ iy, con y — 0:

.z .. O0+4+iy . iy
lim- = lim ~ = lim —— = —1.
=07  y=00—iy y—0—iy

Cuando oo es un punto de acumulacién de Q, tiene sentido hablar de lim, ;. f(z).

Definicion 3.4. (i) Se dird que lim,_,o f(z) = L € C si para todo € > 0, existe R > 0 tal que z € Q y |z| > R
implican | f(z) — L| < &.

(ii) Se dird que lim,_,. f(z) = oo si para todo M > 0, existe R > 0 tal que z € Qy |z| > R implican |f(z)| > M.

Proposicion 3.5. Sean f: QCC — C,aeQ, L€ C. Setiene que lim,_,, f(z) = L si, y s6lo si, lim,_,,(Rf)(z) = RL
ylim.4(3f)(z) = SL.

Demostracion. La conclusion deseada sigue inmediatamente de las estimaciones

[(Rf) (@) = RL| < |f(2) = L] < [(RSf)(2) = RL|+ [(Sf)(2) — SL|
(3)(2) =3L[ < | () = L] < [(Rf)(2) = RL| +[(3£)(z) = 3L],

validas para z € Q. O

Ejemplo 3.6. Hallar
lim (22 +i).

=140
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Resolucion. Pongamos z = z+iy, de modo que f(z) = 2> +i=x> —y* +i(2xy+1). Siz— 1 +i, entonces x — 1 e
y — 1; por tanto, (Rf)(z) = x> —y*> = 0e (3f)(z) = 2xy+ 1 — 3. Se concluye que lim, 1 ;(z> +i) = 3i. O

Ejemplo 3.7. Sean a € C, f(z) = ¢, g(z) = zy h(z) =7, siendo c una constante compleja. Entonces lim,_,, f(z) = c,

lim,, g(z) = a, y lim,,,h(z) = a.

Resolucion. Es consecuencia inmediata de la Definicién 3.1, o de la Proposicién 3.5. U

Como la definicién de limite en el caso complejo es formalmente andloga a la correspondiente definicidn en el

caso real, no sorprende que el dlgebra de limites sea similar en ambos casos.

Proposicion 3.8 (Algebra de limites). Sean f,g funciones complejas definidas sobre Q C C, sea a € &', y sean
L,M € C tales que lim,_,, f(z) = L y lim,_,, g(z) = M. Entonces:

(i) lime sa(cf)(2) = L (c € C);
(i) Nimea(f £)(2) = LEM;
(i) Tim;—a(f8)() = LM;
(iv) si M #0, lim,q(f/8) () = L/M.

Demostracion. Probaremos (i), dejando el resto de propiedades como ejercicio.
Supongamos que z = x+iy, f(z) = u(x,y) +iv(x,y), a=a+if, L=r+isy c=p+iq. Silim,,f(z) =1L,
entonces

lim u(x,y)=r lim v(x,y) =s.
(x.y)—(a,B) (x.7) Y (r.y)—(a.B) )

Ademis, R(cf)(z) = pu(x,y) —qv(x,y) e 3(cf)(z) = pv(x,y) +qu(x,y). Sigue que

lim(cf)(z) = lim [pu(x,y) —qv(x,y)|+i lim [pv(x,y) +qu(x,y)] = (pr—gs) +i(ps+qr) = cL.
a () (0, B) (r)— (e, B)

Observacion 3.9. El Ejemplo 3.7 junto con la Proposicion 3.8 permiten calcular el limite de un polinomio en
cualquier punto, o de una funcion racional en un punto donde ésta esté definida, simplemente evaluando el

polinomio o la funcion racional en el punto dado.

Ejemplo 3.10. Hallar
lim (22 +i).

7140

Resolucion. Se tiene:

2
lim (% +i) = < lim z> + lim i= (14> +i=(1+2i—1)+i=3i

z—14i z—14i =140

Compdérese con el Ejemplo 3.6. O
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Recordemos que, por ser C un espacio métrico, para Q C C se verifica que a € Q' si, y s6lo si, existe una sucesion

{za}y; C Q\ {a} tal que lim, .z, = a. El siguiente resultado reviste cierto interés practico.

Proposicion 3.11. Sean f: QCC — C, a€ Q/, L € C. Se tiene que lim,_,, f(z) = L si, y sdlo si, lim,_, f(z,) =L

para toda sucesion {z, }_; C Q\ {a} que converja a a.

Demostracion. Supongamos que lim,_,, f(z) = L. Dado € > 0, existe § > 0 tal que z € Q, 0 < |z—a| < 0 implican
|f(z) —L| < &. Si{z}y, C Q\{a} con lim, .z, = a entonces, para n € N suficientemente grande, serd 0 <
|z —a| < 8, obligando a que |f(z,) — L| < €. Por tanto, lim,_,e f(z,) = L.

Probaremos ahora la implicaciéon reciproca o, equivalentemente, la contrarreciproca. Supongamos falso que
lim,_,, f(z) = L: algtin € > 0 es tal que para todo n € N, existe z, € Q con 0 < |z, —a| < 1/ny |f(z,) —L| > €.
Entonces {z,};_; C Q\ {a} y lim,_ 2, = a, pero {f(z,) };;_; no converge a L. O

3.2 Continuidad

Definicion 3.12. Se dice que una funcion f : Q C C — C es continua en el punto a € Q si para todo € > 0, existe
0 > 0tal que z € Qy|z—a| < & implican |f(z) — f(a)| < €. En caso contrario, se dice que f es discontinua en a.

Dada una funcién f: Q C C — C y un punto a € Q, se pueden presentar dos casos:
(i) Siae€ Q\ <, entonces f es continua en el punto a.
(ii) Siae QN entonces f es continua en a si, y s6lo si, lim,_,, f(z) = f(a).
Nétese que la definicién de continuidad de una funcién f en un punto a lleva implicita la condicién de que
(i) existe f(a).
Ademis, si a € QN Q' también deben darse las dos siguientes:
(ii) existe lim,_, f(2);
(iii) limzq f(2) = f(a).
Por tanto, basta con que se incumpla alguna de las tres para que f sea discontinua en a.
Ejemplo 3.13. Decidir si la funcion f(z) = 7> — iz +2 es continua en a = 1 —i.

Resolucion. Se cumple que f estd definida en a, con
flay=(0—=i)? —i(l—=i)+2=1-2i—1—i—1+2=1-3i.

Ademds, obviamente, existe lim,_,, f(z) = f(a) (Observacién 3.9). Por tanto, f es continua en a. O

Ejemplo 3.14. La funcion .

T 1+

es discontinua en 7 = *i, ya que no estd definida en esos puntos.

f(2)
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Ejemplo 3.15. Probar que la funcion F(z) = 22 (raiz cuadrada principal de z) es discontinua en a = —1.

12

Resolucion. Veremos que no existe lim;,_;z A tal fin, mostraremos dos formas de aproximarnos a —1 que

proporcionan dos valores diferentes del limite. La raiz cuadrada principal de z es
Z1/2 _ |Z‘1/281Argz/2.

6

Si nos aproximamos a —1 a través de valores z = ¢'® con 7/2 < < 7, entonces

lim z!/2 = lim €'9/2 = ¢"/2 = j;
z——1 0—m

0

sin embargo, si nos aproximamos a —1 a través de valores z = ¢! con — < 8 < —7/2, entonces

lim z'/2 = lim e
z——1 0——x

i9/2 — e—iﬂ/z — —l

Proposicion 3.16. Sean f: Q C C — C, a € Q, y pongamos f(z) = u(x,y) +iv(x,y) (z=x+iy € Q), a= o+ if.

Entonces f es continua en a si, y sélo si, u,v son continuas en (a, 3).

Demostracion. Basta considerar el caso en que a € QN Q. Asumamos que f es continua en a, de modo que

limf(z) = f(a) = u(a, B) +iv(ex, B).

z—a

Por la Proposicion 3.5:

lim u(x,y) =u(a,p), lim v(x,y) =v(c,B). )
o ) =u(@B) o lim () = viof)

Asi pues, u, v son continuas en (¢, ).

Reciprocamente, si ocurre (1) entonces lim,_,, f(z) = u(e, ) +iv(e, ) = f(a), probando que f es continua en
a. U

Una funcién definida entre dos espacios métricos es continua en un punto si, y sélo si, es secuencialmente continua
en ese punto. Ya usamos este resultado al estudiar la proyeccién estereografica; por completitud, lo enunciamos ahora

para funciones complejas, indicando cémo probarlo (la demostracién en el caso general es completamente andloga).

Proposicion 3.17. Una funcion f: Q C C — C es continua en a € Q si, y solo si, lim,_ f(z,) = f(a) para toda

sucesion {z,}5_| C Q que converja a a.

Demostracion. Basta tener en cuenta la Definicion 3.12 y razonar como en la prueba de la Proposicién 3.11. g

Definicion 3.18. Sea f: Q C C — C. Se dice que f es continua en el conjunto Q si f es continua en a, para todo
acQ.

Ejemplo 3.19. La funcion f(z) =7 es continua en C.



10 APUNTES DE VARIABLE COMPLEJA e TEMA 2: FUNCIONES HOLOMORFAS, ARMONICAS Y ANALITICAS

Resolucion. Se desprende del Ejemplo 3.7 que f es continua en cualquier a € C.

Alternativamente, podemos argumentar como sigue. Sea a = o + i3 un punto arbitrario de C, y pongamos z =
x+ iy. Por la Proposicién 3.16, f(x+iy) = f(z) =Z = x — iy es continua en (o, f3) si, y s6lo si, (Rf)(x,y) =x
e (3f)(x,y) = —y son continuas en (a,f). Como u,v son polinomios de dos variables, son continuos, asi que f
también lo es. La arbitrariedad de a € C completa la demostracion.

Usando la caracterizacion secuencial de la continuidad (Proposicién 3.17), el razonamiento seria el siguiente.
Fijemos un punto arbitrario a = e +iff € C, y sea {z,};r_; C Q tal que lim, ez, = a. Si z, = x, + iy, (n € N), se
sigue que lim, X, = & y lim,_,. y, = . Por tanto,

lim f(z,) = lim Z, = lim (x,, — iy,) = le;xn) —i(limyn> =oa—if=a= f(a),

li 1
n—oo n—yoo n—yoo n—yoo

como necesitdbamos probar. U

Proposicion 3.20 (Algebra de funciones complejas continuas). Sean f,g: Q C C — C funciones continuas en a € Q.

Se cumple:
(i) cf es continua ena (c € C);
(ii) f+g es continua en a;
(iii) fg es continua en a;
(iv) si g(a) # 0, entonces f/g es continua en a.

Demostracion. Es andloga a la del caso real, conocido de cursos anteriores. A modo de ejemplo probaremos el
apartado (iii), dejando los restantes como ejercicio.
Seaa € Q,ysea{z,},_; C Qtal quelim, .z, =a. Yaque fy g son continuas en a, la Proposicién 3.17 garantiza

que lim, e f(z,) = f(a) y lim, . g(z,) = g(a). Por tanto,
lim (fg)(zx) = lim f(z,)g(zx) = f(a)g(a) = (f&)(a)-

De nuevo por la Proposicién 3.17, fg es continua en a. ([l

Corolario 3.21. Los polinomios son continuos en C. Las funciones racionales son continuas en su dominio de

definicion.

Demostracion. Sea p(z) = c,7" +cn 12" '+ ...+ c1z2+co (z € C) un polinomio de coeficientes complejos, y sea a
un punto arbitrario de C; queremos probar que p es continua en a. A tal fin, basta advertir que, por el Ejemplo 3.7, p
se compone de productos y sumas de funciones continuas en a, y aplicar la Proposicién 3.20.

Por otro lado, una funcién racional f(z) = p(z)/q(z) es cociente de dos polinomios, los cuales, como acabamos
de ver, son funciones continuas en todo el plano. En virtud de la Proposicion 3.20, f serd continua en todo punto a
tal que g(a) # 0, es decir, donde f esté definida. O

Ejemplo 3.22. La funcién f(z) = 7> — iz +2 es continua en C. La funcion f(z) = (1+z?)~! es continua en C\ {=i}.
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Proposicion 3.23 (Composicion de funciones continuas). Sean A,B subconjuntos de C, f continua en A tal que

f(A) C B, y g continua en B. Entonces go f es continua en A.

Demostracion. Aplicamos la Proposicién 3.17. Fijado a € A, sea {z,}_; C A tal que lim, 0,2, = a. Como f es

continua en a, necesariamente lim,_.. f(z,) = f(a); y como g es continua en f(a) € B, también se tiene

lim (g0 /)(z) = lim g[/(z0)] = g[f(@)] = (g0.)(a).

n—yoo

Puesto que a € A es arbitrario, se concluye que go f es continua en A. U

Definicion 3.24. Una funcion f: Q C C — C estd acotada si existe M > 0 tal que |f(z)| <M (z € Q).
Por reduccioén a la correspondiente propiedad en el caso real, se establece la siguiente:

Proposicion 3.25. Si una funcion compleja f es continua en un compacto S C C, entonces estd acotada en S.

3.3 Continuidad uniforme

Definicion 3.26. Una funcion f : Q C C — C es uniformemente continua en Q si para todo € > 0, existe 6 > 0 tal

que z,w € Qy |z—w| < & implican |f(z) — f(w)| < &.
Teorema 3.27 (Heine). Toda funcion continua en un compacto es uniformemente continua.
Proposicion 3.28. Sea f: Q C C — C. Son equivalentes:

(i) f es uniformemente continua en Q.

(ii) Rf, Sf son uniformemente continuas en €;

(iii) para cualesquiera sucesiones {z,}y_|, {wn}r_, en Q tales que lim, ,o |z, — wy| = 0, se tiene que

limn—>°° |f(zn) - f(wn)’ =0.

Demostracion. Que (i) y (ii) son equivalentes se prueba utilizando las estimaciones ya conocidas entre Rf, 31y | f]|.

Para probar que (i) implica (iii), sean {z,};_,, {wx},_, sucesiones en Q tales que lim, o |z, —wy| = 0. Si
f es uniformemente continua en Q entonces, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que z,w € Q y |z —w| < & implican
|f(z) — f(w)| < €. Paraeste 8, existird N € N de modo que |z, —wy| < 8 (n €N, n>N), asi que |f(z,) — f(wy)| < €
(n €N, n> N), como se requeria.

Completaremos la demostracion estableciendo la implicaciéon contrarreciproca. Si no se verifica (i) entonces
existe € > 0y, para todo n € N, puntos z,,w, € Q tales que |z, —wy| < 1/n, pero |f(z,) — f(w,)| > €. Asi, hemos
encontrado sucesiones {z,}_,, {w,,};l"’:1 en Q para las que lim, |z, — wy| = 0 pero no se cumple que

im0 | f(z1) — f(wy)| = 0, de manera que no se verifica (iii). O
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3.4 Funciones multivaluadas

Vimos en el Tema 1 que un complejo z # 0 tiene n-raices n-ésimas complejas distintas. Esto significa que el proceso
de tomar la raiz n-ésima de un nimero complejo no define una funcién compleja, porque asigna a un mismo nimero
complejo z un conjunto de n nimeros. Similarmente ocurre con el proceso de encontrar el argumento de un complejo
z: como el simbolo argz representa un conjunto infinito de valores, tampoco define una funcién compleja. Este
tipo de operaciones sobre C son ejemplos de funciones multivaluadas. La terminologia es poco afortunada, porque
una «funcién multivaluada» no es realmente una funcién: recordemos que ésta se define como una regla que a cada
elemento de un conjunto le asigna una dnica imagen de otro conjunto. No obstante, se trata de una terminologia

estdndar en andlisis complejo, y por ello la adoptaremos en lo que sigue.

3.4.1 Ramas, saltos de rama, puntos de ramificacion

En la préctica, a menudo, necesitamos una forma consistente de elegir una tinica raiz de un niimero complejo, o uno
solo de sus argumentos. Es decir, estamos interesados en calcular s6lo un valor de una funcién multivaluada. Si
se hace esta eleccion teniendo presente el concepto de continuidad, obtenemos una funcién denominada rama de la

funcién multivaluada en cuestion.

Definicién 3.29. Una rama de una funcion multivaluada f es una funcion fy que es continua en algiin dominio y que

asigna exactamente uno de los miiltiples valores de f a cada punto de ese dominio.

El requisito de que una rama sea continua implica que su dominio es diferente del dominio de la funcién
multivaluada. Por ejemplo, la funcion multivaluada f(z) = z!/2 que a cada z le asigna el conjunto de las dos raices
cuadradas de z estd definida para cada z # 0. Aunque la funcién raiz cuadrada principal F(z) = z!/2 asigna
exactamente un valor de f a cada z, no es unarama de f. La razén es que la raiz cuadrada principal no es continua en
su dominio; en particular, el Ejemplo 3.15 muestra que no es continua en @ = —1 con un razonamiento que puede ser
facilmente modificado para probar que F es discontinua en cada punto del semieje real negativo. Por consiguiente,
para obtener una rama de f(z) = z'/2 que coincida con la funcién raiz cuadrada principal debemos restringir su

dominio, excluyendo también todos los puntos del semieje real negativo:
folz) = Vre®?, —m<6<m. )

La funcidn fy asi definida se denomina rama principal de la funcién multivaluada f(z) = z!/2, porque el valor de
0 representa el argumento principal de z para cada z en el dominio de fy. A continuacién mostramos que fy es, en

efecto, una rama de f.
Ejemplo 3.30. Probar que la funcion fy definida por (2) es una rama de la funcion multivaluada f(z) = 7\/2,

Resolucion. El dominio de fj es el conjunto de los z € C tales que |z| >0y —7 < Argz < . Sobre este conjunto,
la funcién fj coincide con la funcién raiz cuadrada principal F, asi que fp asigna a cada z exactamente uno de los
valores de f(z) = z!/2. Resta demostrar que f; es continua en su dominio.

Para comprobarlo, tomemos un punto z tal que |z| >0y —7 < Arg(z) < . Siz=x-+iyy x > 0 entonces z = re’,
donde r = \/x2+y2 y 6 = arctg(y/x), con —x/2 < arctg(y/x) < m/2. Por tanto, se cumple que - < 6 < 7T, y

sustituyendo las expresiones de r y 6 en (2) obtenemos:

Fole) = /R O/N2 A s MOBD/X) s o ATCRV/Y)
2 2
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Como las partes real e imaginaria de f son funciones reales continuas para x > 0, inferimos de la Proposicién 3.16
que fo es continua para x > 0. Un razonamiento similar vale en los puntos z = x + iy con y > 0 usando
6 = arcctg(x/y), y en los puntos z = x+ iy con y < 0 usando 6 = — arcctg (x/y). En cada caso, la Proposicién 3.16
permite inferir que fp es continua. Se concluye que la funcién fy definida en (2) es una rama de la funcién
multivaluada f(z) = z'/2. O

Aunque f(z) = z'/2 estd definida para todo complejo z # 0, la rama principal f; estd definida solamente en el
dominio |z] > 0, —7 < Arg(z) < . En general, un salto de rama para una rama h de una funcién multivaluada g es
un arco de curva que queda excluido del dominio de g de tal manera que / es continua en los puntos restantes. Luego,
el semieje real negativo junto con el cero es un salto de rama para la rama principal fy, dada por (2), de la funcién
multivaluada f(z) = z'/2.

Otra rama diferente de f con el mismo salto de rama es fi(z) = Vre®?, m < 6 < 3. Estas ramas son distintas
porque, por ejemplo, para z = i tenemos fo(i) = (1+1i)/v/2, pero fi(i) = —(141i)/v/2. Nétese que poniendo ¢ =

0 — 2w, larama f; puede ser expresada en la forma
fi (Z) _ \/;eie/z _ \/;ei(¢+27r)/2 _ \/;eid’/zei”, —T< ¢ <.

Ya que e = —1, esta expresion se reduce a fi(z) = —\/?eid’/ 2, - < ¢ < m. Hemos probado asi que fi = —fo.
Podemos pensar en estas dos ramas de f(z) = z'/2 como las andlogas de las raices cuadradas positiva y negativa de

un ndmero real positivo.

Es posible definir otras ramas de f(z) = z!/2 de manera similar a (2) usando como salto de rama cualquier rayo
que parta del origen. Por ejemplo, f>(z) = /re’®/?, =37 /4 < < 51/4, define una rama de f(z) = z'/?; el salto de

rama para f es el rayo Arg(z) = —37/4 junto con el punto z = 0.

No es casualidad que z = 0 esté en los saltos de rama de fy, f1 y f>: el punto z = 0 debe estar en los saltos de rama
de cualquier rama de la funcién multivaluada f(z) = 72, puesto que f no estd definida en ese punto. En general,
un punto que estd en los saltos de rama de todas las ramas de una funcién multivaluada f se denomina punto de
ramificacion o punto de rama de f. Alternativamente, un punto de ramificacién de f es un punto zp con la siguiente
propiedad: si recorremos cualquier circunferencia centrada en zy de radio suficientemente pequefio partiendo de un
punto z; y & es una rama arbitraria de f, entonces los valores de 4 no retornan al valor que 4 tomaba en z;. Por ejemplo,
consideremos cualquier rama de la funcién multivaluada g(z) = argz, y sea € > 0, pequefio. Si tomamos zo =1y
recorremos la circunferencia |z — 1| = € en direccion antihoraria partiendo del punto z; = 1 — €i, entonces los valores
de la rama se incrementan hasta el punto 1+ &i, pero luego decrecen hasta regresar al valor de la rama en z;. Esto
significa que el punto zg = 1 no es un punto de ramificacién. Sin embargo, supongamos que repetimos el proceso con
el punto zp = 0. Cuando recorremos la circunferencia |z| = € en sentido antihorario partiendo de z; = —¢, los valores
de la rama aumentan a lo largo de todo el trayecto, de manera que cuando regresamos al punto de partida el valor de

la rama ya no es el mismo, sino que ha aumentado en 2. Por consiguiente, zo = 0 es un punto de ramificacién de

8(z) = argz.

A continuacién formalizaremos las ideas anteriores.
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3.4.2 Ramas del argumento

Definicion 3.31. Sea f: S C C — C\ {0}. Cualquier funcion 6 : S — R tal que 0(z) € arg f(z) para todo z € S se

llama un argumento de f en S. Cuando f es la identidad se dice simplemente que 0 es un argumento en S.

Proposicion 3.32. Sea S un subconjunto conexo de C\ {0}, y supongamos que existe un argumento continuo, @, en

S. Entonces cualquier otro argumento continuo ¢ en S es de la forma ¢ = @ + 2kx para algiin k € Z.

Demostracion. Sea ¢ : S — R otro argumento continuo en S. La funcién

$(2) — 9(2)

7
21

es continua en S y toma valores enteros. Como S es conexo, esta funcién es necesariamente constante. U

Proposicion 3.33. Si S es cualquier subconjunto de C\ {0} que contiene una circunferencia centrada en cero,

entonces en S no hay ningiin argumento continuo. En particular, en C\ {0} no hay argumentos continuos.

Demostracion. Supongamos que ¢ es un argumento continuo en S. Sea C(0,p) una circunferencia contenida en
S. La restriccién de ¢ a C(0,p) \ {—p} es un argumento continuo. Como el argumento principal también es un
argumento continuo en este conjunto, que es conexo, deducimos, por la Proposicién 3.32, que algtn entero k es tal
que Argz = @(z)+2km (z€ C(0,p) \ {—p}). Yaque ¢ es continua en C(0, p), la igualdad anterior implica que existe

lim;——p Arg(z); lo cual, a su vez, implica que

|zl=p
= lim 6= lim Arg (pel"’) — lim Arg (pef") — lim 6=-n,
0—m 0—m 0——m 0——m
0<b<rm 0<b<m —n<6<0 —n<6<0
una contradiccion. O

4 Derivabilidad y holomorfia

4.1 Derivabilidad

Definicion 4.1. Sean f: QCC — Cyaec QN Sedice que f es derivable en a cuando existe el limite

f'(a) =1lim eC, 3)

i—a a

f(z)—f(a)
i

llamado derivada de f en el punto a. La expresion (3) define una funcion f' cuyo dominio es el conjunto de todos los
puntos a € QN donde f es derivable, denominada funcién derivada de f. Se dird que f es derivable en un conjunto

S Cc QNQ si f es derivable en todo punto a € S.
Observacion 4.2. Para futura referencia, registramos aqui algunos comentarios sobre la Definicion 4.1.

(i) En el caso particular de que f: Q C R — R, la definicion dada coincide con la ya conocida para una funcion

real de variable real.



4.1 DERIVABILIDAD e I. MARRERO (OCW-ULL 2020) 15

(ii) Para funciones complejas de una variable real se tiene el siguiente resultado. Sea f: Q C R — C, de manera
que f(t) =u(t)+iv(t), donde u'y v son funciones reales de la variable real t. Si a € QN Q' C R entonces
t)—f(a u(t) —u(a v(t) —v(a
£~ fla) _ule)—ula) | v —via)

t—a t—a t—a

vy deducimos que f es derivable en a si, y solo si, u'y v son derivables en a, en cuyo caso
fl(a)=d(a)+iV(a).

(iii) Recordemos que si Q C C, el interior de Q, Q°, estd formado por todos los puntos de Q que son centro de
algiin disco enteramente contenido en Q, y coincide con el mayor subconjunto abierto de C contenido en
Q. Evidentemente, Q° C QN Q. Puede parecer sorprendente que hablemos de la derivabilidad en puntos
de QN Q' y no sélo en puntos de Q°, como se hace con la diferenciabilidad de funciones de dos variables
reales. La razon de considerar un conjunto abierto en este iiltimo contexto es tener asegurada la unicidad de
la diferencial, y asi lo haremos mds adelante al relacionar la derivabilidad de una funcion compleja con su

diferenciabilidad como funcion de dos variables reales.
Ejemplo 4.3. Usando la definicion, hallar la funcién derivada de f(z) = z* — 5z.

Resolucion. Para z,h € C, h # 0, se tiene

(z+h)?=5(z+h) — (> —52)
(22 +2zh+h?) — 57— 5h— > + 52

flz+h) = f(2)

= (27— 5)h+ 1
' flath) - £
; . z+n)—f(z .
= lim —————> =1lim(2z—5+4+h) =2z—5.
f'(2) lim . hl—I>r(1)(Z 5+h)=2z-5
O
Proposicion 4.4. Si f: Q C C — C es derivable en a € QNEY, entonces f es continua en a.
Demostracion. Existen los limites
im 29 =D _ v timz—a) =0,
7—a 7—a 7—a
Por la Proposicién 3.8(iii):
lim[f(z) — f(a)] = lim M(z—a) _jim {8 =10 lim(z —a) = f'(a)-0 =0,
7—a 7—a z7—a 7—a 7—a 7—a
probando que lim,_,, f(z) = f(a). O

El reciproco de la Proposicién 4.4 es falso:
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Ejemplo 4.5. Probar que la funcion f(z) = x+idy (z = x+ iy € C) es continua, pero no es derivable en ningiin

punto.

Resolucion. Las partes real e imaginaria de f son polinomios en las variables (x,y); luego, son continuas. Por la
Proposicién 3.16, f es continua.

Pongamos Az = Ax+ iAy # 0. Entonces
fz+A2) — f(z) = (x+ Ax) +id(y + Ay) — x — idy = Ax + i4Ay,

asi que
flz+Az) = f(z)  Ax+idAy
Az - Ax+iAy
Si hacemos Az — 0 a lo largo del eje OX (Ay =0):

f(z+A7) = f(z)
Az

Si hacemos Az — 0 a lo largo del eje OY (Ax = 0):

flet+A2)— fz) _ i4Ay |

- 4.
Az iAy
Consecuentemente, el limite
L L e +42) — f(2)
Az—0 AZ
no existe. O

Proposicion 4.6 (Reglas de derivacién). Sean f,g: Q C C — C, y sea a € QNQ'. Supongamos que f y g son

derivables en a. Se verifica:
(i) ftgesderivableena,y (f+g) (a)=f'(a)Lg (a);
(ii) sic € C entonces cf es derivable en a, y (cf) (a) = cf'(a);
(iii) fg es derivable ena, y (fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)g'(a);
(iv) si g(a) # 0 entonces f/g es derivable en a, y

(Jg“)'(a) _ f(a)g(a) — f(a)g'(a)

Demostracion. Es similar a la de las reglas correspondientes para funciones reales de variable real. Probaremos (iv),
dejando las restantes demostraciones como ejercicio.
Como g es derivable en a, es continua en este punto (Proposicién 4.4). Y como g(a) # 0, por continuidad existe

r > 0 tal que g no se anula en D(a,r). Luego, para z € D*(a,r) podemos escribir:

(f/8)(z) = (f/g)(a) 1 [f(z)gla) — fla)g(a)] + [f(a)g(a) — f(a)g(2)]
z—a g(2)g(a) z—a
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N S GO () B Ot (O
= e@e@ | z—a fWT =g T

Ahora basta tomar limites cuando z — a y tener en cuenta, de nuevo, que g es continua en a. [l

Proposicion 4.7 (Regla de la cadena). Sean f:ACC— Cyg:B C C — C tales que f(A) C B. Supongamos que f
es derivable en a € ANA' y g es derivable en f(a) € BNB', y consideremos la funcion compuestah=go f: A — C.

Entonces h es derivable en a y

Demostracion. Antes de proceder con la prueba, conviene advertir que la hipétesis f(a) € B’ no se impone, sino
que es consecuencia de la caracterizacién secuencial de los puntos de acumulacién (véase el recordatorio previo a la
Proposicion 3.11) y de la continuidad secuencial de f (Proposiciones 4.4y 3.17).

Pongamos b = f(a) y consideremos la aplicacién ¢ : B — C dada por

g(b), w=h.

Claramente, g(w) — g(b) = @(w)(w—>b) (w € B). Haciendo w = f(z) para todo z € A\ {a} encontramos que

h(z) —h(a) _ glf(z)] —glf(a)] f(z) = fla)
i - -

= ol ———

a Z—a I—a

Puesto que f es continua en a (Proposicién 4.4) y ¢ es continua en b = f(a) (porque g es derivable en ese punto), se

tiene que @ o f es continua en a (Proposicién 3.23), y se concluye que

h@;ﬂ@:memhm

a Z—a Z—a

W (a) = lim

lim TEZT@ _ ofp(@) (@) = ¢ 1@ ),

a

como se requeria. O

Ejemplo 4.8. Derivar las siguientes funciones:
(i) fo=1
(ii) fulz) =2" (nEN).
Resolucion. Las derivadas van a existir en todo z € C.

(i) Se tiene:
fwzmm&ﬁ@;ﬂﬁ C1-1

h—0 h h—0 h

(i) Afirmamos que (z") = nz"~! (n € N). Lo probaremos por induccién sobre 1, apoydndonos en la regla de

derivacién de un producto.

Sin =1, entonces
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Sin =2, entonces

) =Gz =@ 242 () =1-z+z-1=2z

Supongamos la propiedad cierta para n: (")’ = nz"~!. Y probémosla para n+ 1:
@Y =) =" 2+ () =n" 2+ =0+ = (n+ 1)

Para una resolucion alternativa, véase el Ejercicio 6.

Ejemplo 4.9. Derivar las siguientes funciones:

(i) f(z) =3z*-5342z

ZZ

(i) f(z)= yv (z#—1/4);

(iii) f(z) = (iz*> +32)°.

Resolucion. Nos apoyaremos en el Ejemplo 4.8 y en las reglas de derivacién (Proposicion 4.6).
(i) Paratodoz € C: f'(z) =342 —5-322 +2 =122 — 1522 + 2.

. 27(4z4+1) —472 4722422
Para todo —1/4: f'(2) = = .

(iii) Usando, ademds, la regla de la cadena, para todo z € C: f'(z) = 5(iz* +3z)*(2iz + 3).

Proposicion 4.10 (Regla de L"Hopital). Si f,g son derivables en a, y f(a) = g(a) = 0 pero g'(a) # 0, entonces

/) _ f'@

vag(z)  ga)

Mas en general, si g(a) =g (a)=...=g" V(@) =0y f(a)=f'(a)=...= f"V(a) =0, pero g (a) #0,
entonces

f@  f"(a)

agld) g (a)

Demostracion. Usando que f (a) = g (a) = 0, dividiendo numerador y denominador por z— a, y teniendo en cuenta

que las funciones f y g son derivables en a, obtenemos:

fQ-f@ @/

LS @@ T g M pa)

gl g0 —gla) @) g@ LT g@) gl g
Z—a Z—a
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Ejemplo 4.11. Calcular:
. 2—2z+4
lim

—1+iv3z—1 —i\/§'

Demostracién. Para z € C, pongamos f(z) = z*> —2z+4, g(z) = z— 1 —i\/3. Se tiene:

f(14iV3)

= (—24i2V3) = 2(1+iV3)+4 =0,
g(1+iV3)=0.

Por otra parte,

fla)=22-2, f(1+iV3) =2v3,

Aplicando la regla de L"Hopital,

2 _27+4
lim S %% i,
—l1+iv3z—1 —i\/§

Para una resolucién alternativa, véase el Ejercicio 4(ii). ]

4.2 Ecuaciones de Cauchy-Riemann

Si Q C C, se cumple que Q° C QN Q. Por tanto, dados un conjunto abierto Q C C, una funcién compleja f: Q — Cy
un punto a € Q, tiene sentido considerar tanto la derivabilidad de f en a en sentido complejo, como la diferenciabilidad
de f en a en sentido real, es decir, contemplando f como una funcién f : Q C R> — R,

En la seccidn anterior se ha comprobado que, desde el punto de vista formal, la derivada de una funcién compleja
de variable compleja sigue las mismas reglas que la correspondiente derivada de una funcién real de variable real,
y lo dnico que cambia es la variable utilizada. Cabria pensar que, tal como ocurre con la continuidad, el hecho de
que las funciones parte real y parte imaginaria de una funcién compleja sean derivables parcialmente implicard que la
funcién compleja también sea derivable. O incluso que, tal como ocurre con la diferenciabilidad, el hecho de que las
funciones parte real y parte imaginaria de una funcién compleja admitan derivadas parciales continuas implicard que

la funcién sea derivable en sentido complejo. Sin embargo, esto no ocurre, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.12. Consideremos la funcion f(z) =7, es decir, f(x+iy) = x—iy. Probar que (Rf)(x,y) e (3 f)(x,y) son

funciones derivables respecto de sus dos variables, pero no existe f'(z).

Resolucion. Se tiene:

u(x,y):(i)tf)(x,y) =X, V(X,y) :(5f)(x7y):_y

Claramente, tanto # como v son funciones derivables respecto de sus dos variables:

Al intentar calcular la derivada de f en a = a + i3 mediante la definicién, encontramos que

f’(a):hmM: lim (x—iy)—(a—iﬁ): lim (X—Ot)—i(y—ﬁ)
7—a z—a (x,y)—(a,B) (x+iy) — (Ot—i-iﬁ) (xy)—(a.B) (x_ Ot) +i(y—[3)'
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Si este limite existiese, los limites iterados deberian existir y ser iguales:

fim fim O W IO gy 6@ 20 P)
soy—p (k=) +ily—B)  yopre (x—a)+ily—p)

Sin embargo, el limite del primer miembro es

fim fim $ =% = I0=B) X
x—aysp (x—o)+i(y—B DaAxX—0 x—oo

mientras que el del segundo miembro vale

lim lim $— %~ I0=B) _ -
yopx—a (x—a)+i(y—B) y=p i(y—B) y-B

Asf pues, no existe f’(a). O

Tal como habfamos anunciado, el Ejemplo 4.12 muestra que la derivabilidad de u# y v no garantiza la derivabilidad
de f = u+iv como funcién compleja. Ademds de este requisito, es fundamental que se cumpla uno adicional: las
condiciones de Cauchy-Riemann (Teorema 4.13). La funcién del Ejemplo 4.12 no satisface dichas condiciones.

Recordemos de cursos anteriores que, si Q@ C R? es abierto, se dice que una funcién f: Q — R™, f(x,y) =

(fi(x,y),..., fm(x,y)) es diferenciable (en sentido real) en el punto a € Q, si existe una aplicacion lineal £ : Q — R”™
tal que

i =1 @)= 2 (=)l _

a lz—all,
donde || - ||, es cualquier norma en R”, n =2, m. En tal caso, las componentes de f, f;: Q — R (i=1,...,m), admiten

derivadas parciales respecto de x e y, y la matriz que representa a .Z en las bases usuales de R? y R” es la matriz

jacobiana de f en el punto a = (¢, ), es decir,

dfi dfi
g(aaﬁ) Ty(aaﬁ)
af df2

So(@p) 5ep)

A fim A fm
— (O — (O
Se demuestra que f es diferenciable en a si, y sélo si, todas sus componentes f; : Q — R (i = 1,...,m) son

diferenciables en a.

Teorema 4.13. Sean Q C C un conjunto abierto, f : Q — C, ya= a+iff € Q. Los enunciados siguientes son

equivalentes:

(i) f es derivable (en sentido complejo) en a.

(ii) Las funciones u(x,y) = Rf(x+iy), v(x,y) = Sf(x+iy) son diferenciables (en sentido real) en (o,f), y

satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann en ese punto:

ux(OC,ﬁ):Vy(OC,ﬁ), ”y(avﬁ):_v«\f(avﬁ)‘
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Ademds, en tal caso se tiene:
f(a) = uc(ot, B) +ive(c, B).

Demostracion. Por definicion, f es derivable en a si, y sélo si, existe f'(a) = A +iu € C verificando

o @~ @~ A+ in) )

—a |z—al

=0.
Pongamos z = x + iy. Teniendo en cuenta la igualdad

(A+in)(z—a) = A +ip)[(x+iy) — (a+if)] = [A(x—a) —u(y— )] +i[u(x—a) + A(y— )]
G Cs)
pooA y—PB

(aqui, y en lo que sigue, el superindice | denota transposicién), junto con el hecho de que el médulo de un complejo
coincide con la norma euclidea || - ||> de su vector de posicién en el plano complejo, el limite anterior se expresa en la

forma:

[ (u(x,),v(x,y)) = (u(et, B), v(et, B)) —(Alx—a) —u(y—=B), ux—a)+A(y—B)) |l2

lim

o) 1(6y) — (e Bl
]
A —u x—a
vt e ot )~ [( L ) ( Ny )] 2
= (otep) 1Goy) — (@Bl -

Esta condicién significa que la aplicacién (x,y) — (u(x,y),v(x,y)) de Q C R? en R? es diferenciable en el punto
(o, B) (o, equivalentemente, que las aplicaciones (x,y) — u(x,y) y (x,y) — v(x,y) de @ C R? en R son diferenciables

en dicho punto), y su diferencial es la aplicacidn lineal dada por

e (232G
(b )

es la matriz jacobiana de la aplicacion (x,y) — (u(x,y),v(x,y)) en (a, B):

Por tanto,

ux(a,ﬁ):k, u}’(avﬁ):_“v
Vx(aaﬁ):.uv Vy(aaﬁ):)t'

Finalmente,

fl(a) = flla+iB) =L +in=u(a,B)+ivi(a, B).
O

Téngase en cuenta que las dos condiciones del Teorema 4.13(ii) son independientes: el Ejercicio 8 muestra una
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funcién que es diferenciable real en todo punto del plano pero no satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann excepto
en el origen, mientras que el Ejercicio 9 proporciona una funcién que satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann en
el origen sin ser diferenciable real en él. A tenor del Teorema 4.13, la primera es derivable compleja en cero (pero no

en ningun otro punto), y la segunda, no.

Corolario 4.14. Sean Q un abierto en C, f =u+iv: Q — C, y a € Q. Supongamos que u y v tienen derivadas
parciales continuas en a. Entonces f es derivable en a si, y sélo si, u'y v verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann

en a.

Demostracion. Toda funcion que admita derivadas parciales continuas en un punto es diferenciable en ese punto. [J]

Corolario 4.15. Sean Q un abiertoen Cy f =u+iv: Q — C una funcion derivable en a € Q. Se tiene:
f(a) = uy(a) + ivy(a) = uy(a) — iuy(a)
=vy(a) +ive(a) = vy(a) —iuy(a).
Observacion 4.16. Si f es derivable compleja en a, entonces:

(i) La derivada de f en a se puede calcular mediante derivacion parcial respecto de una cualquiera de las

variables reales:

@) = wla) +inda) = 2 (@)

= vy(a) — ity (a) = ~iluy(a) +ivy (@) = ~i 5 (a).

(ii) Las condiciones de Cauchy-Riemann se resumen en una tinica ecuacion:

of . af, .
g(a)—i-la—y(a) = 0

(iii) El determinante jacobiano de f en a coincide con |f'(a)|*.
Ejemplo 4.17.
(i) f(x+iy) =xy g(x+iy) =y no son derivables en ningiin punto;
(i) f(x+iy) = (x+iy) (x* +y?) sdlo es derivable en cero;
(iii) f(x+iy) =2xy+i(y* —x?) es derivable en todo C;

(iv) f(x+iy) = e*(cosy+iseny) es derivable en todo C, y f'(z) = f(z) (z € C).

Resolucién. Como todas las funciones involucradas son de clase C!(R?), en virtud del Corolario 4.14 bastard verificar

el (in)cumplimiento de las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

(i) En todo punto de C, se tiene que df/dx+idf/dy=1#0y dg/dx+idg/dy =i+ 0. La Observacion 4.16(ii)

muestra que f y g no son derivables en ningin punto.
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(ii) Las partes real e imaginaria de f son u(x,y) = x(x2+y2) = +x? yv(x,y) = y(x2+y2) = X2y +y3.
Obligando a que

uy(x,y) = 3x2 —l—yz = x? —i—3y2 =vy(x,y), uy(x,y) = 2xy = =2xy = —vy(x,y),

necesariamente ha de tenerse x = £y y xy = 0, sistema cuya unica solucién es x =y = 0. Por tanto, f sélo es

derivable en el origen.

(iii) Ahora u(x,y) = 2xy y v(x,y) = y* —x%, con

ux(x7y):2y:vy(x7y)7 “y(xa)’) :ZX:—VX(X,y).
Por tanto, f es derivable en todo C.

(iv) En este caso, u(x,y) = e*cosyy v(x,y) = e*seny, para las que se cumple

u(x,y) = e*cosy = vy(x,y), uy(x,y) = —e*seny = —v(x,y).
Luego, f es derivable en todo C, con

f(x+iy) = ux(x,y) +ive(x,y) = (e" cosy) +i(e"seny) = e*(cosy +iseny) = f(x+iy).

4.3 Holomorfia

Definicion 4.18. Una funcion compleja f es holomorfa en un punto a si f es derivable en a y en todo punto de algiin

entorno de a.

Definicion 4.19. Sea Q un abierto no vacio de C. Se dice que una funcion f : Q — C es holomorfa en Q si f
es derivable en todo punto de Q. Denotaremos 7 (Q) el conjunto de todas las funciones holomorfas en Q. Las

funciones holomorfas en todo el plano complejo se llaman funciones enteras.

Observacion 4.20. (i) Los conceptos de derivabilidad y holomorfia en un punto no son equivalentes. La

holomorfia en un punto exige derivabilidad en todo un entorno de ese punto.

(ii) Una funcion compleja f(z) es analitica en un punto a si admite un desarrollo en serie de potencias de 7 — a que
es convergente en un entorno de a. Veremos en este tema que toda funcion analitica en un punto es holomorfa
en ese punto y, mds adelante en el curso, que el reciproco también es cierto; de aqui que sea frecuente manejar
indistintamente los términos «funcion analitica» y «funcion holomorfa». El término «funcion regular» también

se usa como sinénimo de los anteriores.
Ejemplo 4.21. (i) La funcion f(x+iy) = 2x*> +y+i(y* — x) no es holomorfa en ningiin punto de C.

(ii) Lafuncion f(x+iy) = x> —y* +x+i(2xy +y) es entera.
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Resolucion.

(i) Paraque f seaholomorfa en un punto debe ser derivable en ese punto, y para ello debe satisfacer las condiciones

de Cauchy-Riemann. Sean u(x,y) = 2x> 4+, v(x,y) = y* — x. Imponiendo que se verifican estas condiciones:

Mx(x7y) =4x = 2y = vy(x7y)a u}’(xvy) =1= —vx(x,y).

El cumplimiento de la primera de ellas obliga a que y = 2x, de modo que f sélo es derivable sobre los puntos

de esta recta. No es holomorfa en ningtin punto, ya que dicha recta no contiene ningiin abierto.

(if) En este caso, las condiciones de Cauchy-Riemann se satisfacen en todo el plano:

u(x,y) = x* —y?, v(x,y) = 2xy+,
Mx(%)’) =2x= Vy(xay)a uy(x,y) = _2y = —vx(x,y).

0

El Ejemplo 4.22 y la Proposiciéon 4.24 son consecuencia de la Definicién 4.19 y las reglas de derivacién

(Proposicion 4.6).
Ejemplo 4.22. (i) Los polinomios, es decir, las funciones de la forma
p(2)=cot+ciz+a+... 4t (z€Q),
concy € C (k=0,...,n), son funciones enteras. La funcion derivada de p viene dada por

P(2) =c1+2c243c3° ++ +nead' (z€C).

(ii) Las funciones racionales, es decir, las funciones de la forma

donde p(z) y q(z) son polinomios, son holomorfas en su dominio de definicion Q = {z € C : q(z) # 0}. La

funcion derivada de R viene dada por

/ - /
R =" (2)4(z) — p(2)4'(2) (e Q).
Observacion 4.23. En notacion compleja, la funcién del Ejemplo 4.21(ii) es f(z) = z*> +z. Compdrese con el Ejemplo
4.22(i).

Recordemos que un dlgebra sobre un cuerpo K es un espacio vectorial V sobre K, equipado adicionalmente con

una multiplicacién - : V x V — V que satisface, para cualesquiera u,v,w € V y todo A € K, las siguientes propiedades:

u-(v+w)=u-v+u-w; (v+w) u=v-ut+w-u u-(Av)=Au)-v=~Au-v).
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Proposicion 4.24. El conjunto 7€ (Q) de las funciones holomorfas en un abierto Q, con las operaciones suma y

producto de funciones definidas punto a punto, es un dlgebra.

Proposicion 4.25. Una funcion holomorfa en un dominio (abierto y conexo) cuya derivada es nula en todo punto es

constante.

Demostracion. Sea Q C C un conjunto abierto y conexo. Sea f € 7(Q) tal que f'(z) =0 (z € Q). Fijado z9 € Q,

definimos

A={z€Q: f(z) = f(z0)}.

Nétese que A # 0, pues zo € A. Ademds, A es un cerrado relativo de Q, porque f es continua. Afirmamos que A es
también abierto. En efecto, sea a € A. Como Q es abierto, existe r > 0 tal que D(a,r) C Q. Tomamos b € D(a,r) y
definimos ¢ : [0, 1] — C poniendo ¢(z) = f[(1 —t)a+1b] (t € [0,1]). Al ser f es derivable, con f'(z) =0 (z € Q), la

regla de la cadena (Proposicion 4.7) asegura que ¢ es derivable y que
¢'(t)=fl(1-t)a+tbj(b—a)=0 (r€[0,1]).
Por ser ¢ una funcién compleja de variable real, se tiene

¢'(1) = (Re) (1) +i(Se)'(1) =0 (r€[0,1])

(Observacion 4.2), lo que obliga a que

(Re)'(1) = (39)'(1) =0 (t€[0,1]).

Puesto que R, ¢ son funciones reales de variable real definidas en [0, 1], se sigue que son constantes. Luego, ¢ es
constante, y por lo tanto ¢(0) = f(a) = f(b) = ¢(1). En particular, f(b) = f(z0), de modo que b € A.

De la arbitrariedad de b y a se concluye que D(a,r) C Q, y que A es abierto. Como Q es conexo, no es posible
descomponerlo como unién disjunta de abiertos relativos no vacios. Encontramos asi que, necesariamente,

Q\ A =0, lo que permite concluir que Q = A, y de aqui que f es constante en Q. g

Corolario 4.26. Si dos funciones holomorfas tienen la misma derivada sobre un dominio Q y coinciden en un punto

de Q, entonces son idénticas.
Demostracion. En efecto: su diferencia es una funcién constante, y puesto que ambas coinciden en un punto, esa
constante debe ser cero. U
La siguiente proposicién pone de manifiesto que la holomorfia es més restrictiva que la derivabilidad real.
Proposicion 4.27. Sean Q un dominio de C y f € 5 (Q). Son equivalentes:
(i) Rf es constante en Q;
(ii) 3 f es constante en Q;

(iii) f € H(Q);
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(iv) f es constante en Q;
(v) |f| es constante en Q.

Demostracion. Sean f = u+iv, de modo que u =R f, v =S f. Es claro que la condicién (iv) implica todas las demds,
por lo que sélo resta demostrar las implicaciones reciprocas.

Veamos, primeramente, que (i) implica (iv). Por el Corolario 4.15, se tiene que f'(z) = f'(x +iy) = u,(x,y) —
iuy(x,y) para todo z € Q. Puesto que u = R f es constante en Q, necesariamente u,(x,y) = u,(x,y) = 0, probando que
f(z) =0 (z € Q). La Proposicién 4.25 ya conduce a (iv).

Para demostrar que (ii) implica (iv), observemos que si R(if) = —3 f es constante entonces, por lo que acabamos
de probar, if es constante, forzando a que f también lo sea.

Supongamos ahora que se verifica (iii). Ya que f € J2(Q) y f € (), la Proposicién 4.24 implica que (f +
f)/2=Rf € #(Q). Ahora bien, I(Rf) = 0 es constante, y como (ii) implica (iv), Rf es constante. Nos hemos
situado en la hipétesis (i) y ya hemos probado que (i) implica (iv), asi que f es constante.

Estableceremos, finalmente, que (v) implica (iv). Si [f(z)] = @ (z € Q), con a constante, entonces
f(2)f(z) = & (z € Q). En caso de que a = 0, necesariamente f = 0 y hemos terminado. En caso de que o # 0, f
no se anula en ningtn punto de ; de este modo, la funcién f = a?/f(z) estd en 7 (Q), es decir, satisface (iii), lo

que obliga a que f sea constante. U

4.4 Funciones armonicas conjugadas
Supongamos que f = u+iv es derivable en un abierto G C C. Entonces (Teorema 4.13), u,v admiten derivadas
parciales de primer orden en G, que satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann:
Uy = Vy, Uy = —Vy.

Si, ademds, u,v € C?(G), entonces

Upy = Vyx = Vey = —Uyy, Vix = —Uyx = —Uxy = —Vyy. 4
Definicién 4.28. La expresion u.+ uyy se representa por Au'y se llama laplaciano de u. La relacion Au = 0 se conoce
como ecuacién de Laplace. Una funcion u € C*(G) es arménica en G si Au= 0 en G.

Veremos mas adelante que, de hecho, las partes real e imaginaria de una funcién f € .7 (G) son de clase C*(G),

asi que, en virtud de (4), podemos afirmar que las partes real e imaginaria de una funcién holomorfa son arménicas.

Definicién 4.29. Dada una funcién armonica u € C*(G), se dice que v € C*(G) es arménica conjugada de u si
f =u-+ives holomorfa en G.

Teorema 4.30. Sea G un dominio simplemente conexo, en particular C 6 D(a,r) para ciertos a € Cy r > 0. Si
u € C2(G) es armdnica en G, entonces u admite una funcién arménica conjugada v € C*(G). Ademds, todas las

posibles funciones armonicas conjugadas de u en G difieren en una constante.

Demostracion. Supongamos que G es simplemente conexo. Tomando u como dato, hemos de resolver en v las

ecuaciones v, = P, v, = Q, donde P = —u,, Q = u,. Como u es armoénica, la forma diferencial @ = Pdx+ Qdy es
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cerrada: dQ/dx = dP/dy. Y como G es simplemente conexo, sabemos de cursos anteriores que, en tal caso, (P, Q)
es un campo vectorial gradiente en G, esto es, existe v € C1(G) tal que (—uy,u,) = (P,Q) = Vv = (vy,v,). De las
relaciones vy = —uy, vy, = u, y la hipétesis u € C*(G), se deduce que f = u-+iv € #(G) y que v € C>(G) es armbnica
en G.

Para completar la prueba, sean v;,v, dos armoénicas conjugadas de u en G, de modo que f| = u+iv; y
f> = u+iv, son holomorfas en G. Entonces, la funcién i(f, — f) = vi — v, es real y holomorfa en G. En virtud de la

Proposicion 4.27, vi — v, es constante. O

Ejemplo 4.31. Comprobar que u(x,y) = e*cosy es armonica en R?, y hallar una arménica conjugada.

Resolucién. Para todo (x,y) € R?, se tiene:

uy(x,y) = e€*cosy, uy(x,y) = —e*seny,

Uy (x,y) = e*cosy Uyy(x,y) = —e*cosy.

Por tanto, uy, + uy, = 0, probando que u = u(x,y) es arménica en R?. Para encontrar una armoénica conjugada v =

v(x,y), imponemos que v satisfaga las ecuaciones de Cauchy-Riemann:

vi(x,y) = —uy(x,y) = e*seny

Vy(xay) = uy(x,y) = e*cosy.

Integramos la primera ecuacion respecto de x: v(x,y) = ¢*seny+ h(y). Ahora, derivamos esta expresion respecto de
y y la igualamos a la segunda ecuacion: vy, = e*cosy+Hh'(y) = e*cosy. Se infiere que #'(y) = 0, de donde h(y) = C,
siendo C una constante arbitraria, y concluimos que v(x,y) = e¢*seny+ C. Como nos piden inicamente una arménica

conjugada podemos elegir C = 0, lo que proporciona v(x,y) = ¢*seny. Compdrese con el Ejemplo 4.17(iv). O

Ejemplo 4.32. Hallar todas las funciones enteras cuya parte real es u(x,y) = x> — 3xy*.

Resolucion. El problema se reduce a comprobar que u = u(x,y) es una funcién arménica en R? y determinar sus

arménicas conjugadas. En efecto, para todo (x,y) € R?, se tiene:

(x,y) = 3x% =3y, ty(x,y) = —6xy,
Uy (x,y) = 6x Uyy(x,y) = —6x.

Por tanto, i, + uy, = 0, probando que u = u(x,y) es arménica en R?. Para determinar sus arménicas conjugadas

v =v(x,y), imponemos que v satisfaga las ecuaciones de Cauchy-Riemann:

ve(X,y) = —uy(x,y) = bxy
vy(,y) = ue(x,y) = 3x% — 3y”.

Integramos la primera ecuacién respecto de x: v(x,y) = 3x?y + h(y). Ahora, derivamos esta expresién respecto de
y y la igualamos a la segunda ecuacién: vy, = 3x> + #'(y) = 3x*> — 3y%. Se infiere que /'(y) = —3y?, y de aqui que
h(y) = —y* +C, siendo C una constante arbitraria. Concluimos que v(x,y) = 3x>y —y* +C.
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Las funciones enteras pedidas serdn
FOoy) = ulx,y) +iv(x,y) = (¢ =307%) +i(3x%y = +C), (5)

donde C es cualquier constante real. Por simple inspeccién, o bien haciendo las sustituciones

x_z+2 72—z
T2 YT

advertimos que f(z) = z> 4 iC. Alternativamente, para obtener f como funcién de z se puede aplicar el método de

Milne-Thomson, consistente en hacer x =z e y = 0 en (5), con idéntico resultado. ]

Observacion 4.33. Es posible calcular la armdnica conjugada siguiendo el mismo procedimiento de los Ejemplos
4.31 y 4.32, pero comenzando por integrar la segunda ecuacion respecto de y en vez de la primera respecto de x, si
aquella integral resultara mds sencilla de calcular que esta. En tal caso, la primitiva contendrd, en principio, una
funcion arbitraria de x, que habrd que determinar por derivacion e igualacion con la primera de las ecuaciones del

sistema.

5 Sucesiones y series funcionales

5.1 Sucesiones funcionales

Una sucesion funcional o sucesion de funciones es una sucesion cuyos términos son funciones. Formalmente, se trata
de una aplicacién que a cada nimero natural le asigna una funcién, en nuestro caso, compleja.

Consideremos una sucesién de funciones {f,},_,,con f,:AC C— C (n € N).

Definicién 5.1. Se dice que {f,},_, converge puntualmente en un punto a € A si la sucesion de niimeros complejos

{fu(a)},_, converge. El campo de convergencia puntual de la sucesion { f,},_, es el conjunto
C={zeA:{fu(z)},_, converge},

y su limite puntual es la funcion f : C — C, definida por

f(z) = lim f£,,(z).

n—oo

Definicion 5.2. Se dice que {f,},_, converge uniformemente a una funcion f en un conjunto B C A si

lim sup{|fu(2) — /()| : 2 € B} =0,

es decir, si para todo € > 0, existe N € N tal que n € Nyn > N, implican |f,,(z) — f(2)| < € (z € B).

Teorema 5.3 (Criterio de Cauchy para la convergencia uniforme). Una sucesion de funciones {f,},_, converge
uniformemente en B si, y solo si, verifica la condicion de Cauchy uniformemente en B, esto es, si para todo € > 0,

existe N € N tal que p,q € Ny p,q > N implican

sup{|fp(z) — f4(2)| :z€ B} <. (6)
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Demostracion. Supongamos que {f, },~_, converge uniformemente en B a una funcién f. Dado € > 0, existe N € N

tal que p € N, p > N implican
€

sup{|fp(z) — f(2)] 2 € B} < 5

Por tanto, para p,q € Ny p,q > N se cumple

@)= £,@)] < 1@~ f@+|fuD) - FD| < 5+5 =€ (zeB),

de donde sigue (6), como necesitdbamos probar.
Reciprocamente, supongamos que dado € > 0 existe N € N de modo que (6) se verifica siempre que p,q € Ny

P.q > N. Entonces, para cada z € B, la sucesién de nimeros complejos { f,(z)},_, satisface la condicién de Cauchy:

|fp(2) = fo(2)| < sup{|fp(w)— fy(w)| :we B} <& (p,geN, p,g>N). 7)

De la completitud de C se infiere que { f,(z)},_, converge para cada z € B. Definimos f : B — C por

f(z)=lim f,(z) (z€B).

n—yoo

Ahora, {f,},_, converge uniformemente a f en B. En efecto, fijando z € By p > N en (7) y tomando limites para

q — oo resulta

1fp(2) = f(2) <e.

La arbitrariedad de z € B permite concluir que

sup{|fp(z) —f(2)|:z€B}<e (peN, p>N),

completando la prueba. U

Proposicion 5.4. El limite de una sucesion uniformemente convergente de funciones continuas es también una funcion

continua.

Demostracion. Sean f,, f : BC C — C, con f, continua (n € N), tales que {f, };~_, converge uniformemente a f en
B. Fijado z € B, se pretende probar que f es continua en z.

Dado € > 0, la convergencia uniforme permite encontrar N € N tal que

fQ-A@I<3  WW)—fWI<3 (weB).

Como fy es continua en z, existe § > 0 tal que
€
WO=fWI<5  (WeB —w <)

Consecuentemente:

E €& &

@)= fWI < 1f@) = @I+ @) = W)+ fvw) = fW)| < 3+ 3 +3=¢ (weB, [z—w| <J).
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Se concluye que f es continua en z. g

5.2 Series funcionales

Dada una sucesion funcional {f,},_,, es posible formar a partir de ella otra sucesién {F,},”_; cuyo término n-ésimo

se obtiene sumando consecutivamente los de la sucesion dada:
n
E1=:2:fk OlG]N)
k=1

Definicién 5.5. La sucesion {F,},_, se llama serie de término general f,, y se representa por Y, fn.

Como las series de funciones son sucesiones funcionales, cabe aplicarles las anteriores definiciones de
convergencia puntual, campo de convergencia puntual y convergencia uniforme. Ademds, se comprueba

inmediatamente:

Proposicion 5.6. Condicion necesaria para que la serie Y, | f, converja puntualmente (respectivamente,
uniformemente) en un conjunto A es que la sucesion {f,},_, converja puntualmente (respectivamente,

uniformemente) a cero en A.

Definicion 5.7. Se dice que la serie Y, | f, converge absolutamente en un punto a € A si converge la serie

Y i |fu(a)|. El campo de convergencia absoluta de la serie es el conjunto

ZEA: Z | fu(2)| converge
n=1

Al igual que ocurre con las series de nimeros complejos, la convergencia absoluta de una serie funcional implica
su convergencia, pero el reciproco es falso, en general. A continuacion estableceremos algunos criterios de

convergencia.

Teorema 5.8 (Criterio M de Weierstrass). Sea Y, ; f, una serie de funciones complejas definidas en un conjunto

A C C. Supongamos que existe una sucesion {M,}, _, de niimeros reales positivos tal que:
() [fa(x)| <My (z€A, nEN).
(ii) La serie Y, M, es convergente.

Entonces la serie Y ., fn converge absoluta y uniformemente en A.

Demostracion. Por el criterio de comparacién para series de términos positivos, (i) y (ii) implican que la serie
Yoo |fa(z)| converge para z € A. A fin de probar la convergencia uniforme en A, veamos que Y., f, satisface la
condicién de Cauchy uniformemente en A.

Como la serie },,_; M, converge, cumple la condiciéon de Cauchy: dado € > 0, existe N € N tal que p,g € Ny
g > p > N implican

q
2: M < €.
k=p+1
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Luego, para g > p > N y todo z € A se verifica

Y hEl< Y M<e.

k=p+1 k=p+1

Zq: fi(@)] <

k=p+1

Y AE@-Y A6 =
k=1 k=1

Teorema 5.9 (Criterio de Dirichlet). Sean {a,},_, CRy Y ", f, una serie de funciones complejas definidas en un

conjunto A. Supongamos que:

(i) la serie Y, | f, tiene sumas parciales uniformemente acotadas en A;

(ii) {an},_, es mondtonay converge a cero.
Entonces la serie funcional Y, a, f, converge uniformemente en A.
Demostracion. Pongamos F, = Y _| fx. De la formula de sumacién por partes de Abel para series numéricas se
deduce que

q
Z ap+ifp+k(2) Z k(@) (apik — apiin1) + Fpig(@aprgn —Fp(R)api (z€A, p,g €N). (®)

Asumamos que {a,}, ; es decreciente (y, por tanto, de términos positivos), y sea M > 0 tal que |F,(z)| <M (z €
A, n € N). Tomando valores absolutos en (8), resulta:

q
Z Apik—Apiir1) +Mayi g1 +Mayy

k=
M(api1—apygi1) +Mapgi1+Mayy =2Ma, 1 =2Mlay 1| (2€A, p,geN).

Similarmente, en caso de que {a,},_, fuese creciente (y, por tanto, de términos negativos), obtendriamos

q
Z Ap-+k+1 —Clp+k) —Map g1 —Map iy

k=
M (apigi1 —ap1) —Mapi g1 —Mapy = —2Map ) =2M|ap1| (2 €A, p,q €N).

Ya que {a,},_, converge a cero, dado € > 0, existe N € N tal que p € Ny p > N implican |a,| < £/2M. Luego,

ptq

Z ar fi(2) Z ar fi(z

q
= Zap+kfp+k(z) §2M|ap+1’<8 (ZEA, quEvazN)
k=1

Consecuentemente, la serie funcional ) ,_; a, f,, verifica la condicién de Cauchy para la convergencia uniforme en A,

y por lo tanto (Teorema 5.3) converge uniformemente en A. U

Teorema 5.10 (Criterio de Abel). Sean {a,},_, C Ry Yo, fu una serie de funciones complejas definidas en un

conjunto A. Supongamos que:
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(i) paracadaz €A, {f,(z)},_, es una sucesion mondtona de niimeros reales, y la sucesion funcional { f,,},_, estd

uniformemente acotada en A;
(ii) la serie Y, _, a, converge.
Entonces la serie funcional ), a, f, converge uniformemente en A.

Demostracion. Pongamos A, = Y}_, ax (n € N). Intercambiando los papeles de a; y fi en la igualdad (8) resulta:

Z ap+kfp+k ZApHc prrk( ) _fp+k+1(z)] +Ap+qu+q+l (Z) _Apfp+l (Z) (Z €A, pge N)'

Pongamos ahora A = Y;" | a,. Teniendo en cuenta que

q
Z fp+k fp+k+1( )] :fp+1(z)_fp+q+l(z) (z€A, p,geN),

podemos escribir:

q
Z apikfp+(2)

S

Z prk—A [fp+k( )_fp+k+l(z)] +(Apig—A) fprqr1(2) —(Ap —A) fp11(z) (z€A, p,geN).

Sea M > 0 tal que |f,(z)| <M (z€ A, neN). Y dado € > 0, sea también N € N tal que |A, —A| < £/4M siempre

que p € Ny p > N. Tomando valores absolutos en la igualdad anterior encontramos que

£
4MZ‘fp+k = fpriri(z )\+§ (z€A, p,geN, p=N).

Como para cada z € A la sucesion {f,(z)},_, es monétona, las diferencias fp(z) — fp1i+1(z) (z €A, p,k € N) son

todas positivas o todas negativas, asi que

Z | fpsk(2) = fpinr1(2)] = | frs1(2) = friqr1(2)| <2M  (z€A, p,geN).

q
Z [fp+k fp+k+1 ]

Sigue que

ptq

Z ar fi(z Z ar fi(z

£ omyt A N. p > N).
< +2 (z€A, p,geN, p>N)

q
= Zap+kfp+k z)
=1

Se concluye que la serie de funciones Y, a, f, verifica la condicién de Cauchy para la convergencia uniforme en A,

y con ello (Teorema 5.3) que dicha serie converge en A. g

5.3 Series de potencias: analiticidad

En lo que sigue denotaremos No = NU{0}.
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Definicién 5.11. Dados una sucesion de niimeros complejos {c,}, _ y un niimero a € C, se llama serie de potencias

centrada en a a la serie Y, cn(z— a)", definida por la sucesion funcional

fO(Z) = Co,
(@) =cp(z—a)" (neN).

La sucesion {cn}, o, y el nimero complejo a se denominan sucesién de coeficientes y centro de la serie,

respectivamente.

Proposicion 5.12 (Lema de Abel). Sea p > 0 tal que la sucesion {c,p"},_, estd acotada. Entonces, la serie

Y ocn(z—a)" converge absolutamente en el disco D(a,p), y uniformemente en compactos K C D(a,p).

Demostracion. Consideremos un compacto K C D(a,p), y sea r = max{|z—a| : z € K} < p. Puesto que {c,p"},

estd acotada, existe M > 0 tal que |c,p"| <M (n € Np). Consecuentemente,

r r\"
ne= | = e =l <l = lp"| 5 < (1) (K, me o)
p p
La serie Y~ (r/p)" es geométrica de razén menor que 1, y por lo tanto converge. El criterio M de Weierstrass
(Teorema 5.8) asegura ahora que la serie Y c,(z — a)" converge absoluta y uniformemente en K. Como la serie

converge absolutamente en cualquier compacto contenido en D(a, p), converge absolutamente en todo el disco. [

Introducimos el conjunto
A={p >0:{c,p"},_, estd acotada}, )

y definimos R = supA € [0, +0|. Se pueden presentar los siguientes casos:

e R =0. Entonces A = {0}, asi que si z # a la sucesién {c,(z—a)"},_, no estd acotada y, en particular, no
converge a cero; por tanto, la serie de potencias Y-, c,(z —a)" no converge. En este caso se dice que que la

serie de potencias es frivial, pues converge Ginicamente para z = a.

e 0 <R < +oo.Sean K C D(a,R) compactoy r =max{|z—a| : z € K} < R. Por definicién de supremo, existe p €
Atal que r < p < R. Aplicando el lema de Abel (Lema 5.12) con este p deducimos que la serie Y ¢, (z—a)"
converge absoluta y uniformemente en K. Como K es un compacto arbitrario contenido en D(a,R), concluimos
que la serie converge absolutamente en D(a,R) y uniformemente en compactos contenidos en dicho disco. Si
|z—al > R, entonces la sucesién {c,(z —a)"},_, no estd acotada y, por tanto, la serie no converge. Nada puede

afirmarse, en general, del comportamiento de la serie en la frontera del disco D(a,R).

e R = +oo. Ahora el argumento anterior vale para cualquier compacto K C C, de modo que la serie converge

absolutamente en C y uniformemente en compactos de C.

Definicion 5.13. El niimero R recibe el nombre de radio de convergencia de la serie. Ademds, si la serie de potencias
no es trivial, llamaremos dominio, disco o circulo de convergencia de la serie al disco abierto D(a,R) (recuérdese el
convenio D(a,+o0) = C).

Noétese que el dominio de convergencia estd caracterizado por la propiedad de que dentro de élI la serie converge

absolutamente, mientras que fuera de él no converge. También se observa que el radio de convergencia sélo depende
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de la sucesién {c, },_, de coeficientes de la serie, y no del centro de ésta. Los siguientes criterios, que se deducen de

los correspondientes para series numéricas, permiten calcularlo en muchos casos.

Teorema 5.14 (Criterio del cociente o de D’Alembert). Sea {c,},_ la sucesion de coeficientes de una serie de

potencias. Supongamos que los términos de esta sucesion son distintos de cero desde uno en adelante, y que existe

e oy

=L e [0,+00].

Entonces el radio de convergencia de la serie es R = 1/L, con los convenios siguientes: R =0 si L = oo, y R = +o0
siL=0.

Demostracion. Sea a el centro de la serie, y fijemos z € C. Si 0 < R < 4o entonces

lim ‘CVH-]‘ |Z_a|n+l

n;)oo—’CnHZ_a’n :L‘Z_a‘y (10)

y el criterio del cociente para series numéricas asegura que Y, ¢,(z —a)" converge absolutamente cuando L|z —a| <
1, esto es, cuando |z —a| < 1/L, pero no converge cuando L|z —a| > 1, esto es, cuando |z —a| > 1/L. Atendiendo a
la observacién precedente, el radio de convergencia de la serie es R = 1 /L.

Si L = 0 entonces (10) vale cero, que es menor que 1, y por el mismo criterio para series numéricas deducimos
que la serie converge absolutamente para todo z € C, de modo que R = +eo. Finalmente, si L = 40 y 7 # a entonces

(10) vale +oo, que es mayor que 1, de modo que la serie no converge y, por tanto, R = 0. U

Teorema 5.15 (Criterio de la raiz o de Cauchy). Sea {c,},_ la sucesion de coeficientes de una serie de potencias.
Si lim,, e /|cn| = L € [0,4o0] entonces el radio de convergencia de la serie es R = 1/L, con los mismos convenios

anteriores.

Demostracion. Es andloga a la del criterio de D’ Alembert. O

Estos criterios son bastante restrictivos: ninguno de ellos permite estudiar, por ejemplo, la convergencia de una
serie de potencias cuyos coeficientes sean cp,—1 = 1/2", ¢z, = 1/3" (n € N). En efecto, si intentamos aplicar el
criterio del cociente obtenemos dos subsucesiones, segtin que el numerador sea par o impar, convergentes a cero y a

~+o0, respectivamente:

e 1730 [2)"
= =(Z) >0 do n — oo,
o1 1/211 3 cuando n

i 12701 /3\"
cont1 1/ — <2> — oo cuando n — oo;

cm  1/30 2

mientras que si intentamos aplicar el criterio de la raiz, obtenemos de nuevo dos subsucesiones, convergentes a 1/+/2

y a 1/4/3, formadas por los términos impares y pares, respectivamente:

N | 1 ) 1 1
2 \1/ |C2n_]‘ = W — ﬁ cuando n — oo, 2\/ ‘Czn‘ = W = % — % cuando 7 — oo.

Por tanto, en ninguno de los dos casos existe el limite de la sucesidén que proporcionaria el inverso del radio de
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convergencia. El Teorema 5.16 da una férmula para calcularlo en términos del limite superior, en vez del limite, de la
raiz n-ésima del médulo de la sucesion de coeficientes.

Recuérdese que si {a,},_, es una sucesién de nimeros reales, se define el limite superior de dicha sucesion,
limsup,_,., a,, como el limite de la sucesién {b, },,_,, donde b, = sup{ay : k > n}. La sucesién {b,}_, es monétona
creciente y por lo tanto siempre converge: a un limite finito si {a,}, _, estd acotada superiormente, 6 a oo en caso
contrario. Dualmente, el limite inferior de la sucesién {a, },._, se denota liminf, .. a, y se define como el limite de la
sucesion {d,}, _,, donde d, = inf{ay : k > n} . La sucesi6én {d, }:~_, es monétona decreciente y por lo tanto siempre
converge: a un limite finito si {a, }, _, estd acotada inferiormente, 6 a —co en caso contrario.

Asi pues, a diferencia del limite de una sucesion, que puede o no existir, sus limites superior e inferior siempre
existen (finitos o infinitos); la sucesioén es convergente si, y s6lo si, los limites superior e inferior coinciden, y en
tal caso ese valor comin es el valor del limite. A la hora de calcular el limite superior (respectivamente, inferior)
de una sucesion, es ttil tener en cuenta que éste es el supremo (respectivamente, infimo) de los limites de todas las

subsucesiones convergentes de la sucesién dada.

Teorema 5.16 (Férmula de Cauchy-Hadamard). El radio de convergencia R de una serie de potencias Y . c,(z—a)"

viene dado por

1
R= —""7—, an
limsup v/ |cp|
n—oo

con los convenios usuales.

Demostracion. Sean A como en (9) y L = limsup,, ., V/|ca| € [0, +o0].
Supongamos primeramente que L = oo, es decir, que {«”/Cn}:;o no estd acotada. Afirmamos que {c,p"}, _, no

estd acotada para ningin p > 0. De lo contrario, existirian p >0y M > 1 tales que |c,| p" <M (n € Ny). Asi,

ll/M M

Vi< —<— (neNy)
p p

y {{/|cn| i estarfa acotada, en contra de la hipétesis. Por tanto, A = {0} y R =0.

Supongamos ahora que L € [0, 4c0). Vamos a probar las implicaciones:
pL<1=pcA=pL<1 (p>0).

Supuesto probadas, si L = 0 cualquier p > 0 es tal que pL < 1; luego, [0,+) CA, y R=+oo. Y si 0 <L < +oo
entonces [0,1/L) C A C [0,1/L], obligando a que R = 1/L y completando la prueba.

Establezcamos, pues, la primera implicacién. Sean p >0y b, = sup{\”/m :k>n} (n € Np). Por definicion
de limite superior es L = lim,_,.b,. Asumamos que pL < 1; entonces existe N € Ny tal que pby < 1, de donde
p \"/m <1, 0bien p"|c,| < 1, siempre que n > N. Consecuentemente, la sucesién {c,p"}, _, estd acotada, y p € A.

Demostremos ahora la segunda implicacién. Supongamos que p € A y, sin pérdida de generalidad, que p > 0.
Entonces {c,p"},_, estd acotada, esto es, existe una constante M > 1 de modo que |c,|p" <M (n € Ny). Extrayendo

raices de orden n encontramos que /|c,| < v/M/p (n € Ny). Fijemos g € Ny, arbitrario; la desigualdad anterior es

cierta para cada n € Ny, en particular para todo n > ¢, con lo cual

Sons oy < OO
by = sup{ |Cn|¢”261}§77
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donde hemos usado que para M > 1 la sucesion {v/M};>_, es decreciente. Asi pues,

que tomar limites cuando g — oo ya concluimos que pL < 1.

pby < /M (q € Ny); sin mds
OJ

Ejemplo 5.17. La discusion que precede al Teorema 5.16 y la formula (11) muestran que el radio de convergencia

de cualquier serie de potencias cuya sucesion de coeficientes venga dada por cop—1 = 1/2", ¢z, = 1/3" (n € N), es

R=2

Observacioén 5.18. Recordemos el siguiente hecho conocido del cdlculo elemental: para toda sucesion de niimeros

positivos {a, },_,, se verifican las estimaciones

An+1

. . a .. . .
liminf ! < liminf/a, < limsup /a, < limsup
—00

n—eo ay n n—yoo n—roo ap

Asi pues, si existe
. Aap1
lim
n—e  q,

)

las cuatro cantidades coinciden y

. an+1 .
lim — = lim /a,,.
n—eo n—sco

Por consiguiente, cuando tiene sentido y existe el limite del cociente de un término al anterior de la sucesion de

coeficientes de una serie de potencias, recuperamos el criterio del cociente (Teorema 5.14) a partir de la formula de

Cauchy-Hadamard (11): |

1m
ne oy

R =

Ejemplo 5.19. Calcular el radio de convergencia de la serie

oo

Y1+ (1)),

n=0
Resolucion. Se tiene que
2, npar
1+(-1)"= P
0, nimpar;
luego,
limsup[l + (—1)"] = 2.

n—soo

De acuerdo con la férmula de Cauchy-Hadamard (11), el radio de convergencia de la serie dada es:

1

1

1
N limsup v/|cp| B limsup /|14 (—1)"|" ~ limsup[1+(=1)" 2
n—soo

n—oo n—eo

También se puede estudiar la convergencia de esta serie teniendo en cuenta que

oo oo

Z [1 + (_l)n]nzn — Z 22nz2n.

n=0 n=0
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Haciendo el cambio de variable w = z2 obtenemos la serie

oo

Z 4_nwn7

n=0
a la que aplicamos el criterio del cociente (Teorema 5.14), o el de la raiz (Teorema 5.15):

4n+1
lim —— = lim V4" = 4,

n—oeo 4N n—oo

resultando que el disco de convergencia de la serie transformada es |w| < 1/4. Deshaciendo el cambio de variable,

concluimos nuevamente que el radio de convergencia de la serie original es R = 1/2. U

Al derivar término a término una serie de potencias obtenemos otra serie de potencias con el mismo radio de

convergencia que la de partida (Teorema 5.21). Para probar este resultado nos apoyaremos en el siguiente:

Lema 5.20. Las series de potencias
Z cn(z—a)" y Z ney(z—a)™!
n=0 n=1

tienen igual radio de convergencia.

Demostracion. Las series Yoo nc,(z—a)" 'y
(z—a) Y nealz—a)"' =Y nea(z—a)
n=1 n=1

convergen para los mismos z € C y, por tanto, tienen igual radio de convergencia. La férmula de Cauchy-Hadamard

(11) garantiza que el radio de convergencia de esta dltima serie viene dado en funcién de
limsup y/n|cy|.
n—oo
Para probar el lema basta con justificar la igualdad
limsup v/n|c,| = limsup {/|cy]-
n—yoeo n—oeo

A tal fin, pongamos

by = sup{+/|ck| : k>n}, B, = sup{/k|ck| : k > n}.

Teniendo en cuenta que la sucesion {/n}:_, es decreciente desde un término en adelante, resulta que
by < B, <b,/n (n€N, n grande);

y puesto que lim,,_,. /n = 1, concluimos que lim,,_. §, = lim,,_, b,,, como se pretendia.

Para las propiedades de la sucesién {y/n}?"_, utilizadas en esta demostracién, véase el Ejercicio 18. U
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Teorema 5.21 (Derivacién de una serie de potencias). Sean a € C, ¥~ c,(z— a)" una serie de potencias no trivial,

Q su dominio de convergencia, y f : Q — C la funcion suma de la serie:
=Y cz—a)" (z€Q).

Entonces f es indefinidamente derivable en Q y, para cada k € N, su derivada k-ésima se obtiene derivando la serie

término a término k veces:

oo

fPR)=Y nn—1)(n—k+1)ca(z—a)"* (z€Q).
n=k

En particular, f®) (a) = k¢, (k € No) 6, lo que es lo mismo,

% (a)
k!

Cy = (kEN()).

Demostracion. No se pierde generalidad suponiendo que a = 0; de lo contrario, bastaria considerar la funcién
Z CnZ Z € Q

que satisface f(z) = g(z—a), de modo que f es derivable si g lo es y las derivadas de f en a son las derivadas de g en

CEro.

Sea, pues, f(z) = L ocnd" (z € Q). Fijado b € Q, pongamos

f@)—f) ¢ 2= -
0@ =" = Yo T =Y ml) eo\ (b)),
donde p,(z) = cx Xj_, "7 Jb/~! (n € N). Para ver que f es derivable en b, necesitamos demostrar que ¢ tiene limite

en este punto.

Ya que Q es un abierto, algiin § > 0 es tal que D(b,8) C Q. Si z € D(b,8), se cumple que |z| < |b|+ 8 y, en
particular, |»| < |b|+ 8, con lo cual

pn(2)| < nlcal (16]+8)""  (z€D(b,8), neN). (12)

Pretendemos aplicar el criterio M de Weierstrass (Teorema 5.8) a la serie funcional ), p,; para ello, veamos

que la serie numérica

Y nlcal (J6]+8)"! (13)
n=1

es convergente. Por el Lema 5.20, ¥, nc,w" ! tiene el mismo radio de convergencia que ¥, c,w", y esta dltima
serie converge en Q. El disco D(b, 8) estd contenido en Q y en él hay puntos de médulo igual a |b| + & (por ejemplo,
wo=b+0b/|b| sib#0,ywy= 6 si b=0). Como las series de potencias convergen absolutamente en su dominio
de convergencia, se infiere que (13) converge. Ahora, la estimacion (12) y el criterio de Weierstrass entrafian la

convergencia uniforme de la serie Y", p, en el disco D(b,§), asegurando que la funcién suma de dicha serie es
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continua en ese disco (Proposicion 5.4). Luego, podemos escribir:

lﬂ(p = 11m Z pn(z ,;pn(b) =) ne,b" 1.

Hemos probado asi que f es derivable en b, con
= Z ne,b" L.
n=1
Puesto que b € Q es arbitrario, se concluye que
=Y ne, ' (zeQ).

Procediendo por induccién se comprueba que f tiene derivadas de todos los érdenes en €2, con

S}

FR(z) = Z nn—1)---(n—k+1)c,2" % (z€Q).

n=k
Haciendo aqui z = O resulta finalmente
&) (o
k!
lo que completa la demostracién. O
Ejemplo 5.22. Estudiar la convergencia de la serie
- n
; Sz (14)

y calcular su suma.

Resolucion. La serie (14) resulta de derivar término a término la serie
[=5) 1 nn
ZO 5 =i, (15)

que es geométrica de razén (z —i)/5 y, por tanto, converge absolutamente si |z — i| < 5. Se puede entonces asegurar
lo mismo para la serie derivada, con lo que el disco de convergencia de (14) es D(i,5). Para obtener la suma de (14)
se puede utilizar de nuevo la serie (15): al ser una serie geométrica de razén (z —i)/5, se sabe que su suma coincide

en D(i,5) con la funcién
1 s
o z—1 5+4i-7

de modo que
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Definicion 5.23. Sea f una funcion indefinidamente derivable en un abierto Q C C, y sea a € Q. La serie de potencias

n

o £(n)(g
Zof '( )(Z—Cl)n

se llama serie de Taylor de f en el punto a. Una serie de Taylor en el punto a = 0 se denomina serie de Maclaurin.
Corolario 5.24. Las tinicas series de potencias no triviales son series de Taylor (de su funcion suma).
El resultado anterior conduce a la definicién de funcién analitica.

Definicion 5.25. Sea Q un subconjunto abierto de C. Se dice que una funcion compleja f : Q — C es analitica en
Q cuando localmente admite una representacion como la funcion suma de una serie de potencias, es decir, si para

cada b € Q existen un disco abierto D (b,pp) C Q 'y una serie de potencias
Y P -b), (16)
n=0

cuyo dominio de convergencia contiene a D (b, py), tales que

oo

f@=Y P =b)" (z€D(b,py)).

n=0

En virtud del Teorema 5.21, una funcién analitica f en un abierto Q es indefinidamente derivable en Q y todas

sus derivadas son también analiticas. Ademads, los coeficientes de la serie (16) vienen dados por

b
cp' = (HGN()).

Equivalentemente, una funcién f es analitica en un abierto Q si es indefinidamente derivable en dicho abierto y para
cada b € Q, la serie de Taylor de f en b converge y su suma es igual a f en algin disco abierto centrado en b y

contenido en Q.
Corolario 5.26. Toda funcion analitica en un abierto Q C C es holomorfa en Q.
Veremos en el préximo tema que el reciproco de este corolario también se cumple.

Ejemplo 5.27. Obtener una serie de Maclaurin que coincida con la funcion

3
C1-2z

f()
en algiin disco del plano complejo, y estudiar su dominio de convergencia.

Resolucion. La funcién f es el triple de 1a suma de los términos de una progresion geométrica de razén 2z y, por tanto,

oo oo

f2)=3) (22)"=3 ;)2”5’-

n=0

Esta serie converge si |2z| < 1, es decir, si |z| < 1/2. Su dominio de convergencia es el disco D(0,1/2). O
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Ejemplo 5.28. Obtener una representacion de la funcion

_22+1
11—z

f(2)

en serie de Maclaurin, y estudiar su dominio de convergencia.

Resolucion. De nuevo con el auxilio de la serie geométrica, encontramos que f admite el desarrollo

3 oo oo
f@)==24+1= =-2+43) " =1+3) 2",
B n=0 n=1

cuyo dominio de convergencia es el disco unidad abierto. g

Concluimos esta seccién con un resultado de gran utilidad para calcular la suma de una serie de potencias en

puntos de la frontera de su disco de convergencia.

Proposicién 5.29 (Continuidad radial). Sea Y, c,z" una serie de potencias con radio de convergencia 0 < R < 4-oo.
Sea f : D(0,R) — C la funcion suma de la serie, y supongamos que ésta es convergente en un punto zo de la frontera

del disco D(0,R). Entonces se verifica que

lim f(rz0) = Y cap.
r—1
0<r<l1 n=0
Demostracion. La sucesion funcional r +— 1" (n € Ny) estd uniformemente acotada en [0, 1], y para cada r € [0, 1], la
sucesion numérica {r"};>_, es moné6tona decreciente. Ademds, la serie numérica Y, ¢,z converge, por hipétesis. El
criterio de Abel (Teorema 5.10) asegura entonces que la serie Yo yc, (r20)" = Yoo ¢, 1"z converge uniformemente
para r € [0,1]. Por tanto, su suma es una funcién continua en dicho intervalo (Proposicién 5.4) y, en particular, es
continua en r = 1, es decir,

. . n

lim f(rzo) = lim Y ¢, (rz0)" = Y ca2,

r—1 r—1

0<r<1 0<r<1 n=0 n=0

como necesitibamos demostrar. t

6 Funciones complejas elementales

6.1 Exponencial compleja

Definicion 6.1. Se llama exponencial compleja a la funcion

oo

exp()=Y 7 (€C)

n=0
El criterio del cociente permite probar que, en efecto, la serie anterior converge para todo z € C:

n . ! . 1
lim €] zhmni:hm =0.
n—eo | cy n—e (n41)!  nseon+1
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Proposicion 6.2. Se tiene:
(i) exp'(z) = exp(z) (z € C). En particular, la exponencial compleja es una funcion entera.

(ii) exp(0) = 1.

(iii) Para x € R, exp(x) coincide con la exponencial real; esto es, la exponencial compleja extiende a la exponencial

real, lo que justifica la notacion exp(z) = €.

(iv) Las propiedades (i) y (ii) caracterizan a la funcion exponencial: si ¢ € 7 (C) es tal que ¢'(z) = ¢(z) para
todo z € Cy @(0) = 1, entonces ¢(z) = exp(z) (z € C).

(v) Férmula de adicién: exp(z+w) = exp(z) exp(w) (z,w € C).

(vi) [exp(z)] ' = exp(—z) (z € C).

vii) Férmula de Euler: si t € R, se cumple que exp(it) = cost +isent = e''. En particular
(vii) ple que exp p

&T+1=0.

(viii) Siz=Rz+i3z € C, entonces
exp(z) = e (cos 3z +isen3z).

Por tanto,

lexp(z)] = €™, 3z € arglexp(z)] (zeC).

(ix) La exponencial compleja carece de ceros.

(x) La exponencial compleja es una funcion periédica de periodo 27i: para z,w € C, se tiene que exp(z) = exp(w)

si, y s6lo si, z—w € 2WiZ.
(xi) La exponencial compleja es una funcion analitica en todo el plano.
Demostracion.

(i) Puesto que la exponencial estd definida como una serie de potencias convergente, para derivar la funcién basta

con derivar la serie término a término (Teorema 5.21):
|
]

= f 2ot o F L 1

n:1 n=0

=exp(z) (ze€C).

(ii) Haciendo z = 0 en la serie que define a la exponencial se anulan todos los términos menos el primero, que vale
1.

(iii) Recuérdese que
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(iv) Fijado a € C, pongamos h(z) = ¢(a —z)exp(z) (z € C). Entonces

W (z) = —¢'(a —z)exp(z) + @(a — z) exp'(z)
= —@(a—z)exp(z) + p(a—z)exp(z) =0 (z€C),

asi que £ es constante en C (Proposicion 4.25). Se sigue que h(0) = h(a), esto es, que @(a) = exp(a). La

arbitrariedad de a € C completa la prueba.

(v) Seaa € C,y pongamos h(z) = exp(a—z)exp(z) (z € C). Como i'(z) =0 (z € C), hes constante, y h(0) = h(z)
(z € C); esto es, exp(a) = exp(a —z) exp(z) (z € C). Ahora, dados z,w € C, sin mds que sustituir a = z+w se
obtiene que exp(z+w) = exp(z) exp(w).

(vi) Por la férmula de adicion,

exp(z)exp(—z) = exp(0) = 1.

(vii) De la definicién de la exponencial compleja se desprende que

o n 1 ' 2n+1 1 .
— . n __ _ — _
exp(it) = Z (i) —r}gloloz k'(lt) —r}gl; Y, (i)
n—=0 k=0 =0
LD o (CDE
=1 ¢ 2l
s kg;) (24)! +’k§)(2k+1)v

(viii) Se tiene:

exp(z) = exp(Rz+i3z) = e exp(i3z) = e¥¥(cosSz+isen3z) (z€C).
(ix) En efecto: |exp(z)| =™ >0 (z € C).

(x) Se verifica:

exp(z+ 2kmi) = X (0o F (7 + 2kmi) + isen 3 (2 + 2ki)]
= e%[cos(3z 4 2km) + isen(3z 4 2k7)]
=™ (cos3z+isen3z) =exp(z) (z€C,keZ).

Reciprocamente, si z,w € C y exp(z) = exp(w) entonces, por la férmula de adicién,

eiK (z—w) eiS (z—w)

=exp(z—w) =1,
asique Rz—Rw=R(z—w) =0e Jz— 3w =S(z—w) =2kn (k € Z). En consecuencia:

z=Rz+iSz=Rw+i(Sw+2kn) =w+2kni (ke€Z).
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(xi) Dados z,a € C, la férmula de adicion implica que exp(z) = exp(a)exp(z — a); luego,

oL

oo

(z—a)" (z,a€C).

S‘N

exp(z) = exp(a

6.2 Logaritmo complejo

Fijado z € C\ {0}, buscamos soluciones de la ecuacién ¢* = z en C. Como

¢ =™ (cos3w+isen3w),

por otro, que 3w € argz, y

para que ¢” = z es necesario y suficiente, por un lado, que ™ = |z|, o bien Rw =1In

esto se cumple si, y s6lo si, 3w = Argz+2km (k € Z).

Definicién 6.3. Para z € C\ {0}, se define el logaritmo de z como el conjunto

logz={weC:e" =z}
=In|z[4-iargz

= {In|z| +i(Argz+2kr) k€ Z}.

Cualquiera de los elementos de este conjunto se llama un logaritmo de z. El logaritmo principal de z, Logz, es el
obtenido haciendo k = 0:
Logz=1In|z|+iArgz (z€C\{0}).

Notese que todos los logaritmos de z € C\ {0} son de la forma Logz + 2kmi (k € Z). Ademds, para z € (0, +oo)

el logaritmo principal de z, Logz, y el logaritmo natural de z, Inz, coinciden.
Ejemplo 6.4. Resolver la ecuacion e = 1+1.

Resolucion. De acuerdo con la discusion precedente, la solucién viene dada por

w=log(1+i) = {In|l +i| + i[Arg(1 +i) + 2kn] : k € Z}

{1n\f+z( +2k7r) :kez}:{mzzﬂ(%:l)”:kez}.

Ejemplo 6.5. Calcularlog(—2) y Log(—2).

Resolucion. Se tiene:

Log(—2) =In|—2|+iArg(—-2) =In2+im,
log(—2) = {Log(—2)+2kmi: k€ Z} ={In2+i(2k+ 1)z : k € Z}.
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6.2.1 Propiedades algebraicas y analiticas
Proposicion 6.6. Dados z,w € C\ {0}, se cumple:
(i) log(zw) =logz+logw;
(ii) log(z/w) =logz—logw.
Demostracion.
(i) En virtud de la Definicién 6.3,

log(zw) = In|zw| +iarg(zw) = In|z| + In|w| +i(argz + argw)
= (In|z| +iargz) + (In|w| +iargw) = logz +logw.

(ii) Es completamente andloga a la anterior; se usa ahora la propiedad de que arg(z/w) = argz — argw.

O

Las igualdades de la Proposicién 6.6, validas en sentido conjuntista, no tienen por qué verificarse para un logaritmo

particular, como muestra el siguiente ejemplo.
Ejemplo 6.7. Sean z = —1+i\/3, w = —/3 +i. Probar que Log(zw) # Logz+Logw.

Resolucion. En efecto:
Log(zw) = Log [(—1 +iv3)(—V3+ z)} = Log(—4) =In4—iZ =2In2—i,

2 5
Logz =Log(—1+iV3) = an—i—i?ﬂ, Logw = Log(—V3+i) = 1n2+i£,

2 5 3
Logz+Logw = <ln2+i3ﬂ> + <1n2+i6”> - 21n2+i7n,

T 3n
Log(zw) =2In2 — iz #* 21n2+i7 = Logz+ Logw.

Definicion 6.8. Sea f: A C C — C\ {0}. Cualquier funcion g : A — C tal que g(z) € log f(z) para todo z € A se

llama un logaritmo de f en A. Cuando f es la identidad, se dice simplemente que g es un logaritmo en A.

Proposicion 6.9. Sean f: A CC — C\ {0}, a€ ANA’, y g:A — C un logaritmo de f en A. Supongamos ademds

que f es derivable en a, y que g es continua en a. Entonces g es derivable en a, y

_
fla)’

g'(a)

Consecuentemente, si Q C C es abierto, f € A#(Q), 0 ¢ f(Q), y g: Q — C es continua en Qy tal que 8% = f(z)
(z € Q), entonces g € A (Q), con

¢0=L9 (ca
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Demostracion. Llamemos b = g(a), y consideremos la aplicacion

ez_eb
, 2#Db
o) b 7
e, z=0>.

Claramente, @ es continua en b. Ademds,

f(z) = fla) _ &8t — sl 8(z) —g(a)
— = €A .
VI @] FE 5 peanfa)
Puesto que, por hipétesis, g es continua en a, y ¢ es continua en b = g(a), resulta que @[g(z)] es continua en a y
¢[g(a)] = €® # 0. Por continuidad, existe § > 0 de forma que ¢[g(z)] # 0 para todo z € D(a,5) NA. Despejando de

la expresion anterior encontramos que

@) —gla) 1 f(z2)—fla)
—a  ok@)] ca CEP@ONAa).

Como lim,_,, ¢[g(z)] = €” = f(a), obtenemos finalmente:

g (a) =lim =

Z—a

8 —g(a) _ f(@)
-

N}
~
—

S
~—

Corolario 6.10. El logaritmo principal Logz es una funcién holomorfa en C\ (—eo,0|, y su derivada viene dada por
Log'(z) = 1/z para todo 7 € C\ (—e,0].

Demostracion. Basta aplicar la Proposicion 6.9 a las funciones f(z) = z, g(z) = Logz. Puesto que el logaritmo
principal es continuo en C\ (—e0,0] y f € 7(C), el logaritmo principal es holomorfo en C\ (—eo,0], y su derivada
viene dada por
Log(9) = L =1 ey (0],
fl@) 2

Ejemplo 6.11. Encontrar las derivadas de las siguientes funciones en un dominio adecuado:
(i) zLogz;
(if) Log(z+1).

Resolucion.

(i) Podemos aplicar la regla para derivacion de un producto (Proposicién 4.6(iii)) en el dominio donde z y Logz

son ambas holomorfas, esto es, en C\ (—eo,0]. Asi pues,

1
(zLogz)' = (/) -Logz+z- (Logz) =1-Logz+z- o= l1+Logz (z€C\(—e,0]).
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(ii) Ahora, Log(z+ 1) es holomorfa en C\ (—eo, —1]. Por tanto,

2GR L (e 1)),

Log(z+1
Log(z+ D) = - = —

6.2.2 Ramas del logaritmo

En la terminologia de la seccidn 3.4, la rama principal del logaritmo complejo es la funcién
fo(z) =In|z| +iArgz (]z] >0, -7 < Argz < 7).

Su salto de rama es el semieje real negativo (—eo,0], y el punto z = 0 es un punto de ramificacién. Hemos probado
que fp es holomorfa en C\ (—eo,0], y su derivada en este dominio viene dada por fj(z) = 1/z.
Se obtienen otras ramas del logaritmo complejo tomando otros argumentos distintos del principal, en intervalos

abiertos de amplitud 27x; por ejemplo,

T 3m
fi(z) =In|z| +i6 <|z| >0, -5 < 0 < 2)

es otra rama diferente de la anterior, con salto en el semieje imaginario negativo i(—eo,0]. Cualquier rama
fi(z) =1In|z]+i0 (|z] >0, 68y < 6 < 6p+2m)
de logz es holomorfa en su dominio, con derivada
y 1
fk(Z) = E (|Z| >0,0<0< 90—1—2717).

6.3 Potencias complejas

Dados a > 0y b € R, la potencia de base a y exponente b se define como a’” = ™", Ahora, si a,b € C con a # 0,

sabemos que hay infinitos logaritmos de a, a saber, Loga + 2kmi (k € Z).
Definicién 6.12. Seana € C\ {0} y b € C. Cualquier niimero complejo de la forma e?1:°02¢+2kmi) — blinlal+i(Arga+2kr)]
(k € Z) se denomina una potencia de base a y exponente b; representaremos por

[a”] = €184 = [P : w € loga}

el conjunto de todas ellas. La potencia correspondiente a k = 0 se denominard valor principal de la potencia de base

a'y exponente b, y se representard a® = e?102¢ .

En el caso particular de que b = n € Z, encontramos que

[an] _ {en[ln\a\+i(Arga+2k7r)} ke Z} — {eln|a|”ein(Arga+2k7r) ke Z}

— {|a|neinArgaei2kn7r ke Z} — {|a’neinArga} — {an}‘
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Es decir, [a¢"] es univaluada, y este valor coincide con su valor principal y con nuestra definicion original de a”.

En el caso particular de que b = 1/n (n € N), se tiene:

[al/n] _ {e[ln\a\+i(Arga+2kn)]/n ke Z} _ {eln|a|l/"ei(Argu+2k7t)/n ke Z}

_ {eln\a|1/nei(Arga+2kn)/n k=0,1,....n— 1}

A 2k A 2k
:{\"/\a! <cos rgat T 4 isen rgat n>2k=0717---7n—1}-
n n

Es decir, [a'/"] es el conjunto de todas las raices n-ésimas de a. Ademads,

al/n — (Loga)/n _ nlal!"™silArga)/n _ ofJq1 (COS Arga 4 isen Afga)
n n

es el valor principal de la raiz n-ésima de a, consistentemente con nuestra definicion previa de este valor.
Ejemplo 6.13. Calcular las siguientes potencias y especificar su valor principal:
(i) [(1+0));
(i) [(20)'7]
Resolucion.
(i) Se tiene:
[(1+0)] = {ei(ln|1+i|+i[Arg(1+i)+2k7r]) ke Z} _ {eiln|1+i\—[Arg(1+i)+2kn] ke Z}

_ {efn'/4+2k7teilnﬁ ke Z} _ {e(Skfl)n/4ei(ln2)/2 ke Z}.

El valor principal de [(1+i)]] es (1+i)' = e~ ®/4+i(n2)/2,

(if) Ahora:
[(2i) ] = {e(l—i)(ln\2i\+i[Arg2i+2kn]) ke Z} _ {ie(ln2+n/2+2k7c)e—iln2 ke Z}.

El valor principal de [(2i)'~7] es (2i)' ™ = ie(In2+7/2)=iln2,

La definicion precedente da lugar a las siguientes:

Definicién 6.14. Sean a € C\ {0} y b € C. La funcién exponencial compleja de base a es la funcion univaluada dada
por

exp,(z) = a° = 8% (7€ Q).

La funcién potencia compleja de exponente b es la funcion multivaluada dada por
"] = et (ze C\{0}).

El valor principal z” de [z”] se obtiene tomando el valor principal del logaritmo en su definicion.
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6.3.1 Propiedades algebraicas y analiticas
Proposicion 6.15. Para z,w,a,b € C, con z,w # 0, y n € Z, se verifica:
(i) [(zw)*] = [z“][w");
(if) 240 = 2925
(iii) 270 =z%/7";
(iv) (22)" = 7.
Demostracion.

(i) En efecto, en virtud de la Proposicién 6.6(i) y de la férmula de adicién para la exponencial (Proposicion 6.2(v)),

podemos operar con conjuntos de la siguiente manera:

[(zw)"] = elog(aw) _ ,a(logz+logw)

_ eulogz+ulogw _ ealogzealogw — [Za] [Wa]

(ii) Usando de nuevo la férmula de adicién para la exponencial:

Za-i—b _ e(a+b)L0gz _ eaLogz+bLogz _ eaLogzebLogz =4 Zb-
(iii) Basta advertir que
Zib — ebeogz — (ebLogZ)fl — (Zb)fl
(Proposicién 6.2(vi)), y aplicar (ii):
b b py—1_ &
== = &
(iv) Paran € N la igualdad sigue de (ii), por induccion finita. Si n =0, es trivial:
(Zb)O —1= ZO b
Tomando a = 0 en (iii) se deduce que
(Zh)fl — th‘
Finalmente, combinando esta igualdad con (ii) concluimos:
_ _1 () _ p () _
(Zb)n:(Zh)l"'(Zh)lzzb"'Zb:Z nb (HEN)

0

En general, las propiedades de la Proposicion 6.15 no se sostienen si reemplazamos los valores principales por

las funciones multivaluadas correspondientes; es mds, algunas propiedades de las potencias reales no se trasladan
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siquiera a los valores principales de las potencias complejas. El Ejemplo 6.16 y el Ejercicio 26 son ilustrativos a este

respecto.

Ejemplo 6.16. Probar, mediante contraejemplos, que las igualdades
(i) (zw)* =z"w%
(if) [2*7) =[] [2*],

no son, en general, ciertas.

Resolucion.
(i) Pongamos z=w = —1,a =1/2. Se tiene
(aw)*=1"2=1
pero
A =pt = (_1)1/2 =1,
asi que

(if) Pongamos z=—1,a=1/2 = —b. Ahora

pero
2] == ={i, =i}, 1= = {i,—i},
asf que
2] [2"] = {1,-1}.
Consecuentemente,

2] = {1} # {1, -1} = ] [2").

Proposiciéon 6.17. Seana € C\ {0} yb € C.

(i) Elvalor principal, &%, de la funcién exponencial compleja de base a es una funcion entera, con derivada

(a*) =a*Loga (z€C).

(ii) El valor principal, 22, de la funcion potencia compleja de exponente b es holomorfo donde lo es el valor

principal del logaritmo, es decir, en C\ (—e0,0], y su derivada vale

(%Y =bP"! (z€C\ (—eo,0]).
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Por tanto, la regla de derivacion de potencias (cf. Ejemplo 4.8) se cumple para el valor principal de una

potencia compleja en el dominio especificado.
Demostracion. Aplicando la regla de la cadena (Proposicién 4.7), obtenemos que

(aZ)I —_ (ezLoga)/ — (ZLOga)/ezLoga — (Loga) ezLoga — aZLoga (Z c (C)

Y b
b b
(Zb)/ — (ebLogz)/ _ (bLOgZ)/ebLogz — 7ebL0gz — oz — bzbfl (Z e C\(—OO,O]).
b4 b4

g

Ejemplo 6.18. Encontrar la derivada de 7' en el punto z =1+ i.

Resolucion. Yaque z=1+i € C\ (—eo,0], se tiene

asi,

|y =id =i+
expresion que puede ser reescrita como
. 1 14 .
i(141)! :i(1+i)’1+i = %(Hi)’
(Proposicion 6.15(iii)). Por otra parte, 1 +i = oYl 4 y
(1 —l—i)i _ e—ﬂ:/4+i(ln2)/2
(Ejemplo 6.13). Se concluye que
@] _ Qein/4efn/4+i(ln2)/2 _ 1 Gilm/4+(n2)/2]
=1+i .
z 2 \/Een:/z&

g

6.3.2 Ramas de la funcion potencial

Dado b € C, la rama principal de la funcién potencial [z°] es

fo(z) = LIEFARD (121 5 0 — 1 < Argz < 7). (17)

Su salto de rama es el semieje real negativo (—oo,0], y z= 0 es un punto de ramificacion.

Se pueden definir otras ramas de [z°] mediante la férmula (17), tomando argumentos de z en diferentes intervalos
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abiertos de amplitud 27. Por ejemplo,
fi(z) = LWMEHO) (121 5 0, —n/4 < 6 < T /4)

representa otra rama de [z”], cuyo salto de rama es el rayo Argz = —7/4 junto con el punto de ramificacién z = 0.
Cualquier rama
fi(z) = M0 (121 >0, 6y < 6 < 6y +27)

de [z*] es holomorfa en su dominio, con derivada

filz) =b"1 (|z] >0, 6y < 6 < 6 +27).

6.4 Funciones trigonométricas complejas
6.4.1 Senoy coseno complejos

Seat € R. En la formula de Euler

e" = cost+isent

reemplazamos ¢ por —¢, obteniendo

e " =cost —isent.

Por tanto,

e’ +e " =2cost

implica
cos;:+T (t €R), (18)

mientras que

e —e " =2jsent

implica

e
S R). 1
sent 5 (reR) (19)

elt —1t

Las dos ecuaciones anteriores se denominan ecuaciones de Euler. Como tienen sentido para argumentos complejos,

definimos las funciones coseno y seno complejos, respectivamente, por:
iz —iz iz —iz
e“+e e —e
cosz=———, senz—= ——— zeC).
5 5 (zeC)
Proposicion 6.19. Las funciones seno y coseno complejas tienen las siguientes propiedades:
(i) Extienden al seno y coseno reales.

(ii) Satisfacen la identidad trigonométrica fundamental: cos?>z+sen’z =1 (z € C).

(iii) Cumplen que cos(—z) = coszy sen(—z) = —senz (z € C).
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(iv) Verifican las siguientes férmulas de adicion:

cos(ztw) =cosz coswFsenz senw (z,w € C),

sen(z+w) =senz cosw=+cosz senw (z,w € C).

(v) Son enteras y analiticas en C, con:

> D",

cos’'z = —senz, cosz = 7" (z€C),
n;) (2n)!

sen’z = cosz, senz = i D" an (z€ Q).
L on+1)!

(vi) Guardan la siguiente relacion con las funciones hiperbdlicas reales:

. e te™ . et—et
coSix = — = chx, senix= = ishx
i

(vii) Para todo 7z = x+1iy,

cosz = cosx chy —isenx shy;

senz = senx chy+icosx shy.

(xeR).

(viii) No estdn acotadas en C, aunque si lo estdn en bandas horizontales de anchura acotada.

(ix) No tienen mds ceros que los reales:

T
cosz=0 si, ysdlo si, z:§+k7r (keZ),

senz=0 si,ysdlosi, z=kn (keZ).

Demostracion. Las propiedades (i) a (vi) se comprueban mediante célculo directo, haciendo uso de las propiedades

de la exponencial.

(vii) Por (iv) y (vi), fijado z = x + iy podemos escribir:

COSZ = COSX cOSIy — senx seniy = cosx chy —isenx shy,

senz = senx cosiy+ cosx seniy = senx chy+icosx shy.

(viii) Ya que ch’y —sh?y = 1, se tiene:

| cosz\2 = cos?xch?y+sen’xsh’y = coszx(l + Shzy) +sen?x sh?y = cos? x4 sh?y. (20)

Andlogamente:

|senz|”> = sen®x ch?y + cos®x sh? y = sen?x (1 4 sh?y) 4 cos® x sh’y = sen® x +sh?y, 21
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Como sh?y no esti acotado, se sigue que el seno y coseno complejos tampoco lo estdn. Ahora bien, si nos
restringimos a bandas complejas de anchura acotada, esto es, si acotamos la variable y, entonces shy estd

acotado, y lo mismo ocurrird con senz y cosz.

(ix) Sea z = x+iy. Atendiendo a (20), |cosz|> = 0 si, y sélo si, cosx = 0y shy = 0. Pero esto dltimo ocurre si, y
solo si, y = 0. Por tanto, los ceros de cosz son reales y coinciden con los de cosx: z=x=n/2+kn (k € Z).

El razonamiento para senz es andlogo a partir de (21).

6.4.2 Tangente compleja
Por analogia con la tangente real, definimos

senzg
tgz = —— C 24+km:keZ}).
2= (zeC\{x/2+kn:kET))

Puesto que senz y cosz son funciones enteras, la tangente compleja tgz es holomorfa en su dominio de definicion,
{zeC:cosz#0} =C\{n/2+kn: ke Z}.
Otras propiedades de la tangente también se deducen sin dificultad de las propiedades del seno y el coseno; a

modo de ejemplo, probaremos la formula de adicion.

Proposicion 6.20. Sean z,w € C\{m/2+kn:k € Z}, conztw € C\{n/2+kn:k € Z}. Se verifica:

tgzttgw
tg(ztw) = ————.
g(z4w) 1Ftgztgw

Demostracion. En efecto, la Proposicion 6.19(iv) permite escribir:

senz cosw = senw cosz

ta(z4w) sen(ztw) senzcoswzsenw cosz COSZ COSW
Z w) = = =
g cos(ztw) coszcoswFsenzsenw ~ COSZCOSWEsenzsenw
COSZ COSW
senz  senw
_cosz cosw _ tgzEtgw
1 :F SenZ senw lethth
COSZ COSW

7 Ejercicios resueltos

1. Expresar en términos de z = x + iy:

Resolucion. Sustituyendo
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obtenemos
Z+z Z2—2  Z
= (R ot T2
fx,y) = f(Re,3z2) > tio T
y, de aqui,
PR I UL I SR G 1 32+[zP+2
YTRTYT 7T, 2 "2 2 ;T 2

2. Usando la definicion, probar que para todo a € C se tiene

lim |z| = |a|.
Z—a

Resolucion. Dado € > 0, debemos encontrar § > 0 tal que 0 < |z —a| < § implique ||z| — |a|| < €. Ahora bien,

como

Iz = lal| < [z —al,

basta tomar § = €.

3. Usando la definicién, probar que
lim(z? +2z) = 2i — 1.

7—1

Resolucion. Dado € > 0, debemos encontrar § > 0 tal que 0 < |z —i| < § implique |(z2 +2z) — (2i—1)| <&. A

tal fin, estimamos

(2 +22) = 2= 1)| = |22 +22 = 2+ 1| = |[* + 1 +2(z )]
=22 =242z —0)| = |(z—i)(z+i) +2(z— 1)
=lz—illz+i+2],

con
2i+2]=|(z—i)+2(1+i)| < |z —i| +2[1+i] = [z — i +2V2.

Por tanto, asumiendo 0 < |z —i| < § < 1 encontramos que

(2 +22) — (2i = 1)| < z—i[(]z— | +2V2)
= |z—il* +2v2[z—i|
< 8% +2V26
<8(1+2V2)<¢

siempre que § < £/(1+2+/2) (en el paso de (22) a (23) hemos usado que § < 1 entrafia §> < §).

Alternativamente, llegados a (22) podriamos resolver la ecuacién cuadratica 32+2V28 =¢:

82 +2v28 —e =0,

(22)
(23)
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0

22 ++/8+4¢
= =—V2+vV2+e¢
> V2 + €,

y tomar la determinacién positiva de la raiz: § = v/2+€ —+/2 > 0. g

4. Calcular:
. (B+i)z* -2 +22
1 i ;
(i) lim,_,; 1
2 —2z+4

(i) timy s~

Resolucion. Atendiendo a la Observacién 3.9, se tiene:

(i) lim,iz2 =i* = —1,
lim,_;*=i*=1,
lim,[(3+i)z* — 22 +27] =3 +i+ 1+2i =4+3i,
lim,_;(z+1) =1+i#0.

Por tanto:

1im(3+i)z4—zz+21_4+3i_(4+3i)(1—i)_7—i
i z+1 o1+ 2 T2

(ii) Procediendo como en el apartado anterior:
lim_,, ., 522 = (1+iV3)? = —2+i2V3,
hmz%lﬂ'\ﬁ(zz —20+ 4) =0,
lim__, . 5(z—1-iV3) =0.

Nos hallamos ante una aparente indeterminacion:

. Z—2z+4 0
lim —M— = —,
sltiviz—1—iv/3 0

Ahora bien, hemos visto que 1 +iv/3 es rafz de 7> — 27+ 4; la otra raiz serd 1 — iv/3. Luego,

2 _27+4 —1+iV3)(z—1-iV3
m SR @IV (z— 1+iv3) =i2V/3.
z%]—i—i\ﬁz—l—l’\/g 7—1+iV3 Z-l-l\/g 7—14iV3
O
5. Calcular )
Z+iz

lim .

7—0 L/ ‘ ’
Resolucion. La funcién dada es el cociente de un polinomio en z y Z por la funcion /|z|. El Ejemplo 3.7,
el Ejercicio 2 y la Proposicién 3.8 sugieren calcular el limite evaluando la funcién en z = 0, pero al hacerlo
obtenemos:

z+iz2 0

lim .
Z1—>0 A /‘Z’ 0
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Intentaremos solventar esta indeterminacién poniendo z = x + iy y descomponiendo la funcién en sus partes real e

imaginaria:

7+ iz B (x —iy) +i(x +iy)? B (x—iy)+i(x2—y2+i2xy) o x—2xy =y —y

+ .

Si existe el limite de las partes real e imaginaria entonces, por la Proposicion 3.5, existe el de la propia funcion, y

se cumple:

) 2 2
) 2 _
7+iz ~ iim X —2xy i ATy Y

lim m ——
=0 \/lz]  @n)=00) /X2 +y2 ()= (0.0) /x4 y?

Los dos limites dobles se resuelven cambiando a coordenadas polares, x = rcos 6, y = rsen 0:

. x—2xy . rcos®—2r*senfcos®
lim = lim = lim+/r(cos@ —rsen26) =0,
(@) =(00) {/x24y2 =0 V2 r—0 Vit )
22 200526 — r2sen? 6 — 0
lim x4yiy = lim % r 4sen TNY _ im Vr(rcos26 —sen ) =0,
() =0 /x24y2 =0 2 r—0
de donde .,
lim 5 —0+i.0=0.
z—0 / |Z‘
O
6. Sean e N.
(i) Comprobar que para cualesquiera z,a € C se verifica
n—1 n—2 n—2 n—1 _ _ . n__ n
(" Fad" 4. +d"2+d" ) (z—a) ="—d".
(if) Usar (i) para demostrar que (")’ = nz"~!
Resolucion.
(i) Se trata de un célculo directo.
(ii) Fijemos a € C. Paraz € C\ {a}, se tiene
n__n
ZZ_Z :Zn—l +azn—2+."+an—2z+an—l’
asf que, por la Observacién 3.9,
' —at
(z")"zza = liﬁrr; . liﬁrr; (z"il a2 4. —i—a"*zz—i—anfl) ="'+ ) 4" = pa"
Z - Z
O

7. Hallar
. 2—4z4+5
lim

=2+ 72 —z7—10i°
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3

Resolucion. Para z € C, pongamos f(z) = z°> —4z+5, g(z) = z° — z— 10i. Se tiene:

fR+i) =02+ —4Q+i)+5=(4+4i—1)-8—4i+5=0,
g24+i) =02+ - 2+i)—10i=(8+12i—6—i)—2—i—10i = 0.
Abhora bien:

f(z) =2z—4, fl2+i)=4+2i—4=2i
g (z) =321, g2+ =32+i)>—1=(12+12i—3)—1=8+412i £0.

En virtud de la regla de L"Hdpital (Proposicion 4.10),

Z—4z+5 2 i(4—6i) 3 i

1' = = = — .
ot —z—10i  8+12i  |4+6i2 26 13

8. Verificar que la funcién f(z) = |z|?> = x> +y* es diferenciable real en todo z = x + iy € C, pero no satisface las

ecuaciones de Cauchy-Riemann a menos que z = 0. jEs f derivable compleja en z = 0? ;Y en un punto z # 0?

Resolucion. La funcién es diferenciable real porque admite derivadas parciales continuas en cualquier punto del
plano. En efecto, u(x,y) = (Rf)(x,y) = x> +y* y v(x,y) = (3£)(x,y) =0, asf que u,(x,y) = 2x, uy(x,y) =2y, y
ve(x,y) = vy(x,y) = 0, para todo (x,y) € R?. Ademds,

2x = ue(x,y) = vy(x,y) =0, 2y =uy(x,y) = —ve(x,y) =0

si, y s6lo si, (x,y) = (0,0). Sigue del Teorema 4.13 que f Gnicamente es derivable compleja en el origen. O

9. Probar que la funcién

Y e £(0.0
flx,y) = \/m (x,y) # (0,0)
0, (x,3) = (0,0)

verifica las ecuaciones de Cauchy-Riemann en el origen, pero no es diferenciable real en ese punto. (Es f(z)

derivable compleja en z = 0?

Resolucion. Las partes real e imaginaria de f son, respectivamente, u(x,y) = f(x,y) y v(x,y) = 0. Calculemos sus

derivadas parciales en el origen:

. u(h,0)—u(0,0 . 0-0
10,0 =iy SEDOD 82—
. u(0,h)—u(0,0) . 0-0
:1 _— = _— =
4y(0,0) 50 h o h 0
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Por tanto, se cumplen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en (0,0):
uc(0,0) =0=v,(0,0), u,(0,0) =0=—v,(0,0).

Si f fuese diferenciable real en dicho punto, se deberia tener

|| (u(hl,hz) — M(0,0) — MX(O,O)hl — uy(0,0)hz,v(hl,hz) — V(0,0) - VX(O,O)hl - vy(0,0)]’lg) ”2

lim
(h1 1) —(0,0) [(h1,h2) |2
L k)0
(hh2)=00)  |[(n; o) 2
donde || - ||> denota la norma euclidea de R?. Sin embargo, este limite no existe, pues cambiando a polares se

aprecia que depende de la direccion por la que nos acerquemos a cero:

|h1ha|
h2 h2 1/2
llm H (u(hl7h2)70) H2 — lm ( é—’_ g) 5 — lm ’illh2|2
(h.h)—=(0.0)  |[(7r1,2)]]2 (hi.h2)=(0,0) (BT +h3)1/2 (h2)—(00) h} + 13
2
0 0
= hmr\sen—zcos| = lim|sen6 cosO| = |sen O cos 0.
r—0 r r—0

Asi pues, f no es diferenciable real en el origen. El Teorema 4.13 impide que f sea derivable compleja en ese

punto. U

10. Se considera la funcion

x oy
f(z) = flx+iy) = 21y ey (x,y) # (0,0)
0’ (xvy) = (0,0)

Estudiar en qué puntos del plano es diferenciable real, en cudles se satisfacen las condiciones de Cauchy-Riemann,

y en cudles es derivable compleja, calculando su derivada en los puntos donde exista.

Resolucion. Nos apoyaremos en el Teorema 4.13. Pongamos

LI 0,0 AN 0,0
o e o0 [ £ 00
0, (x,y) = (0’0)’ 0, (x,y) = (0’0)'
Para (x,y) # (0,0),
2 _x2 —2x
uy(x,y) = (;2_’_7))2)27 uy(x,y) = m?
o) = 2 o) = S
(x% +y2)? (x2 +y%)?

Como las derivadas parciales existen y son continuas en todo punto salvo, quizd, en el origen, f es diferenciable
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real en R?\ {0}. Ademds, en estos puntos se cumplen las condiciones de Cauchy-Riemann:

2 2
y —X
”x(x’y) = (

—2xy
payme ) wl) = = —wlx)

X2 +y2)2
Luego, f es derivable compleja en C\ {0}. Sin embargo, f no es siquiera diferenciable real en (0,0), ya que no

existen las derivadas parciales u, y v, en dicho punto:

. u(h,0)—u(0,0) . 1 . v(0,h) —v(0,0) . 1
;lzg% h o b2’ it h 0\ h2 )"

Consecuentemente, f tampoco es derivable compleja en el origen. En los puntos donde f es derivable, es decir, en
C\ {0}, su derivada vale

¥ —x? 2xy

2122 +’(x2 )2

ﬂmwzwww+mmw=(
Obsérvese que, en notacion compleja,

fO=r5=7 ¥ fO=-7 GeC\0)

O
11. (Ecuaciones de Cauchy-Riemann en coordenadas polares).
(i) Sean f(z) = f(x+iy) = u(x,y) +iv(x,y), x = rcos 0, y = rsen 6. Probar las igualdades:
Ur = Uy cos 0 +uy,sen 0, ug = —uyrsend +uyrcos 0, 24)
vy =vyco80 +vysen6, Vg = —Vyrsenf +v,rcos6. 25)
Deducir de ellas las ecuaciones de Cauchy-Riemann en polares:

ru, =veg, Frv;= —lUg. (26)

(ii) Supédngase que la funcion f(z) = u(r,0) +iv(r,0) es derivable en un punto z cuya coordenadas polares son

(r,0). Probar que la derivada de f en (r,0) es
f'(z) = (cos @ —isen0) (u, +iv,) = e ' (u, +iv,).
Resolucion.

(i) Las ecuaciones (24) y (25) se obtienen sin mds que tener en cuenta que u = u(x,y) = u(rcos6,rsen@) y
v=v(x,y) =v(rcos8,rsen®),y derivar parcialmente aplicando la regla de la cadena.
Para deducir las ecuaciones (26), basta con multiplicar la primera ecuacién de (24) y de (25) por r y sustituir

en ellas las condiciones de Cauchy-Riemann u, = vy, u, = —v,. Reciprocamente, veamos que, en abiertos
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que no contienen al origen (r # 0), las ecuaciones (26) conducen a las ecuaciones de Cauchy-Riemann en

cartesianas. A tal fin, despejaremos uy, uy, de las dos ecuaciones (24), y v,,v, de las dos ecuaciones (25).

Para despejar u,, multiplicamos por rcos 8 los dos miembros de la primera ecuacién en (24), por sen 8 los
dos miembros de la segunda ecuacién en (24), y restamos miembro a miembro las ecuaciones resultantes,

obteniendo sucesivamente:

ru,cos 0 = ru, cos’ 0 + ruysen 6 cos 6,
ugsend = —ruy sen’ O + ruysen 6 cos 6,

ru,cos 0 —ugsenO = ru,.
Despejamos ya u, de esta dltima ecuacién, teniendo en cuenta (26):

1 1
uy = — (ruy,cos @ —ugsen0) = — (ru,cos 0 +rv,sen6) = u,cos 0 +v,sen 6. 27
r r

Operando de forma similar con las ecuaciones (25), llegamos a

rv,cos 0 = rv, cos” 0 + rvysen6cos 6,
vgsenO = —ryy sen’ 0 + rvysen6cos 6,

rv,c0s 0 —vgsen O = ryy,
y, de nuevo por (26),

1 1
vy = — (rv,cos0 —vgsenB) = — (rv,cos0 — ru,sen ) = v,cos 0 — u,sen 6. (28)
r r

Si ahora multiplicamos por rsen8 los dos miembros de la primera ecuacién en (24), por cos 8 los dos
miembros de la segunda ecuacién en (24), y sumamos miembro a miembro las ecuaciones resultantes,

encontramos que

ru,sen @ = ru, sen 6 cos 6 + ru, sen’ 0,
ugcos O = —ru,sen 6 cos 0 + ru, cos’ 6,

ru,sen @ +ug cos 6 = ru,.

Despejando u, de esta ultima ecuacion y sustituyendo la segunda de las relaciones (26):
1 1
ty = (rursen® +ugcos0) = . (rursen® — rv,.cos0) = u,sen — v, cos 6. (29)

El mismo procedimiento aplicado a las ecuaciones (25) conduce a

rvesen® = rv,sen6cos 0 +rvy sen’ 0,
vgCcos @ = —rv,senBcos O +rv, cos’ 0,

rvysen 6 +vgcos 0 = rvy,
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de donde, nuevamente por (26),

1 1
vy = —(rv,senB +vgcos0) = — (rv,sen 6 +ru,cos 6) = v,sen O + u,cos 6. 30)
r r

Las ecuaciones (27) y (30) muestran que u, = vy, mientras que de (28) y (29) se desprende que u, = —v,.
(if) Es sabido que f'(z) = f'(x+iy) = ux(x,y) + ive(x,y) (Teorema 4.13). Insertando aqui las expresiones para

uy y vy calculadas en (27) y (28), respectivamente, se concluye que

f'(z) = (uycos 0 +v,sen0) +i(v,cos @ —u,sen0) = u,(cos @ —isen @) +v,(sen @ +icos 0)
= u,(cos@ —isenB)+iv,(cos@ —isenB) = (cos O —isenO)(u, + iv,)

=e Ou,+iv,).

12. Determinar los puntos del plano complejo en los cuales es derivable la funcién f(z) = |z|RzZ. (Es f holomorfa en

€sos puntos?

Resolucion. Haciendo z = x + iy vemos que f(z) = xy/x% +y2. Por tanto,
u(x,y) = (RA)xy) =xv/x>+y2, vlxy) = (3f)(x,y) =0.

Para (x,y) # (0,0):

_ 2x% +y? xy

Up\X,Y) = —F/—/—, Uy\X,y) = —F/——, Vx(X, Y :Oa VylX,y =0.

Entonces u,(x,y) # 0 implica uy(x,y) # v,(x,y), de modo que f no es derivable en z = x + iy si (x,y) # (0,0).

Analicemos si f es derivable en z = 0. Se tiene:

u(h,0) — u(0,0) W2

0,0) =1 =1 = lim |h| =0
00 =T P h =
. u(0,h)—u(0,0) .. 0
0,0)=lim ——————= =1lim - =1lim0=0.

wO0 =T a0

Luego, las funciones uy, uy, vy, vy son:

X2+ y?
i (x,y) = 3% (x,y) # (0,0)
o (x,y) = (0,0),
ty(x,y) = \/yTy (x,y) #(0,0)
07 (x’y) = (070)7

Vx(x7y) :Vy(x’)’) =0 ((x’y) €R2>'
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Pasando a coordenadas polares se comprueba facilmente que

Iim  u(x,y) =0 =u,(0,0), Iim  uy(x,y) =0 =u,(0,0).
() 2(0.0) (x,5) (0,0) (1) (0,0) y(%,5) y(0,0)

Es decir, se cumplen las condiciones del Corolario 4.14. En consecuencia, f es derivable inicamente en z = 0, con
f’(O) =u,(0,0) +iv,(0,0) =0+i-0=0.

Sin embargo, f no es holomorfa en z = 0, ya que no es derivable en ningiin entorno de ese punto. U

13. Sea D C C un abierto que no contiene al origen.

(i) Parau € C*(D), deducir la ecuacion de Laplace en polares
1 1
”rr+;ur+rju09 =0. €2

(ii) Supoéngase que f(z) = u(r,0) +iv(r,0) es holomorfa en D. Usar las ecuaciones de Cauchy-Riemann en

polares (26) para demostrar que u(r, 0) satisface (31) en D.

(iii) Comprobar que u(r,8) = r* cos 360 es arménica en R?\ {0}.
Resolucion.

(i) Por (24), sabemos que u, = u,cos 6 +u, sen 6. Derivando esta expresion respecto de r y aplicando el teorema

de Schwarz sobre la igualdad de las derivadas cruzadas:

Urr = (ty)rc0s 0 + 1y (cos 0), + (uy),sen 0 + uy(sen 6),
= (UyxXr + Uyyyr) €OS O + (UycXy + 1tyyy,) SEN O
= (xS 0 + uyysen ) cos O + (1, cos O + uy, sen 0) sen 6

= 1, c08> 0 + 2y cos O sen 6 + uy, sen” 6.

También por (24), ug = —u,rsen® + uyrcos 8. Derivando aqui respecto de 6 y aplicando, de nuevo, el

teorema de Schwarz:

ugo = —(ux)grsen® —u,(rsen0)g + (uy)grcos 0 +uy(rcos6)g
= —(UpxXg + UxyYe )7 3N 0 — 11,7 COS O + (U Xg + UyyYe )7 COS O — uyrsen O
= —(—uxersen O +uy,rcos 0)rsen @ — urcos O + (—uyrsen 0 + uyyrcos 0)rcos 0 — u,rsen 0

= uxxr2 sen’ O — 2btxyr2 cosOsen0 + uyyr2 cos’ 6 — u,rcos @ —uyrsend.

Luego,

1 1 1
U+ —Ur + SUgs = (uxxcosze+2uxyc059sen0+uyysen2 0) + —(uxcos 6 +u,sen0)
r r r

2

1
2 2 202
t3 (Uyrr” sen” @ — 2y, r~ cos 0 sen 0 + uyyr” cos” 0 — u,rcos 0 — uyrsen )
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= (ttyx +ttyy)(cos® B +sen” 9)

= Uyt Uyy.
(i) En virtud de la primera ecuacién de (26) y el teorema de Schwarz:
iy + 1ty = (), = Vo, = Vyo.
Multiplicando por r los extremos de esta cadena de igualdades y aplicando la segunda ecuacién de (26):
Py + 1ty = rv,9 = (rv,)g = —itgg.

Consecuentemente, u satisface (31) en D.
(iii) Se tiene:
ur = 3r2cos30, ug = —3r3sen30,
Uy = 6rcos30, uge = —9r° cos36.
Por tanto:

P Uty + ity + ugg = 61° 0830 + 31 cos 30 —9r° cos 30 = 0,

de manera que u es arménica en R?\ {0}.

14. (i) Verificar que u(x,y) = x> — 3xy® — 5y es arménica en R2.,
(ii) Encontrar todas sus arménicas conjugadas.

Resolucion.

(i) Claramente, u € C?(R?). Ademds, para cualquier (x,y) € R?, se tiene:

ux(x,y) = 3x* = 3%, uy(x,y) = —6xy —5,
Upe(x,y) = 6x Uyy(x,y) = —6x.

Luego, uy, + uy, = 0, probando que u = u(x,y) es arménica en R2.

(ii) La arménica conjugada v = v(x,y) de u debe satisfacer las ecuaciones de Cauchy-Riemann:

vi(x,y) = —uy(x,y) = 6xy +5
Vy(xv)’) = ”x(x7y) = 3x2 - 3y2

Integramos la primera ecuacién respecto de x: v(x,y) = 3x*y + 5x + h(y). Ahora, derivamos esta expresién
respecto de y y la igualamos a la segunda ecuacién: vy(x,y) = 3x% + h'(y) = 3x*> — 3y, Se infiere que
I (y) = —3y?, de donde h(y) = —y* +C, siendo C una constante arbitraria. Concluimos que v(x,y) = 3x2y +
5x—y* +C.
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15. Comprobar que la funcién u(x,y) = 3x%y +2x> —y> —2y? es arménica en R?, y determinar su arménica conjugada

16.

v para expresar f = u+ iv como funcién holomorfa de z en C.
Resolucion. Es claro que u € C? (Rz). Ademds, para cualquier (x,y) € R?,

uc(x,y) = 6xy+4x, uy(x,y) = 3% — 3y2 — 4y, Uee(X,y) =6y +4,  uyy(x,y) =—6y—4,
asf que Au = uy, +u,, =0en R? y, por lo tanto, u es arménica en todo el plano.

Si la funcién f = u+iv ha de ser holomorfa, se han de cumplir las ecuaciones de Cauchy-Riemann u, = vy,

uy = —vy. De la primera ecuacion deducimos:

v(x,y) = /uxdy = /(6xy+4x) dy = 3xy2+4xy—|—h(x);

de la segunda
3% = 3y” —4y = —[3y” +4y + K (x)],

asf que ' (x) = —3x? y h(x) = —x> + C, siendo C una constante arbitraria. Luego, v(x,y) = 3xy* +4xy — x> +C, y
la funcién entera pedida es

flx+iy) =3x2y+2x> —y> — 29" +i(3xy* + 4xy — x> +C).
Para expresar f en términos de z usamos el método de Milne-Thomson, consistente en hacer y=0yx=zenla
férmula anterior, lo que proporciona f(x) = 2x? +i(—x> +C) y finalmente f(z) = 2z> —iz® +iC, o bien

flz) =27~ +K (K€C).

Probar el criterio de Leibniz para la convergencia uniforme: sea {g,},_, una sucesién de funciones definidas en
un conjunto A C C tales que para todo z € A, la sucesién {g,(z)},_, es mondtona y converge uniformente a cero

en A. Entonces la serie Y'>_; (—1)"*!g, converge uniformemente en A.

Resolucion. Pongamos f, = f,(z) = (—1)"*! (z € A, n € N). Entonces {f,}_; es una sucesién de funciones

constantes. Sus sumas parciales F, = Y'}_, fx (n € N) toman sélo los valores 0 6 1 y, por tanto, verifican

|Fl = <1 (neN).

Y fi
k=1

Aplicando (8) a las sucesiones {f,},_; ¥ {&x},_, (esta dltima evaluada en cada z € A), podemos escribir:

q
(=17 e k() = Y Fpik [8p+4(2) — 8piki1(2)] + Fpiq8piqr1(z) — Fpgpi1(z) (z€A, p,geN).
1 k=1

M-

k
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Tomando aqui valores absolutos, obtenemos:

(_1)p+k+1

(g

q
Z\gp+k — &piir1(D)] +|gprar1 (D) +lgpr1(2)|  (z€A, p,geN).
k k=1

1

Como, para cada z € A, los nimeros g+ (z) — gp+i+1(z) (p,k € N) son todos positivos o todos negativos, resulta

que
q
Z ‘gp+k gp+k+l | Z [ngrk gp+k+l(z)}
= |8p11(2) = gpiq11(2)]
< |gpigr1(@)| +1gp11(R)| (€A, p,geN);
asi pues,

(=D)P gz

M-

)| <2|8prg+1(2)| +21gp1(2)]  (z€A, p,geN).

k=1

Ya que {g,},_, converge uniformemente a cero, dado € > 0, existe N € N tal que p € Ny p > N implican
|gp(z)| < €/4 para todo z € A. Consecuentemente,

ptq k 14 k 9 % € £
Y (~1)g Z g Z prktle 1 (2) <2;+427=¢ (z€4,pgeN, p>N).
k=1 k=1 k=1

Se concluye que la serie Yo (—1)"*!g, verifica la condicién de Cauchy para la convergencia uniforme en A,

luego (Teorema 5.3) converge uniformemente en A. O

17. Calcular el radio de convergencia de la serie de potencias

£(0)

Resolucion. Aplicamos el criterio del cociente (Teorema 5.14):

<2n+ 2) (2n+2)!
I

: n+1 . (n+D)n+1) . (2n+2)(2n+1)
im—-————+*— = lim-——FF———=1lim
n—e (20 n—yeo (2n)! n—e (n+1)(n+1)
n n!n!
= gim 2 i 2 g5y
n—ee n4+1 n—ee p+41
Por tanto, el radio de convergencia de la serie es R = 1/4. U

18. Probar que la sucesién {/n};"_, es monétona decreciente (al menos desde un término en adelante), y converge a
1.
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19.

Resolucion. Demostrar que la sucesion dada es decreciente equivale a ver que, para todo n € N, se cumple
(n+ D)V0+D) < pl/n,
o bien (elevando a n(n+ 1) los dos miembros de la desigualdad), que
(n+1)" <n"t=n"-n.

Dividiendo por n" ambos miembros de esta expresion, podemos reescribirla en la forma

1)
(N

es monoétona creciente y tiene por limite el nimero e = 2.71 . ... Consecuentemente, vale la desigualdad

De cursos anteriores sabemos que la sucesién

1 n
<1+n> <e<n (neN,n>3),

que prueba la monotonia buscada.

Ahora, la sucesion {/n};_; es moné6tona decreciente y estd acotada inferiormente por 1; por lo tanto, converge a

un limite, L. Para hallar el valor de L, teniendo en cuenta que lim;,_,o 21/n = 1, escribimos:

L= lim /n = lim 2'/" lim n'/" = 1im (2n)"/" = lim [(2n)"/?")? = L%,

n—so0 n—soo n—soo n—soo n—soo

De aqui, L=0 6 L = 1. La primera solucién debe ser descartada, por lo que necesariamente L = 1, como se

pretendia. 0

Calcular el radio de convergencia de las series de potencias:
N w4 p
(l) Zrn:On‘Z ;
.. I . 3
(if) Yoio(=20)"z".
Resolucion.

(i) Los coeficientes de esta serie son:

n!, k=n?
Cr = (k7neN0)'
0, k#n?

Para aplicar la férmula de Cauchy-Hadamard (Teorema 5.16) necesitamos calcular

limsup | cx| /%,

k—ro0



68 APUNTES DE VARIABLE COMPLEJA e TEMA 2: FUNCIONES HOLOMORFAS, ARMONICAS Y ANALITICAS

que serd el maximo de los limites de todas las subsucesiones convergentes de la sucesién {|ck|1/ k }n 0 @
saber,

: 11/n2

Evaluamos este limite mediante la conocida férmula de Stirling y teniendo en cuenta el Ejercicio 18:

i = i v ()]

n—oo n—oo
= 1im (27)"/@™) 1im n"/@") 1im n'/" lim e~/
n—oo n—oo n—oo n—soo
— lim n"/®*) = Jim (/") 1/@") — 1,
n—oo n—oo
Se concluye que R = 1.
(ii) Los coeficientes de esta serie son:
(=2i)", k=n?
Cp = (k,l’l S NO)
0, k #n?

Razonando como en (i), computamos:

lim |(—2i)" ]1/” —11m| 21]”/” = 1im 2"/"" = 1lim 2V/"" =

n—soo n—soo n—yoo

Alternativamente, podriamos haber hecho n = K/ 3 con lo cual

limsup |cx|
k—yo0

v = lim |(-2 DE VR = 1im 28/F = 1im 2877 = lim 24 = 1.
—>00

k—yoo k%oo k—ro0

En cualquier caso, R = 1.

20. Calcular el radio de convergencia y la suma de la serie de potencias

i (n+1)z

Resolucion. Recordemos que la serie geométrica de razén z tiene radio de convergencia 1 y suma

Por el Teorema 5.21, esta serie se puede derivar término a término en el disco unidad abierto, obteniendo:

<1—1z>2:<1—z> i /:ki"zkl'
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Derivando de nuevo, resulta:

Finalmente, tras multiplicar por z, concluimos:

o= B a6l <)

La convergencia de la dltima serie se justifica por el hecho de que su radio de convergencia depende tnicamente

de la sucesion de coeficientes, y esta sucesion es la misma que la de la serie previa. (|

21. Supongamos que el radio de convergencia de la serie de potencias Y, ,c,z" es 1 y que, ademds, {c,}, _ es
mondtona, con lim, . c, = 0. Demostrar que la serie ) ,-_,c,2" converge en la frontera del disco unidad salvo,
quizd, en z = 1.

Resolucion. Sea |z] =1, z# 1, y sea {S,(2) };r_, la sucesion de sumas parciales de la serie Y, 5z". Como esta
sucesion estd acotada:

1+ |Z|n+1 2

S, = | | =
k=0

l_ZnJrl
=

Z

1=z 1=z
se sigue del criterio particular de Dirichlet (para series numéricas) que Y -, ¢,z converge para todo z con |z| = 1,
z# 1.

Noétese que la serie Y, z"/n cumple los requisitos exigidos, pero diverge en z = 1 (para ese valor se convierte en
la serie armdnica), lo que justifica la exclusion de dicho punto. Que el radio de convergencia de esta serie es 1 se

puede comprobar mediante el criterio del cociente:

1 1
lim M = lim _no_ 1.
n—es  1/n n—oo 4 1
O
22. Desarrollar la funcién
z
fz)= 2

en una serie de potencias de z — 1.

Resolucion. La serie geométrica

converge para |z — 1| < 1, y en tal caso su suma vale

ind 0 1 _ 1
Y (-1 DR e il

n=0




70 APUNTES DE VARIABLE COMPLEJA e TEMA 2: FUNCIONES HOLOMORFAS, ARMONICAS Y ANALITICAS

Por tanto, si |z— 1| < 1 podemos escribir:

flz)= T‘ZZ (z-1)"= Z*1)+1]n§)(2*1)”
N N N AR M,

F2Y 6

23. Hallar el radio de convergencia y la suma de la serie

Resolucion. Hacemos el cambio de variable w = z3, comparamos la serie resultante con el desarrollo de la funcién

exponencial, y deshacemos el cambio, obteniendo:

o0 (_1)11+1Z3n _ Z i —w_ _e_z.%.

|
n=0 n: n=0

Puesto que la funcién exponencial es entera, el radio de convergencia de la serie dada es R = 4. También

podemos obtenerlo aplicando el criterio del cociente (Teorema 5.14) a la serie transformada. En efecto,

(=)™
! ! I
T Gan0 LA L T S
n—eo [(=1)"T  noe (n41)! n—en41
n!

implica que el radio de convergencia de la serie modificada es +oo; puesto que ésta converge para todo w = z°, se

infiere que la serie inicial converge para todo z € C y, por lo tanto, su radio de convergencia también es 40, [

24. Paraz € C\ {0} y n € N, discutir las igualdades:

(i) Loge* =7z;

(ii) exp(Logz) = z;
(iii) Logz'/" = (Logz)/n, donde z!/" denota la raiz n-ésima principal de z;
(iv) Logz" =nLogz.

Resolucion.

(i) Para resolver este apartado nos apoyaremos en la Proposicién 6.2(viii). Recordemos que los logaritmos de

w € C\ {0} se definen como todos los nimeros complejos cuya exponencial es w (Definicién 6.3).
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Evidentemente, z es un logaritmo de e*. Ademds, para que se dé la igualdad
Rz+iArge’ = Ine™ +iArge? = Ine?| +iArge® = Loge® = z = Rz +i3z,

es necesario y suficiente que 3z sea el argumento principal de ¢°. Como 3z es un argumento de ¢, esto

ocurre si, y s6lo si, —7 < 3z < 7.
(ii) Por definicién de logaritmo, la igualdad exp(Logz) = z se cumple sin més condiciones sobre z.
(iii) Se tiene:

1 A
Logz"/" =In|¢'/"| +iArgz'/" = nf'—i—i Zgz,

L 1 A
0gz _ n|z s i
n n n

Por tanto, la igualdad en (iii) también se verifica siempre.

(iv) Ahora:

LogZ" =1In|Z"|+iArgZ" =nln|z| +iArgz",
nLogz=nln|z|+inArgz.

La igualdad en (iv) equivale a que Argz" = nArgz. Como nArgz es un argumento de 7", para que sea el

argumento principal es necesario y suficiente que —7 < nArgz < 7, es decir, que —7/n < Argz < 7/n.

25. Se considera la funcién

=1
f(z) =logz+ Tehas’

donde el seno hiperbdlico complejo se define mediante la férmula
w_ =W
shw=5"¢ (weC).
(i) Hallar los ceros de la funcién sh 7z.
(ii) Justificar que f es multivaluada y determinar su rama principal, fj.
(iif) Encontrar el dominio de holomorfia de fj.
)

(iv) Expresar f(i/2) en forma binémica.
Resolucion.

(i) Como la exponencial compleja es periddica de periodo 27i (Proposicion 6.2(x)), la funcién

iz
shmz =

i eiﬂz

2

se anula cuando 7wz = —nz+ 2kmi (k € Z), o bien z = ik (k € Z).
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(ii) La funcion logz = In|z| +i(Argz+2km) (z € C\ {0}, k € Z) es multivaluada; por lo tanto, f también lo es.

La rama principal del logaritmo es Logz = In|z| +iArgz (]z| > 0, —m < Argz < 7). Atendiendo a (i), la

rama principal de f serd entonces

fo(z) =In|z| +iArgz+ %ﬂz (—m < Argz< m, z ¢iZ).

(iif) La funcién fp serd holomorfa donde lo sean el logaritmo y la reciproca del seno hiperbdlico, esto es, en
C\{(=eo, 0] UiZ}.
(iv) Yaque
2shl3 — T2 2 () =2,

podemos escribir:

(5)->

— —ln2+i(g+2k7t> —ig — In2+2kni (keZ).

i i T T T
Hii(Argt 2k ) +—"  — _n2 '(f 2k) il
2‘“( eyt n>+25h(in’/2) NI ) TS

26. Sean z,a,b € C, con z # 0. Probar:

(i) Logz® = alogz+ 2kmi para algin k € Z;
(it) (z%)? = 7% para algiin k € Z;

(iti) loge® = {z+2kmi: k € Z};
Deducir que:

(iv) (z%)P # 7%, a menos que b € Z;

(v) logz® =alogzsi, y sélo si, a = 1/n para algin n € Z.
Resolucion.

(i) Combinando la definicién de logaritmo con la definicién de valor principal de una potencia compleja,

encontramos que

a
eLogz aLogz‘

= ch = e
La periodicidad de la exponencial (Proposicion 6.2(x)) obliga a que Logz? = aLogz+ 2kmi (k € Z).
(ii) Usando (i),
(Za)b — ebLogz” — eabLogz+2knib — eabLogzeka'h — Zahe2k7z:ih (k c Z)
(iii) Se tiene que w € loge® si, y s6lo si, €” = €%, y esto se da si, y y s6lo si, w = z+ 2kmi (k € Z).

(iv) Ahora, si b € Z es claro que
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27.

28.

29.

(véase también la Proposicién 6.15(iv)). El reciproco es falso; por ejemplo, paraz = —1,a=1y b =1/2,
resulta

(Za)b S - Zah‘

Analizando (ii) vemos que si k = 0 evidentemente se satisface la igualdad, mientras que si k % O entonces

2kmib

(Z“)b =z, y solo si, e =1, lo que ocurre cuando, y s6lo cuando, 2k7wib = 2mmi para algin m € Z, es

decir, si, y s6lo si, existe m € Z tal que b = m/k.

v) Para a = 0 la igualdad logz* = alogz no es vdlida, ya que
P 0 la igualdad logz* log dlida, ya q
logz® =logl = {2kmi:k € Z} # {0} = alogz.
Supongamos a # 0. En virtud de (iii), se cumple que
a alogz .. 2kmi .
logz® =loge ={alogz+2kmi:k€Z} =a{Logz+——:k€Z
a
=a{Logz+2nmi:nc€Z} =alogz

si, y s6lo si, k/a € Z para todo k € Z, y esto sucede si, y solo si, a = 1 /n para algtin n € Z.

O
Hallar la potencia compleja [i'], y determinar su valor principal.
Resolucion. Por definicion,

[i] = {ei(LogH-ka) ke Z} _ {ei[ln|i\+i(n/2+2kn)] ke Z} _ {e2kn—ﬂ/2 ke Z} _ {e(4k—1)7r/2 ke Z}.
Se obtiene el valor principal para k = 0: i = e %/2. [l
Hallar la potencia compleja [(—3)"/*], especificando su valor principal.
Resolucion. Como | —3| =3y Arg(—3) = 7, se verifica que Log(—3) = In3 + ix. Por tanto,
[(_3)i/ﬂ:] _ {e(i/ﬂ)[Log(—3)+2k7ri] ke Z} _ {e(i/n:)[ln3+i7r(2k+]))] ke Z} _ {eZk—lei(ln3)/7r ke Z}.
El valor principal se obtiene haciendo k£ = 0:
(=3)1/7 = ¢~ 1H+in3)/7 ! cosM +isen@ .
e T T
O

Encontrar todas las soluciones posibles de la ecuacion i = e! /72,

Resolucion. Se tiene:

7 — prlogi ez(ln|z\+m:/2)

i &2,
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30.

La exponencial es periddica de periodo 2xi. Imponiendo que

emz/z — pltim

obtenemos
inz . .
y de aqui )
’%Z —2kin—1 (keZ),
o bien

ki —2 2i
I=——

=dk+— (ke Z).
¥4 T

Calcular las raices complejas de la ecuacién cosz = 3.
Resolucion. Si . .
elZ_‘_e*lZ

= 7:3
cosz 5 ,

entonces ¢’> + ¢~2 = 6. El cambio de variable w = e’ conduce a la ecuacién w+w~!' = 6, que podemos expresar

como w? — 6w+ 1 = 0. Las soluciones de esta ecuacién cuadrdtica en w son

o 0EV36—4 V236_4=3i2\f2.

Ahora, deshacemos el cambio: la relacion
e = w=342V2 = MBE2V2)

implica
iz=In(34+2v2) +2kni (k€ 7Z),

y se concluye que
z=2kn—iln(3+2V2) (ke€Z).
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