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1. [2 puntos] Sea C el segmento rectilineo con origen 1 —i y extremo 1 +i. Evaluar

/ 12 dz.
C

Resolucion. Una parametrizacién de C es z(t) = 1 +it, con 7/ (t) =i (—1 <t < 1). Consecuentemente,

. T8 1 s
/|z| dz:z/ (I+7)dt =2ilt+—=| =2i(1+5)==.
c -1 310 3 3

2. [2 puntos] Sea C: z(t) = 2¢" (0 <t < 27). Probar que

?{ et d <4TC€2
c 21 =3

Resolucion. Aplicaremos el teorema ML. Claramente, L = 27 -2 = 47. Por otra parte, una cota del integrando sobre C es

et el e? e?
< = =—=M.
z2+1‘_|z2—1 4—-1 3
Se concluye que una cota para la integral es
4re?
ML= .
3

3. [2 puntos] Calcular el valor de

eSz
—dz,
?‘{4:4 (az—b)"

siendo:

() a=1,b=mi,n=1,
(i) a=1,b=mi,n=717,

(iiiy a=2,b=97mi,n=1.
Resolucién. Pongamos f(z) = e* (z € C); esta funcién es entera.

i) El punto b = 7i estd dentro de |z| = 4. Por la primera férmula integral de Cauchy,

e3z .
]{ - dz =2mif(b) =2mie®™ = —2ni.
|z|=4 2— T

i) El punto b = mi esta dentro de |z| = 4. Por la segunda férmula integral de Cauchy,

e 27i 27i . 8lmi
——dz = — (6)b :736 3mi .
fl{z\:zl cmy e/ D)= 40

iii) El teorema de Cauchy-Goursat implica que

e* 1 e}
dz=-¢ — _dz=0
j{z\:42z—9m’ T2 Jeeaz—omi2
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En efecto, ahora el punto z = 97i/2 es exterior a |z| = 4, de manera que el integrando es holomorfo en |z| < 4.

O
. [2 puntos] Evaluar
]{ cosz d
— 4z,
c 7t + 72
donde C: |z — 2i| = 4, positivamente orientada.
Resolucion. Factorizando
4, 2 _ 2.2 _ 2 . .
74z =7 (+1)=7(z—i)(z+1i)
encontramos que los ceros del denominador son z = 0 (doble), z =iy z = —i, todos ellos interiores a C. Rodeamos cada uno

de estos ceros con circunferencias C; (i = 1,2,3), respectivamente, de radios lo suficientemente pequefios como para que cada

una quede en el exterior de las otras pero dentro de C. Las férmulas integrales de Cauchy permiten escribir:

cosz
7{ cosz dz*% 2+1 dr— 2mi [cosZ ]/ .. —(z>+1)senz —2zcosz —0:
c +72 c 1 [241], (22+1)2 —
cosz
cos 2 j cos cosi cosi
f Xz _fjiﬁjihhzzmgf—ﬁf =27 28 = ;i 2 = —zcosi;
o+ ¢ I—i 2 (z+1i) |, —2i 2i
cosz
" Cos 2(z—1i cos cos(—i cosi
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Finalmente, aplicando el teorema de Cauchy-Goursat para dominios multiplemente conexos concluimos que

COSZ COSZ
%ﬁdz % ) Z_O
czZ tz G Atz

. [2 puntos] Sea f(z) = z> — 3z + 2. Encontrar el maximo absoluto de |f(z)| en |z| < 1.

Resolucion. Si |z| < 1, entonces
1f(2)] < [z +3]z| +2 <6.

Por el principio del médulo méximo, éste se alcanza en la frontera |z| = 1. Por inspeccidn, para z = —1 encontramos que
[f(=D)|=14+3+2|=6.

Consecuentemente, el maximo absoluto es 6. O



