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TEMA 2.
EL MODELO NEOCLASICO CON TASA DE AHORRO
ENDOGENA

1. Introduccion
2. Eleccioén 6ptima de la tasa de ahorro: el modelo de Ramsey/Cass-Koopmans

2.1. El problema de optimizacion dinamica y las con diciones de
optimalidad

3. El estado estacionario y la dinamica de transici  6n
3.1. El estado estacionario o equilibrio a largo pl  azo

3.2. La dinamica de la economia fuera del estado es tacionario: el
diagrama de fases

4. El problema del planificador: el primer teorema de la economia del
bienestar

5. La incidencia de los impuestos
6. Economia abierta

Apéndice. El modelo de Ramsey/Cass-Koopmans ylos m  ercados competitivos

1. Introduccion

En el tema 1 se presentd el modelo de Solow, quenemodelo neoclasico de
crecimiento en el que la tasa de ahorro es exo@est@.modelo es muy usado para describir,
pero no deberia ser usado para hablar de optirdahdgara evaluar politicas. La razon
principal es que en Solow la tasa de ahorro se @gm es constante y exdgena. Para poder
abordar cuestiones de optimalidad, las decisiomesatwbrro han de ser el resultado de la
solucion de un problema de optimizacion dindmicagleque al consumidor le preocupe tanto
el presente como el futuro, dado que ahorrar natrascosa que transferir recursos desde el
consumo presente hacia el consumo al futuro.

La endogeneizacion de las decisiones de ahorra (codsumo intertemporal) es la
principal aportacion del modelo que veremos en &=tea: el modelo de Ramsey/Cass-
Koopmans. Muy resumidamente, este modelo explicaocos agentes deciden cuanto
quieren consumir en cada momento del tiempo agrdeda maximizacion de su utilidad en
un problema de eleccion intertemporal.

Como se ver4, la existencia de rendimientos demras en la acumulacion de capital
va a seguir originando que el crecimiento se agmie,lo que este nuevo modelo no va a
permitir solucionar las carencias empiricas detiexstaen el modelo de Solow sin progreso
tecnoldégico. Sin embargo, va a proporcionar un nwodaucho mejor fundamentado
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tedricamente que describe la eleccion intertemperalun modelo de equilibrio general
dinamico. Ademas, este modelo servira de baseraddelos de crecimiento enddégeno que se
trataran en el Tema 3.

Usaremos este modelo para:

* Presentar los fundamentos de los modelos dinamides equilibrio general,
amplisimamente utilizados para estudiar politicainm@as, crecimiento econémico y
entender el comportamiento intertemporal de lositage

« En el marco mas basico (sin gobierno, sin extetadés, sin sector exterior, etc.)
aprenderemos a analizar el estado estacionarioilipegu a largo plazo) y como
caracterizar las dinamicas de transicion de la @odm (la senda de un estado
estacionario a otro).

» Discutiremos la optimalidad de las asignaciones e derivan del equilibrio
competitivo. Para ello aprenderemos a resolvecgmaparar las asignaciones resultantes
del equilibrio competitivo y del problema de unmpfecador benevolente.

* Introduciremos un sector publico que recauda impgesara estudiar la incidencia que
sobre las decisiones optimas tienen los difereijges de impuestos (sobre el consumo,
sobre la renta, sobre el capital, etc.)

* Por ultimo, estudiaremos la incidencia que tienexiatencia de un bien que se importa
(ya sea para consumo final o como factor produktivo

El esquema del tema es el siguiente. En el apaBtaggolantea y resuelve el problema
de eleccion intertemporal. En el apartado 3 seenbtel equilibrio estacionario y se deduce la
dinamica del modelo. En el apartado 4 se discaeriferencias esenciales del problema de
la familias-productivas y del planificador. En kgartados 5 y 6 se considera la incidencia de
los impuestos y la economia abierta.

2. Eleccidén 6ptima de la tasa de ahorro: el modelo de Ramsey/Cass-Koopmans

En este tema se modeliza el comportamiento de egguoe deciden su consumo en el
tiempo. Tal y como se explico en el tema 1, esec&la de consumo en cada instante del
tiempo determinara el ahorro y, como consecueti@jversion neta. Por ello, el modelo
dinamico que resuelven los agentes de esta ecordeh&tener en cuenta la restriccion de
recursos (o de rentas reales) de la economia.

La descripcion de esta economia ha de hacerseserabau tecnologia (la funcion de
produccion neoclasica), los recursos inicialevd@r inicial de la riqueza per capita(0) ) y
las preferencias, que vienen dadas por una funigartilidad intertemporal.

Existen varios tipos de agentes: familias (consones), empresas (productores),

gobierno (sélo lleva a cabo politica fiscal) y éguaos casos también se considera el sector
exterior.

Otros supuestos basicos del modelo son los sigsient

» Los agentes viven infinitos periodos. Este supugstede interpretarse como que la
familia consiste en un continuo de generaciones gae naciendo y muriendo
sucesivamente y las generaciones pasadas se paaquuplas futuras.
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» [Estos agentes toman decisiones dinamicamente. eSstee preocupan no soélo por el
presente, sino también por el futuro, y las denessagque toman hoy afectan a los recursos
que tendran disponibles en el futuro y, por taatel bienestar futuro.

* No existe incertidumbre en el modelo, es deciragsntes hacen previsiones ‘perfectas’
(idea de expectativas racionales) de las sendasfudle precios, impuestos, etc.

* No existe heterogeneidad entre los agentes que erda economia. Asi, resolvemos el
problema de lo que se conoce como agente reprégentasto equivale a la idea de que
existen muchos que son iguales. Asi, este tipo déelos sera atil para analizar solo
aspectos de eficiencia en la asignacion de recwsne para estudiar aspectos de
desigualdad y de equidad.

» Por ultimo, supondremos que las empresas operan entorno competitivo (los factores
se remuneran en base a su productividad margionallyeneficios son cero) y las familias
son las duefas, en ultima instancia, de las engpgedal capital. Esto permite utilizar a
la familia-productora como un agente (‘doble’) que facilita mucho laotesion de los
problemas.

2.1. El problema de optimizacién dinamica y las con  diciones de optimalidad

En el modelo de Solow se ha supuesto que los agahteran una parte constante de
Su renta sin cuestionar la racionalidad de estegpodiammiento. En este apartado se describira
la actuacion de una economia en la que a los agsetkes permite determinar la trayectoria
de consumo de forma optima. EI modelo se delitamsey(1928) y posteriormente fue
perfeccionado pa€ass(1965) yKoopmang1965).

Para continuar con un planteamiento sencillo deblema, supondremos que la
eleccion oOptima de produccidon, consumo e inversiés llevada a cabo por
familias-productoras. La idea es que ahora no se trata de una regtiecdsion exdgena
(como en Solow), sino de seguir aquélla que coesigumejor resultado en términos de
bienestar para el agente que resuelve el problé&antarfilia-productora en este caso). En
cualquier caso, hay que dejar claro que el resulhdjue vamos a llegar utilizando familias
productoras es el mismo que podriamos obtener galaddb un modelo con mercados
descentralizados, tal y como se muestra en el a@eddl tema.

Las preferencias de la familia-productora estaran representadasuparfuncion de
utilidad que valora el consumo en cada momentdiei@lpo. Se supone que esta funcién de
utilidad presenta la siguiente forma, donde c(Blensumoper capitaen el momento t.

u[c(t)] ; u'(c)>0; u'(c)<0 ; Ici[rgu'(c)=+oo [2.1]

En cada momento del tiempo existirift) personas, por lo que la utilidad de la
sociedad, suponiendo que la tasa de crecimient pleblacion es>0, queda

L(te(t)]= Je(t e [2.2]

1 Tenemos que L(t)=L(0)"™ dondeL(0) es la poblacién en el momento inicial. Supondremus
L(0)=L1.
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El problema de las familias-productorasconsistira en maximizar la siguiente
funcién de utilidad total, que contempla el fluje dtilidad que se espera desde el momento
actual hasta el final del periodo de planificacion.

e o(t e dt

C(t)

sa. k(t)= f[k(t)]-c(t)-(n+3K(t) [2.3]
k(0)>0

donde p >0 es la tasa de descuento subjetiva de la utilideas® de preferencia temporal,

que mide el grado de impaciencia en el consumosiadentes. También se puede decir que
la tasa de preferencia temporal representa el héehgue los individuos, aunque altruistas

con respecto a sus descendientes, prefieren elimanpropio mas que el de sus hijos, es
decir, el tipo de descuento representa el gracegdesmo paterno en un mundo con altruismo
intergeneracional.

Es importante tener e cuenta que para que parkquiéidad sea finita (es decir, para
que la funcién objetivo del problema [2.3] no sefinita) se debe imponer la restriccion de
que los términos del interior de la integral seogpnen a cero cuanddiende a infinito. Esto
requiere queo > n. Como se vera, esta restriccion del valor deda tke preferencia temporal
sera importante para garantizar la eficiencia dinandel equilibrio estacionario de este
modelo.

Notese que la restriccion dinamica del problem3] [@s precisamente la restriccion de
recursos que dedujimos en el tema 1. Esta es umdicain de factibilidad en la relacion
consumo-capital, dados los recursos existentes economia y la tecnologia.

Las condiciones de optimalidad (también denominaegagrimer orden) se obtienen a
partir del siguiente Hamiltoniarvo:

H(t)=e ™ ule(t)] + p(t{ Flk(t)] - o(t) = (n+ o k(t)}

donde p(t) es el multiplicador dindmico de Lagrange, quélamla renuncia en
términos de utilidad a la que hay que hacer frg@a@ acumular una unidad adicional de
capital. Las condiciones de optimalidad de estblproa son las siguientes:

M) _

ax(t)

H() _

K(t)

HEO

ou(t)

A las que hay que afadir la condicion de translidesi que comentaremos mas
adelante.

/J()

= k()

2 En clase se explicara en mayor detalle el signdficdel Hamiltoniano, que en definitiva es algoilsima un
Lagrangiano pero en un contexto de optimizaciéamioa. No se dara un curso de optimizacion dinariiiaa
solo se presentara la forma de resolver estosgmatd y las intuiciones de sus condiciones.
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OperandO'
M fo(t)) - (1) =0 - p(t) =e " rufe(t)]
uﬂkauﬂ—<n+5)=—ua) [2.4

k(t) = f[k(t)]-c(t) = (n+ & )k(t)

Para eliminap (t), se toman logaritmos neperianos de la primera enuade [2.4] y se
deriva respecto al tiempo:

- pomt—in(u M)y wle):
npt)=~(p=me=tn(ule(®)) - === o

Después, se sustituye en la segunda ecuaciénddedBteniéndose

Eﬁﬁdw—fkuﬂ p-3

0, de forma equivalente,

dwwkﬂﬂ}dwﬂ) e 5 ”s

{ Aol | o) [k(t)]- o~ [2.5]

Definiendo la elasticidad de la utilidad margiredpecto del consumo como
o(t)u'[e(t)]

ole(t)] = { E0) } >0 [2.6]

Asi, la condicién [2.5] queda:

k)] -5 = ddwfﬁi (2.7

A esta condicion se la conoce comadtandicion de Ramsey-Keynes condicion de
optimalidad de la decision de consumo intertempoalle consumo-ahorro). La expresion
anterior expresa que la ganancia por dejar de aunstna unidad de bien en el instante
actual hoy y destinarla a inversion (parte izquaede la ecuacion) ha de igualar el coste de
dejar de consumir esa unidad de bien (parte demdeha ecuacion). La ganancia viene dada
por el producto marginal neto. El coste provienéadenpaciencia de los agentes (medido por
la tasa de preferencia temporal) que les llevaetepr consumir lo antes posible. Ademas, la
preferencia de los agentes por trayectorias deucomplanas hace que cuanc{o) > 0 exista
un menor aliciente a invertir. Lo contrario sucedando se espera que el consumo disminuya
en el futuro €(t) < 0.

Al resolver el problema de optimalidad intertemolies familias estan ordenando el
consumo en el tiempo asegurandose que cuando gerimdo retiran una unidad de consumo
per capitay la destinan a inversion, la satisfaccion quelgene de un mayor consumo en el
periodo siguiente compensa la satisfaccion perma Con este criterio, reasignaran el
consumo entre los periodos hasta que no haya gasgrar hacerlo.
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La condicién [2.7] (optimalidad intertemporal) jonton la restriccion de recursos o
ecuacion de transicion (restriccion del problema])Zon las dos condiciones necesarias para
poder caracterizar la solucion del problema derailfa-productora.

La condicion de transversalidad

Ademas de las dos condiciones anteriores, en ipstelé¢ modelos dinamicos ha de
imponerse una condicion adicional que permita padeacterizar la senda de equilibrio
optimo, tal y como se explicara en el siguientertapa. Esta condicion es lo que se conoce
comocondicion de transversaliday viene dada por:

gmunmn:wguwﬂqdeW“:o [2.8]

En este caso, la condicién de transversalidad angliee el valor presente ds#bckde
capital (el capital por su precio sombra, que eswdliplicador) que los agentes dejaran al
final del periodo de planificacion ha de ser igai@ero. No es posible que sea negativo y que
sea positivo claramente no es 6ptimo, ya que leatag acumulan capital para el futuro, pero
cuando no hay futuro nunca es 6ptimo dejar sin akgo que tenga valor. Mas adelante
veremos la relevancia de esta condicion para pestablecer la trayectoria de equilibrio del
modelo.

3. El Estado estacionario y la dinamica de transici  on

3.1. El estado estacionario o equilibrio a largo pl  azo

La tecnologia de este modelo es la misma que peses en el tema 1 cuando
analizamos el modelo de Solow. Por ello, tambiérahos rendimientos decrecientes en la
acumulacion de capital conducen a que el crecimisatagote. De este modo, usando un
razonamiento similar al del tema 1, se puede llegaonclusion de que el estado estacionario
(EE) en esta economia viene caracterizado poruat constante de consumo y de capital per
capita. Esto es:

c(t) = k(t) =0

Las dos condiciones que resumen la evolucion op{ymiactible) dec y k vienen
dadas por 2.13 y 2.9 (ademas de la condicion desVeasalidad). Las volvemos a escribir
para facilitar la exposicion:

Flk]-a=ofot] )+ 2.9

k(®) = fk(t)]-c(t)-(n + k() [2.10]

Asi, para caracterizar el estado estacionario, irapms quec(t) = k() =0 en estas

dos condiciones, y nos queda (los asteriscos dermia las variables son de equilibrio
estacionario):
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* El producto marginal del capital en el estado éstacio iguala a la suma de la
tasa de preferencia temporal y la tasa de deprécidel capital fisico.

f (k¥ =(p+0) [2.11]

e La curva que proporciona la restriccion de recurdeda economia en estado
estacionario (que analizamos en el tema 1). Supraieacion es que el stock de capital per
capita queda inalterado en el tiempo si se consexaetamente la produccion que queda
después de descontar la depreciacion del capitabpéa:

¢ = f(K)-(n+d)K [2.12]

Como la condicion [2.11] no depende del consunmm &n solo d&, de ella se puede
obtener directamente el estado estacionario deélatafustituyendo ese valor en [2.12] se
obtiene el consumo de equilibrio.

La representacion gréafica del equilibrio estacimnae muestra en el gréafico 1. La
representacion de la ecuaciéos 0,[2.11], en el plandc,k) es una linea vertical (un valor de
k independiente del valor @@ La ecuacion [2.12], como ya sabemos desde & fieras una
curva en forma de U-invertida que determina lo®nes dek y ¢ para los cualek = .OLa
interseccion de ambas curvas determina la locafimaexacta del estado estacionario, dado
que éste es el punto en el que se verifica simedrente que= § k =0. El equilibrio
estacionario es, por tanto, compatible con la aadide optimalidad intertemporal y la
restriccion de recursos de la economia.

A .
c ¢=0

-

Gréfico 1: El equilibrio estacionario
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La eficiencia dinamica del modelo de Ramsey/Cass-Ko  opmans

En el tema 1 aprendimos a identificar los equitibrdinamicamente eficientes y los
ineficientes. Sabemos, por tanto, que los puntesquedan a la izquierda de la regla de oro
son eficientes.

En el grafico 1 se ha representado un equilibritacgsnario que es eficiente.
Realmente, es facil demostrar que en el modelo alasRy/Cass-Koopmas solo es posible
obtener equilibrios eficientes. El razonamientelesguiente:

k* <k, - f'(k*)>f'(k;)
Ademas sabemos que en el equilibrio estacionanesica [2.11]:
f' (k") =p+0
Y que en el maximo de la cunka= <&@ cumple:
f'(k,)=n+o

Por tanto, siempre que la tasa de preferencia tehpopere a la tasa de crecimiento
de la poblacion el estado estacionario sera efeien

f'(k*)>f'(k,) - p+d>n+d - p>n

Puesto quep > n, podemos asegurar que el estadio estacionarigpseesera eficiente

en este modelo. Por tanto, la recta0siempre debe representarse a la izquierda deltapit
de la regla de oro.

3.2. La dinamica de la economia fuera del estado es tacionario: el
diagrama de fases

Las ecuaciones [2.9] y [2.10] (ademas de la coédicie transversalidad) definen el
comportamiento dinamico en el tiempo del consurdelycapital, es decir, la solucion de este
sistema de ecuaciones describe la trayectoria t&ihgae seguiran ambas variables en el
equilibrio. El gréfico 2 muestra como se comportecapital per cépita fuera del estado
estacionario.

Por una parte, desde el tema 1 sabemos que cumedoriomia esta por encima de la
curva k = 0 se esta consumiendo mas de lo que es factibledegaa el capital per capita
inalterado y, como consecuencia, el stock de dap#a cépita se reducira. Cuando se
consume menos de lo que indica esta curva, elatg@gt capita tiende a aumentar.

Por otra parte, la evolucion del consumo per capitaobtiene de la condicion de
Ramsey-Keynes, [2.9]. Despejando:

ct) . 1
c(t) alo(t)]
Notese que cuando la economia se encuentra colesige capital inferiores al el
estado estacionario el consumo es creciente, ya apandok(t)<k*, tenemos que
f'[k(t)] < f'[k*] y, en consecuencia,>0. Es decir, la trayectoria 6ptima de consumo es
creciente para esos niveles de capital. La expfinade este resultado es la siguiente, si los

v (c(t)k(1)) =

{f'[k(t)]—p—d}:J[Cl(t)]{f'[km]—f'[k*]}
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agentes esperan situarse a largo plazo sobre iddlcagrespondiente al estado estacionario,

cuando se parte de un nivel de capital inferiar glgpectativas son que el capital crecera en el
futuro y, por tanto, hay expectativas de amplia@énas posibilidades de consumo futuras.

En consecuencia, la trayectoria de consumo eseateceén el tiempo.

Por un razonamiento similar, podemos probar quadwal capital per capita supera
su valor de estado estacionario, el consumo seréaaente en el tiempo.

Reuniendo lo dicho, las curvas=0 y k =0 dividen el espacio en cuatro regiones. La
dindmica de cada una de esas regiones se represerftachas, tal y como se observa en el
grafico 2. Este esquema para estudiar la dinarmacka dolucion se denomirthagrama de
fases

c A

C*

—

=~V

k*

Grafico 2: Diagrama de fases

El tipo de equilibrio que describen estas ecuac@selo que se denomiegguilibrio
de punto de silla que se caracterizan por tener una Unica trayacbequilibrio de estado
estacionario. El resto de trayectorias llevan gdgilazo a situaciones que no son equilibrio
(no son fruto de la resolucion del problema demiatcion). Esto genera un resultado muy
importante:la Unica trayectoria convergente al estado esta@ianes precisamente la que
resulta de resolver el problema dindmico que heplasteado cualquier otra trayectoria
gue no termine convergiendo en el equilibrio estaaiio no es OptimaNoétese que este
resultado facilita mucho las cosas a la hora dézamacambios en las economias y realizar
ejercicios de politica. Si tuviéramos muchas trayes que convergieran al estado
estacionario, no sabriamos cual es la 6ptima. Enaaso, al tener un equilibrio de punto de
silla, tenemos claro que la Unica trayectoria coyemrte en la 6ptima.

Para entender mejor el resultado de punto de\silader caracterizar la trayectoria
convergente, situémonos en alguno de los cuadrgotesielimitan las curvas=0y k =0.
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Por ejemplo, si la economia parte del cuadranes facil observar que esta terminara por
converger a k(t)=0 y a un nivel de c(t) muy grarfélero todas estas trayectorias incumplen la
condicion de factibilidad (se produce cero y sesoome infinito). Por su parte, si partimos del
cuadrante lll, la dindmica nos lleva a una situadé c(t)=0 y de k(t) muy grande. Pero esta
situacion, aunque factible, incumple la condicioe wlansversalidad, al ser la utilidad
marginal de c=0 infinito (el valor del capital ehiefinito no sera cero). Asi, los Unicos
cuadrantes consistentes con una trayectoria coeviergon el 1l y el IV. Pero no cualquier
punto que parta de estos cuadrantes convergeséadbeestacionario. Por ejemplo, si el punto
de partida es el cuadrante I, pero esta muy ceecta U-invertida y alejado de la linea
vertical, en muy pocos periodos la economia pashi@adrante Ill y nos iremos a una
solucion que incumple la condicion de transversdlidJn razonamiento analogo podemos
hacer para puntos del cuadrante IV. En conclusiadok(0), existe un solo valor dg0) que
sitle a la economia en una senda convergenteaaloesstacionario que, ademas, es la unica
consistente con las condiciones de optimalidad.

Para entender mejor el resultado de punto desilader caracterizar la trayectoria
convergente usaremos el grafico 3, que se ha mqesk empleando una funcion de utilidad
con elasticidad intertemporal de sustitucion caorista

Tal y como se presenta en el grafico, sélo exisgelnica trayectoria de convergencia
al estado estacionario. Ademas, comprobaremosaguaylectoria que maximiza la utilidad vy,
por tanto, la trayectoria de consumo que elegia@® dgentes es precisamente la Unica
trayectoria de convergencia.

c

C!
(6]
Co
cy
| * k** k
K k Ky

Gréafico 3: La dindmica del modelo

-

3 para facilitar la exposicién hemos supuesto gderieion de utilidad esy(c(t)) = c(t)™ -1 0 < g <1- Esta funcién de
-0

utilidad se le llama funcion instantanea de utdidan elasticidad de sustitucidon constante, tamtbédrominada funcién con

elasticidad intertemporal constante o con aversiativa al riesgo constante. La funciéon logariamigresenta una
elasticidad de sustitucion igual a 1.
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En el grafico 3 se representaa economia con capital inicigl menor quek*. Seac,
el valor del consumo que corresponde a este voluheecapital en la trayectoria punto de
silla. Si los agentes escogen un nivel de consugm superior tal coma',, este nivel de
consumo permitiria en los primeros momentos acumaoégpital y, al mismo tiempo,
incrementar el consumper capita No obstante, la eleccion de consumo es tal gasado
algun tiempo, la economia se encontraria en uropzomoA en el cual el consumo elegido
s6lo permite reponer el capital que se ha depreciBidos deseos de consumo permanecieran
constantes, la economia permanecerigAepara siempre. No obstante, Anlos agentes
desean incrementar el consumo y, por tanto, se zargea invertir una cantidad inferior a la
necesaria para reponer el capital y, por consitgiiext capital comienza a disminuir. Dado
que los agentes siguen deseando incrementar suncongl capital seguira disminuyendo
hasta llegar al puntd' en el cual todo el capital se habra consumido parir de ese
momento, el nivel de consumo sera cero. Es dececbnomia, a partir de un determinado
momento finito, quedaria atrapada para siemprel emigen. Por tanto, la utilidad que se
obtendria de esta eleccion seria la que implicarto @lazo unos niveles de consumo
elevados y, a partir de un cierto momento y pamagre, un consumo igual a cero.

Si con un capitaper capita k, se elige un nivel de consumo ligeramente infezigr
En los primeros momentos se reproducira una paateodsumo y acumulacién de capital
crecientes aunque, en este caso, el consumo crése lentamente en favor de una
acumulacion de capital mas rapida. Al cabo decigepo, la economia alcanzara un punto
comoB en el cual los agentes no desean incrementavell e consumo, pero, dado que el
nivel de consumo alcanzado es muy bajo, se seguoirtnulando capital. A partir de ese
momento, con mas capital los agentes disminuyegossumo, l0 que a su vez permite
acumular mas capital en el tiempo. La tendencaégblplazo es alcanzar un punto cdxfo,
donde el nivel de capital alcanzado es tan grandesfjiconsumo ha de ser cero para permitir
su reposicion. En este caso, la economia ha mdotemos niveles de consumo muy bajos
que les ha llevado a acumular demasiado capital.

Si la economia elige un nivel de consumo inicibttanoc,, intuitivamente se aprecia
que, en términos de utilidad, ofrece unos resu#tadejores que los dos anteriores. En primer
lugar, ofrece una pauta de consumo mas establé tempo que la que ofrece la primera
trayectoria comentada y ofrece mayores nivelesodswmo que la trayectoria comentada en
segundo lugar. Es decir, si las familias tuvieraa i eligiendo niveles de consumo destge
hacia arriba observarian que todas las trayectquascomienzan con consumos inferiores a
c, ofrecen niveles de consumo en el tiempo cada \@mwras. Si eligen niveles de consumo
superiores &, obtendrian consumos mayores, pero poco establelstiempo, puesto que en
algin momento se agotaria el capital y se reduziciro.

En las dos trayectorias descritas se obtiene quersumo per capita acaba siendo
cero, por lo que no se verifica la condicion degxersalidad (ya que a utilidad marginal del
consumo tiende a infinito cuando el consumo es)c@&uwor tantola eleccidon 6ptima exige
gue la economia se situe sobre la Unica trayectornige convergencia.
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4. El problema del planificador: el primer teorema de la economia del bienestar

El equilibrio estacionario que hemos obtenido zaiido a las familias productoras es
idéntico al que se alcanzaria si plantearamos cm@oenia con mercados descentralizados en
la que operan economias domésticas y empresascaimigiando bienes y factores
productivos. En otras palabras, son dos formas distintas tEnebel equilibrio competitivo
de la economia.

Inmediatamente surge la cuestion de si este egaildmmpetitivo es optimo en el
sentido de Pareto. En este caso, la respuestanpgesipues, en una economia tan sencilla
como la que hemos modelizado, el primer teorema deonomia del bienestar garantiza que
las asignaciones resultantes del equilibrio cortipetison pareto-Optimas. Es decir, como
existe competencia perfecta en todos los mercaddsay externalidades ni bienes publicos y
no existe sector publico que distorsione con sueaodn el comportamiento de los agentes, se
cumplen los supuestos de este teorema. Lo que @iereir este importante resultado es que,
bajo estas condiciones, y si el objetivo es laeaima (no hablamos de equidad), el mercado
es capaz de asignar los recursos de la forma mecéngEmente posible.

Si deseasemos verificar este resultado tendriames apmparar el equilibrio
competitivo con el resultado al que llegaria umibileador social, que es el 6ptimo paretiano.
La cuestion es que el problema que resuelve elfiglaior en este caso es exactamente el
mismo que el de las familias productoras.

Sin embargo, a partir de este momento surgiran asuebcenarios en los que ambos
problemas sean distintos y, por tanto, el equdilmompetitivo se alejara de la optimalidad
paretiana. Por ello, es importante dar la intuicsdbre las principales diferencias entre el
problema de las familias-productoras y el del fieailor. Haciendo problemas en clase se
acabara entendiendo mucho mejor estas diferencias.

En general, dada una determinada economia, cqrapigs caracteristicas (reflejadas
por las preferencias, la tecnologia, la existerwiano de gobierno, de impuestos, de
externalidades, de sector exterior, etc.), vampsder resolver dos tipos de problemas: 1) el
de la economia real, que en nuestro caso estéadsaidel equilibrio competitivo o al de las
familias-productoras (en el apéndice se demuestra spn equivalentes); 2) el del
planificador, que permite caracterizar las asigmaes pareto-Optimas de la economia.
Enfatizamos que este ultimo problema no se correfpal de una economia real. El interés
de su resolucion esta en usarlo como punto deerefier y poder asi hacernos la pregunta ¢ son
las asignaciones del equilibrio competitivo paréfimas? Para responder tenemos que
comparar las condiciones de optimalidad obtenidaspdbblema del planificador con las
obtenidas del problema de las familias-productivgisson iguales, concluiremos que las
asignaciones derivadas del equilibrio competitifroit¢ de las fuerzas del mercado) son
pareto-Optimas.

Cuando no lo sean surgen nuevas preguntas, ¢@ealeja nuestra economia de la
eficiencia paretiana? ¢En qué direccion nos debemoosr para acercarnos al pareto-optimo?
¢ Existe alguna medida de politica que permita abraal pareto-6ptimo? En este caso, el
papel del gobierno para corregir las ineficiendag crucial. Lo relevante en este caso es
determinar qué politica es capaz de corregir leBciencias y de hacer que las asignaciones
sean eficientes. A este ejercicio de politica smfece como politicas ‘Ramsey’.

4 En el apéndice se muestra este resultado.
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De manera muy intuitiva y muy preliminar, las d#fecias principales entre el
problema del planificador y de la familia-produet@on los siguientes. La manera en que
debemos plantear le problema del planificador esigeliente:‘el planificador maximiza la
utilidad de la familia, sujeta a la restriccion decursosde la economia’En este caso, nétese
que hablamos de recursos, por lo que esta reémiogualara el total de recursos disponibles
(netos de la depreciacion) al uso de esos recyesosinidades fisicas), por ejemplo en
consumo y en acumulacion de capital. Si existientaos posibles usos (por ejemplo, usar
recursos para sanidad, o educacion o gastos emstfucturas, etc.), el planificador también
los consideraria.

Para el planificador solo existen preferencias gifum de utilidad), tecnologia (la
funcion de produccion) y recursok(0), por ejemplo). En ningin caso se consideran
impuestos, precios, salarios, etc. Por su partpraddlema de la familia-productora debera
plantearse de la siguiente manemaaximizar la utilidad de la familia, sujeta a l@striccion
de rentas (en unidades fisicas) de la familia productor&n el modelo basico inicial que
estamos tratando en este tema, notese que la(mmtaienes) de la familia productora es
precisamente lo que se produce en la economia.f&sida-productora, ademas, tiene que
hacer frente a la depreciacion (ya que es dueficagéhl). Y los usos de esas rentas tiene que
decidir si usarlos en bienes de consumo o en acummads capital.

En este sentido, es muy facil darse cuenta queetanodelo basico que hemos
considerado hasta ahora los dos problemas sonaexaete el mismo, aunque la manera de
interpretarlos es distinto. Asi, es obvio que @hpr teorema del bienestar se cumple en este
caso.

Para entender un poco mejor la diferencia entfgadlema del planificador y de la
familia-productora, pongamos un ejemplo (que nolvesemos ahora). Supongamos que la
funcién de utilidad depende de dos bier€t,y deg(t), pero la familia productora tan sélo
decide sobrec(t) (g(t) es, por ejemplo, gasto en sanidad). En el equilibompetitivo (el
mundo real) este gasto en sanidad es financiadoupoimpuesto de cuantia fija, que
denotamos poff(t). ¢Como serian ahora los problemas de la famibaymtora y el del
planificador?

El problema del planificador:

“e eyl (1), g(t) dt
max [ e uf e(t), o(t)

sa  fKO]-(ma)KY= K3+ ¢}+ ¢} [2.13]

k(0)>0

En este problema, las variables de control oy g(t), y la de estado sigue siendo
k(t). El planificador considera la decision conjuntac(iey g(t) y la acumulacion de capital,
dado los recursos existentes netos de la deprécjatas preferencias y los recursos
existentes. De este problema se obtienen las asiges pareto-optimas.

El problema de la familia-productora:

max j :e""‘”)t uf c(t), g(t) dt

sa fl kO] - (M) K- TI= K+ ¢) [2.14]
k(0)>0
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La variable de estado es claramek(ig. Pero la variable de control es saip). La
familia productora NO decide sobgét) (ni tampoco sobré(t)), aunque si le afecta, pero no
decide sobre ello. Sera el gobierno, en base eckudacion, el que establezca la cantidad de
g(t) en la economia. Las familias siempre toman comaesidas variables de politica
(impuestos, gastos publicos, subvenciones, etcerae & cantidad pareto-Optima? Para
responder a esta pregunta habra que compararloetoresultado del problema del
planificador.

Por altimo, enfaticemos que no debemos confundataaiificador con el gobierno. El
gobierno es otro agente que participa de la ecanaerl (del problema de la familia
productora). En este tipo de modelos, su misiéa kede poner impuestos, subvenciones y
gastar en gasto publico que afecta a la utilidadl@ funcién de produccion. En general, su
problema es el que denominamos antes como prollerRamsey, que consiste en disefar la
politica que corrija las ineficiencias que se damien el equilibrio competitivo. Todo esto lo
entenderemos mejor en futuras lecciones y haciejedoicios.

5. La incidencia de los impuestos

A continuacién vamos a introducir un gobierno denknera mas sencilla posible. El
objetivo es entender la incidencia que tienen lderehtes tipos de impuestos sobre la
decisiones de consumo intertemporal y, por tamioresla evolucion y estado estacionario del
consumo Yy del capital de la economia.

Consideremos varios aspectos antes de comenzarelc@malisis. Primero, las
subvenciones pueden verse como impuestos conrgmaivos, por lo que la explicacion de
los efectos de los impuestos es la inversa de dosgl subvenciones. En segundo lugar, y
centrandonos ya so6lo en impuestos, el establediongi un impuesto siempre va a tener un
efecto renta negativo. El objetivo de este epigrafees entender este efecto renta, que es
trivial, sino la incidencia que los diferentes 8pde impuestos tienen sobre las decisiones
intertemporales de los agentes. Por ello, y corfirelde no mezclar ambos efectos,
eliminaremos el efecto renta. Esto se consiguersepdo que los impuestos que paga la
familia-productora son devueltos a las propias liasien forma de transferencias (por
ejemplo, ayudas a hijos, subsidios de desempleg, &omo estamos suponiendo que todas
las familias son iguales, esto no genera ninguot@feedistribuidor que podria afectar de
distinta manera a unos que a otros. Las transfeemie hace el gobierno a las familias
suponemos que son de cuantia fija y son recursa®asirapartida. Por ello, a lo largo de este
apartado denotaremos a estas transferencia deatignporTr(t)>0.

Los tipos de impuestos que vamos a considerarososiguientes:

e Cuantia fija (impuestos lump-sum){(t), no dependen ni del consumo, ni de la
renta, etc.

* Indirectos o sobre el consumg:c(t), donder; es el tipo marginal (entre cero y
uno) del impuesto (el IVA, por ejemplo)

* Impuestos directos sobre la renta total (brutai(k(t)), dondez, entre cero y uno,
es el tipo marginal medio impositivo de las remtdales (del trabajo y el capital)

* Impuestos sobre la riqueza:k(t), es un impuesto que se aplica sobre el stock de
capital existente en la economia. Su tipo mardgarabién ha de estar entre cero y
uno.
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« Impuesto sobre la inversién netak(t)

« Impuesto sobre la inversion brutg:k(t) + (J+ n) k(1]

Siempre vamos a suponer (en este tema y el sigligue el presupuesto de los
gobiernos es equilibrado (no pueden endeudardeoniaa). En el caso que estamos tratando,
esto implica que el monto total der(t) tiene que ser siempre igual a la recaudacion
impositiva total realizada en cada periodo de tietmp

Impuestos sobre la renta
Usemos un ejemplo para ilustrar la incidencia de ¢épo de impuestos sobre la
economia. Supongamos la funcion de produccion asicel. Ademas, existe sector publico y

. . . . , c(t)? -1
la poblacion crece a una tasa0. La funcién de utilidad instantanea egl)i donde
-0
0>0, ogdiferente de 1 (ya que en este caso la funcida kelogaritmica). El gobierno recauda
un impuesto sobre la renta, con tipo impositifgo, que dedica en su totalidad a conceder

transferencias a las familias.

Planteemos y resolvamos el problema de las fanpleguctoras. Este consiste en
maximizar el flujo de utilidad que se espera dedadromento actual hasta el final del periodo
de planificacién, sujeta a su restriccion de refif@m&cuacion de transicion del capital). Esta
restriccion queda:

fIk@®]-(n+a) k-7 f[ K9]+ TH() = K+ &)

La parte izquierda son las rentas netas de depr&@cia impuestos e incluyendo las
transferencias (con signo negativo lo que se paganypositivo lo que te dan). A la derecha
estan los posibles usos de esas rentas netasegualacididas por las familias-productoras:
consumo y acumulacion de capital. Asi, la variatdecontrol esc(t) y la de estadd(t).

Todas las variables de politica son tomadas contasddexogenas). Reordenando esta
condicion obtenemos la habitual ecuacion de tramsitel capital:

k(t) = f[k(D]@-7)= (n+I)k(D- P+ Ti(D

Asi, el problema queda de la siguiente manera:

l-0 _
max J. |:M:| e‘(ﬂ‘n)t dt
c(t) 0 1-0

sa  kH=@-71) f[ kO] - d9- (nr3d) KI+ T() [2.15]
k(0)>0

Calculamos las condiciones de primer orden a paetiHamiltoniano:
H(t) = {C(tl) e }e e ) @-1) 1K) - oD- (e S) K+ TAY} [2.16]

dondep(t) es el multiplicador dindmico de Lagrange, qudena renuncia en términos
de utilidad a la que hay que hacer frente para atarmana unidad adicional de capital.
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Calculando las condiciones de primer orden:

H) _o ) oee™ - yty=0 - = o(t) “ et

) ~0 - cwe H(t) =0 - p(t) =c(t) e [2.17]
H(t) _ ¢ _)f - =—y

oh u(t) - u(tf(A-1)F [k(t)] - (n+3)} = - (1) [2.18]
B _ ko) - k() =@-1) [ kO] - A9~ (n+3) K 9+ TH Y [2.19]
au(t)

Operando de la forma habitual (tomando logaritmeEenanos de la expresion [2.17]
y derivando respecto al tiempo):

Inu(t)=~p-nt-one(t) - A = (p-n)-oc A,
H(t) c(t)

Combinando esta expresiéon con la [2.18], se obti@reeuacion de Ramsey-Keynes,
cuya interpretacién, como es habitual, es que fgentas elegirdn en todo momento el
consumo per capita que consiga que los benefieg@hdrrar una unidad adicional igualen los
beneficios de consumirla. En otras palabras, etiymm marginal del capital después de
impuestos y neto de depreciacion del capital dghelar a la tasa de preferencia temporal
teniendo en cuenta que los agentes prefieren taajgesde consumo planas.

(1—r)f'[k(t)]—5:p+a@ [2.20]
c(t)
Por dltimo, teniendo en cuenta que las transfeasncvienen dadas por
Tr(t) =7 f [K(t)], la expresion [2.19] queda reducida a:

k(t) = f[k(t)]-c(t) - (n+d)k(t) [2.21]

Hemos de destacar en este punto que la restrigg@supuestaria del gobierno la
hemos tomado como dada al resolver el problema @ailia-productora (esto es, al derivar
el Hamiltoniano). Una vez tenemos las condicionesogtimalidad, para calcular como
evolucionan las variables en esta economia, sim@emeque considerar esta restriccion
presupuestaria. Sin embargo, en ningun caso hemamponer esta condiciébn antes de
resolver las condiciones de optimalidad, al sesictmada como exdgena.

Puesto que el producto marginal del capital esedemmte ante aumento del capital per
capita, el crecimiento se agota. En estas circucistsnel equilibrio estacionario se define,
como siempre en este tema, de la siguiente manera:

c=0- (1-7)f'[k(t)=d+p [2.22]

k=0 o(t) = flk(t)]-(n+J)k(t) [2.23]

Las ecuaciones [2.22] y [2.23] definen el equibbrompetitivo de la economia, en el
que el capital per capita es aquel que consigabpmducto marginal del capital después de
impuestos y neto de depreciacion iguale a la tasalebcuento de la utilidad. La otra
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condicion de optimalidad es la de transversaligetp esta no cambia respecto a la del
contexto basico analizado en el apartado 2 de@&siz

En este punto hay que hacer notar que el impuestoe sla renta que hemos
considerado no afecta a la curka , y@& que se esta eliminado el efecto renta neggtieo
genera el impuesto, al devolver su monto totabemé de transferencias. Sin embargo, altera
a la condiciéon de Ramsey-Keynes, es decir, siastdando a la decision intertemporal del
consumidor. Cuando esto ocurre podemos concluirefjumpuesto es distorsionante, en el
sentido de que afecta a la decision intertemparaahsumo presente versus consumo futuro
(o consumo ahorro). ¢En qué sentido? Es facil darseta, a partir de la condicién [2.22],
que el estado estacionario del capital es menartecuaayor es el tipo marginal impositivo.
La razén es que un mayor tipo marginal sobre ltaranmenta el coste de acumular capital
para los siguientes periodos, lo que lleva a lasemidores a sustituir en mayor medida
consumo futuro a favor del consumo presente. B ssttido decimos que el aumento del
impuesto genera un efecto sustituciéon que elevamesumo presente a costa de consumo
futuro, al desincentivar la acumulacién de caffisato.

Todo lo expuesto se entiende perfectamente sigept@mos como afecta un aumento
del tipo marginal impositivo en el diagrama de agerimero representamos las expresiones
[2.22] y [2.23] en el gréfico 4. El punto de inteesion entre ambas curvas proporciona, como
siempre, el equilibrio estacionario de la economia.

o .
o

1
o

~v

Ko *
Grafico 4: El equilibrio estacionario

Como ya hemos razonado, un aumentordeo afecta a la curv& =0, ya que la
mayor recaudacion impositiva es compensada comenemento de las transferencias. Sin
embargo, la curvac=0 se desplaza hacia la izquierda, ya que el aumeatta tarifa
impositiva reduce el rendimiento de ahorrar y haeeesaria una reduccion del stock de
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capital per capita para que el producto margingpdés de impuestos y neto de depreciacion
iguale a la tasa de preferencia temporal. Por ellmuevo equilibrio estacionario se situa

(grafico 5) con menores capital y consumo per aafpib que esta ocurriendo es que, al

reducirse la rentabilidad de ahorrar, los agenteseatan en el corto plazo su gasto en
consumo (efecto sustitucion a largo plazo). De esaido, la economia se sitla en la nueva
trayectoria de convergencia. A partir de este mameda economia se dirige paulatinamente
(a lo largo de la trayectoria de convergencia)wdvo estado estacionario a medida que va
reduciéndose el stock de capital per capita yreswmo per capita.

»
|

k,* Ko* k

Grafico 5: Aumento del impuesto sobre la renta quee devuelve en forma de
transferencias

A continuacion, presentamos los resultados dedosd impuestos, pero omitimos los
detalles del analisis, que dejamos para que elraus desarrolle por su cuenta. Tan solo
mostramos los resultados finales y algunos comestaelevantes. Para simplificar la
notacion, siempre usaremogara referirnos al tipo impositivo correspondieria caso de
que en un problema hubiesen dos o0 mas tipos deestgm) obviamente (al menos que se diga
lo contrario), habria que distinguirlos poniéndosgindices, por ejemplo. Se considera
siempre la misma funcién de utilidad, y la condicde transversalidad y la condicién inicial
coinciden con las que se ha empleado hasta ahora.
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Impuesto sobre el consumo
Restriccion:

k@] -(n+) KO-+ T = K Y+ ¢)

Reescribiendo:

k(t) = f[k()] - (n+ ) K-+ 7) D+ TH(Y

Notese que en este caso el tipo marginal imposgolore el consumo aparece con
signo positivo, ya que encarece la adquisiciorbaai de consumo.

Condiciones de optimalidad una vez sustituida Istriczion presupuestaria del
gobierno, que esc(t) =Tr(t),

: s ¢(t)
flk®)]-o '0+Jc(t)
k(t) = f[k()] - (n+O) KD~ ¢

Comentarios. La condicion de Ramsey-Keynes no sdeatada por el impuesto sobre
el consumo. Esto implica que no distorsiona la siéi intertemporal de los agentes (no
existe efecto sustitucion entre consumo presefieuyo). Sélo existiria un efecto renta igual
para todos los periodos de tiempo si el impuestsendevolviera en forma de transferencias.
Pero como si se devuelve, tampoco se da este eéetéo

Impuesto sobre la riqueza
Restriccion:

k@] -(n+) KO -TKY+ T(h= K+ ¢)

Reescribiendo:

k(t) = f[k()] - (n+3+7) K- ¢+ T(}

Condiciones de optimalidad una vez sustituida Istriczion presupuestaria del
gobierno, que esk(t) =Tr(t),

. s ¢(t)
frlk@®)]-o-r1 '0+Jc(t)

k(t) = f[k()] - (n+3) K H- ¢}

Comentarios. La condicion de Ramsey-Keynes seeatafa por el impuesto sobre el
capital. Comparando con el impuesto sobre la rentafecto es ain mas directo. Esto implica
la gran distorsion que tiene este impuesto sobrdetasion intertemporal de los agentes
(existe un efecto sustitucion importante). Comoimpuesto se devuelve en forma de
transferencia, no se da un efecto renta.
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Impuesto sobre la inversion neta:

Restriccion:

flk@®]-(n+a) kO -TKY+ ()= Ky+ ¢)

Reescribiendo:
: 1
k(t)=m{ f k()] =(n+3) K H~ ¢+ T B}

Condiciones de optimalidad una vez sustituida Istriczion presupuestaria del
gobierno, que esk(t) = Tr(t),

O]y, o0
1+71 c(t)

k(t) = f[k()] -(n+3) K H- ¢}

Comentarios. La condicién de Ramsey-Keynes seeaaafa por el impuesto sobre la
inversion neta. Esto implica que el impuesto dstora la decision intertemporal de los
agentes (existe un efecto sustitucion importantepsgincentiva la acumulacion de capital.
Como el impuesto se devuelve en forma de transferemo se da un efecto renta.

Un comentario final sobre la incidencia de los impestos y asignaciones pareto-6ptimas

En este contexto, dado que no existe ningln bienetjgobierno tenga que financiar,
la asignacion pareto éptima viene dada por lasicmmebs [2.9] (optimalidad intertemporal) y
la [2.10] (restriccion de recursos), que recordeeras
¢(t)
f'lk(t)|-0=p+0—=
[k()]-0=p o0

k(t) = f[k(D]-(n+3) K H- ¢}

Si comparamos estas dos condiciones con las condgiderivadas del problema de
la familia productora bajo los distintos escenaimgositivos considerados, facilmente vemos
gue el establecimiento de un impuesto sobre elutnass el Unico que permite alcanzar, en
esta situacion, la asignacion pareto 6ptima. Erdérsas casos, la Unica manera es reducir el
tipo marginal a cero.

La incidencia de los impuestos y el papel del sqmiblico lo retomaremos en el tema
3. Entonces veremos que, bajo determinadas condgide la economia, que lo éptimo desde
el punto de vista de la politica fiscal puede statdecer un impuesto (0 una subvencién)
sobre la renta, o sobre el capital.
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6. Economia abierta

El modelo basico de Ramsey/Cass-Koopmans se puedkan para que tenga en
cuenta la existencia de bienes importados. Daddagieesta medido en unidades fisicas, el
precio del bien exterior viene expresado por ladiéh real de intercambio (RRI), que
denotaremos pof en todo el tema. La RRI mide el precio (real) de bleenes extranjeros
expresados en la cantidad de bienes nacionalesamsxse para intercambiar una unidad de
bien extranjero. Asi, cuanto mayor sea la RRI, ca&s sera el bien extranjero en términos de
los bienes nacionales; dicho de otro modo, mas etitiyos seran nuestros productos en
relacion a los extranjeros. Para simplificar, siesmge supondra que la balanza de pagos esta
equilibrada en todo momento, lo que hace que na hagxceso ni defecto de ahorro del
sector exterior.

Estos bienes extranjeros que se importan pueden diierentes usos: pueden ser de
consumo final (afectan directamente a la funciéntdelad instantanea), intermedios (afectan
a la funcion de produccion pero no se acumulan)ke ocapital (afectan a la funcion de
produccion y si se acumulan). En este apartado yama@onsiderar la primera de las
posibilidades:

Bien de importacion que se emplea como bien de camso final

Empecemos sefialando que se siguen manteniendopogssos habituales segun los
cuales la funcién de produccion en términos peitzas y= Ak(1)?, 0<a <1, A>0. La
poblacion crece a la tasay la tasa de depreciacion del capitabes

La funcion de utilidad debe ser ampliada para inelubien de importacion, ya que es

consumido por las economias domésticas. Para fizaplla exposicion, supongamos una
funcién de utilidad logaritmica, separable:

ufc(t)m(t)] =Inc(t)+ylnm(t) y>0 [2.24]

c(t) es el consumo de productos nacionalesny €5)el consumo de productos

extranjeros, ambos expresados en términos peracdgitparametroy mide la preferencia
relativa que tiene el consumidor representativont® respecto ac(t). Asi, siy=1 el

consumidor es totalmente indiferente entre consoaemnal e importado; gt = 4 igualdad
de cantidades le otorga mas utilidad consumgty quec(t); si y <1, ocurre lo contrario.

El problema de las familias-productoras, como smemngonsiste en maximizar el flujo
de utilidad que se obtiene desde el momento abtsth el final del periodo de planificacion,
teniendo en cuenta que(0>0) es la tasa de descuento subjetiva de la utiliBadeste caso,
las familias-productoras eliges{t) y m(t) (ambas son variables de control para las familias
productoras y también para el planificador).

La restriccion de rentas (reales) de las familiaghpctivas en el contexto basico es el
siguiente: lo que se produce, neto de la depréciggiarte izquierda de la ecuacién) se puede

destinar a los siguientes posibles us¢s; 6m(t) o enk(t),

AK() - (n+I) KD = ) +En )+ K}

Despejando, se obtiene la ecuacion de transicignjrglica que la variacion del stock
de capital per capita corresponde a la cantidanatees de capital (per capita) que se pueden
adquirir con los recursos que quedan después dmrmtas de la produccion per capita, el

© Acosta, Bethencourt, Marrero y Perera, 2012 emh 2 Pag.230



Curso de Macroeconomia Ill (GECO)

consumo de bien nacional, la adquisicion del biercahsumo importado y la depreciacion
del capital per capita:

k(t) = AK()" - d §-@n()-(n+0) K} [2.25]

Por altimo, se afade la restriccion de que el abpér capita inicial debe ser positivo.
Por tanto, el problema que resuelven las familiadyrctoras es:

max Iowe“”‘”’t[lnc(t)+yln m(t)] dt

c(t),m(t)

sa k()= AK) - ¢)-0 i }-( rI) ki [2.26]
k(0)>0

Las familias productoras resuelven el siguiente iHamano:
H(®) =[Inc®)+yInm(y] e + (Y AK) - ¢3-0 rx-( wd) K} [2.27]

dondeu(t) es el multiplicador dindAmico de Lagrange, qudena renuncia en términos
de utilidad a la que hay que hacer frente para atarmna unidad adicional de capital.

Calculando las condiciones de primer orden:

d" (t) _ i —(p-mt _ _ _ e—(p—n)t

(1) =0~ 0" H() =0 - wu(t) %0 [2.28]
M = L —(p-n)t __ _ _ ye—(p—n)t

Mt) 0- m(t) © ,U(t)e 0- ,U(t) Hm(t) [229]
% =-4(t) - ,U(t){aAk(t)”‘l - n—a'} =— (%) (2.30]
o"H(t):k(t)—>k(t)zAKD”—((D—HnQ)—(ni-d) K) [2.31]
au(t)

A estas condiciones hay que anadir la de trandidada
!im H(k() =0

Al tener dos variables de control, aparece unaagewdicion de primer orden. Esto
da lugar a que, ademas de la condicion de optiadiictertemporal que relaciona la decision
entre consumo presente y futuro (que se puede sptanto en términos dxt) como de
m(t)), se obtenga una condicion para cada instantéeogd t que proporciona el consumo
relativo de las dos variables de control existent€ y m(t). Esta condicion se obtiene
igualando las expresiones [2.28] y [2.29]:

e-(p—n)t y e-(p—n)t
@A+7)ct)  am(Y)

Despejando se obtiene la relacion que debe exstire el consumo del bien
extranjero y el del bien nacional:
t

5 [2.32]
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Como bien sabemos de cursos intermedios de miaroeda, cuando un individuo
gasta su renta entre dos bienes, maximiza su adiligualando la relacion marginal de
sustitucion entre ambos bienes (RMS) con la ragiprécios (precio relativo). Aplicando esta
regla a nuestro caso, se obtiene una condiciérca@jueide con la expresion [2.32]:

1
RM% :U;:(C,m) Z—Q - @:1 N m(t):m
™ ouem R, vy 6 0
m(t)

En la expresion [2.32], se aprecia que aumentoscereducciones de la relacion real
de intercambio dan lugar a un incremento en el ndrde unidades del bien de consumo
importado en relacion al consumo de bien nacional.

Tomando logaritmos neperianos de la expresion [3.2@rivando respecto al tiempo:

A(t) c(t)

Inp(t) =-(p-nt-Inc(t) - —==~(o-n)-—-=,

H(t) c(t)

Combinando esta expresion con la [2.30], se obtierecuacion de Ramsey-Keynes
qgue, como es habitual, sostiene que los agentgséleen todo momento el consumo per
capita que consiga que los beneficios de ahorrarumidad adicional igualen los beneficios
de consumirla.

aAk(H) -5 = p+% [2.33]

Las otras ecuaciones que determinan la dinamicangelelo son la ecuacion de
transicion [2.31] y la condicion de optimalidad32], que relaciona la decision Optima entre

c(t) y m(t)

Calculemos a continuacion la condicion de estathcemario. Puesto que el producto
marginal del capital es decreciente, el crecimiesgoagota. En estas circunstancias, el
equilibrio competitivo se obtiene cuando el consymeo capita y el capital per capita son
constantes. De este modo, las expresiones [2 [23B%] quedan:

¢=0- aAk()t=p+3 [2.34]
k=0 0= AK(tf - o()-8m()- () K) [2.35]

Para poder representar la dinamica de transici@h planoc(t) y k(t), usamos [2.32]
para sustituir el valor da(t) en términos de(t),

k=0 - 0= Ak(tf - c(t)—HyCT(t)—(md)Kt)

Despejando:

k=0 c(t)=2KO" ;(rr}l/+5) k(D

[2.36]

Las ecuaciones [2.34] y [2.36] definen el equibbcbmpetitivo de la economia en el
plano(c,k), en el que el capital per capita es aquel queigoagjue el producto marginal del
capital, neto de depreciacién, iguale a la tasaateuento de la utilidad. EI consumo per
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capita es aquel que permite mantener el stock pigatger capita inalterado en el estado
estacionario.

Las expresiones [2.34] y [2.36] se han representad@| grafico 1. El punto de
interseccion entre ambas curvas proporciona eliegaicompetitivo de la economia.

~v

Ky *
Grafico 6: El equilibrio estacionario

Por ultimo, destacar que dado que las familias ymivhs deciden sobma(t) y su
presencia no genera ningun tipo de distorsion deeteaa la asignacion de los recursos, el
equilibrio competitivo es pareto-6ptimo y el printeorema del bienestar se cumple en este
caso.

Al permitir que las familias adquieran en el exgeanm bienes para su consumo, han
aparecido en el modelo dos variables exdgenas suelvparametro de utilidad relatiyay la
RRI. Consideremos brevemente los efectos de candmosualquiera de ellas sobre la
economia.

Efecto de una variaciéon en la relacion real de inteambio

A partir de las ecuaciones [2.34] puede aprecigtge la RRI no aparece en la
condicion de consumo intertempdratsto quiere decir que la curea= 0no se desplaza y
que, por lo tanto, no afecta a la acumulacion getadafisico en estado estacionario. La RRI

tampoco aparece en la ecuacién de la clrwd, es decir, cambios en la RRI no provocan
ningun efecto renta que altere los niveles de gopswi en la transicion ni en estado
estacionario. Todo ello que indica que el equitibeistacionario del grafico 6 no se ve
alterado.

5 Esto se debe a la separabilidad y a los logaritnda funcion de utilidad dgt) y m(t).
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¢,Quiere decir esto que cambios en la RRI no afestanada a la economia? La
respuesta es NO. Si miramos la ecuacion [2.32psec& que genera cambios en la cantidad
de bienes importadasn(t). Si, por ejemplo, aumenta la RRI, las importacsose hacen mas
caras en términos reales y se importa menos cdntida modo que el valor de las
importaciones permanezca consténte

Efecto de un cambio ery

El parametro de utilidad relativa tampoco aparece en [2.34], por lo que la curva
c=0 del grafico 7 no se desplaza y el stock de capéalcapita en el estado estacionario no

se altera. Sin embargo, un cambio \esi afecta a la funciérk =0. Si, por ejemplo, se
produce un incremento gelos bienes importados pasan a ser mas atraaivosliacion a los
bienes nacionales, por lo que la U-invertida sepldea hacia abajo y se produce una
sustitucion directa de(t) a favor dem(t). De hecho, puede apreciarse en [2.32] que las
familias importan mas por unidad de bien nacional.

Cc A C=0
C*
Cl*
k
k* k

g
Gréfico 7: Efecto de un aumento dey

En resumen, cuando aumenta la preferencia porsienmrtados, las familias gastan
una parte mayor de su renta en bienes extranjerosnyo consecuencia, reducen el nimero
de unidades de bien nacional que adquieren. Essteapo afecta al stock de capital ni a la
produccion per capita del estado estacionario.

6 Nuevamente, este resultado se debe a la faltardplementariedad de c(t) con m(t) en la funcionitililad.
Sin embargo, emplear otra funcién de utilidad dific mucho los célculos
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Apéndice: El modelo de Ramsey/Cass-Koopmans y los m  ercados competitivos

El planteamiento realizado hasta ahora contempaoeleso de decision de consumo,
ahorro y produccion como un proceso conjunto llevaccabo por las familias productoras.
En este apartado se comprobara que, bajo el sopukstmercados completamente
competitivos en los que los agentes interactuaartiente, se dan exactamente los mismos re-
sultados respecto de consumo, inversion y crectmidtara ello sera preciso, previamente,
especificar el comportamiento de las economias dtica€ y de las empresas para,
posteriormente, definir y analizar las condiciodegequilibrio en el mercado de bienes y en el
mercado de trabajo.

Familias

El comportamiento de las economias domeésticas essaltado de un proceso de
decision entre consumo y acumulacion de riquezantiiera. Seguiremos suponiendo que la
oferta de trabajo es exdgena y crece a la tasdacwes. Dados unos salarios reales,y un
rendimiento de la riqueza, la acumulacién de riqueza, en términos realesnpevidada
(normalizando el precio del bierpal) por

B=wL-C+rB [2.37]
Definiendob = B/ L, la expresion [2.37] puede reescribirse en téreyen capitacomo

b=w-c+(r-n) [2.38]

Por tanto, [2.38] nos indica que la riqgueza finareide las economias domésticas
crece en funcién del ahorro de cada periodo, gs, gec la diferencia entre los ingresos que
provienen del trabajo y de la riqueza y los gastosonsumo y asignacioén de riqueza a las
nuevas personas que entran en la economia. Laadumanciera sirve, en este sentido, para
transferir capacidad de consumo entre periodosidinitiva, el problema de las economias
domésticas consiste en

®© -t nt
rgngoe u(c(t))e™dt

sa. b(t)=w(t)—c(t)+(r(t)-n)t)
b(0)>0

Con lo que el Hamiltoniano es

H(t)=e ™ ule(t)] + u(tw(t) —c(t) +(r(t) = n)o(t)]

La solucién del problema viene dado por las condies de primer orden junto a la
condicion de transversalidad:

limb(t)(t)=0

Operando con las condiciones de primer orden

e u[c(t)] - u(t) = 0

KT (©) =n) = =) [2.39]
b(t) = w(t) - c(t) + (r (t) - n)b(t)
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Para eliminar p(t) se deriva la primera ecuaciorj2dg@9] respecto del tiempo y se
sustituye en la segunda ecuacion obteniéndose

o] %) =r1)-p [2.40]

Empresas

Las empresas contratan trabajo y capital a susogreammpetitivos y venden su
produccion en el mercado al pregit) que normalizamos a 1. Su objetivo es maximizar sus
beneficios en todo momento del tiempo.

r=F(L,K)-wL-(J+r)K
Las condiciones de primer orden son

j—_=FN(L",K)—W=O

j;zFK(Ld,K)—(5+r):O

teniendo en cuenta la funcion de produccion y sopigdades, las condiciones de
primer orden pueden reescribirse en térmperscapita(dividiendo pord)

f(k)-kf'(k)=w 541
f'(k)=(o+r) (241]
Que, considerando el tiempo, quedan:

Fk()) = k(1) F/(k() =w(t) 2.42]

F(k(t))=(a+r(1))

Equilibrio competitivo

El equilibrio en el mercado de trabajo se consiusndo oferta y demanda de trabajo
se igualan (¢ =L). Puesto que la oferta de trabajo es exdgena, dadtockde capital, la
primera ecuacion de [2.42] define el nivel de salaecesario para incentivar a las empresas a
contratar la oferta de trabajo disponible.

La demanda de capital por parte de las empresaatestecha por las economias
domésticas de tal forma que debe existir equilibriel mercado de activds=K).
b(t)=k(t) = b(t)=k(t) [2.43]

Por tanto, despejando el tipo de interés de larskgaondicion de 6ptimo de [2.42] y
sustituyendo en [2.40] nos queda la ecuacion desBg-Keynes del problema de la familia-
productora que obtuvimos en el apartado 2.

_ el - - o
{ u'le()] }C(t)_f[k(t)] p-3 [2.44]

Por su parte, partiendo de la expresion [2.38]esqua en funcion del tiempo

b(t) = w(t) - c(t) + (r (t) — n)b(t) [2.45]
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puede sustituirse en ella el salario y el tipo wkerés que se obtiene a partir de [2.42].
Finalmente, teniendo en cuenta [2.43], se obtiarmedtriccion del problema de las familias-
productoras en el contexto basico.

k() = [k@®)] - o) - (n+ S)k(t)
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