CONTROL BORROSO
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1 TEORIiA BORROSA

1.1 Conjuntos Borrosos

El concepto de conjunto borrosos fue introducido por primera vez por Lofti A.
Zadeh, profesor de la Universidad de California Berkeley, en el afio 1964, en un
intento de representar y manipular datos que no eran precisos. Dicho concepto dio
paso a la denominada Teoria de los Subconjuntos Borrosos, ya que ciertas
magnitudes pueden tomar valores que dificilmente se pueden clasificar en un
conjunto determinado. La Teoria de Subconjuntos Borrosos permite la definicion
adecuada de conjuntos que modelan las situaciones de imprecision antes

expuestas.

En la teoria clasica de conjuntos, un subconjunto A de un conjunto X puede ser

definido por una funcion caracteristica y» que puede tomar dos valores: Oy 1

xa - X —> {0,1}

La verdad o falsedad de la expresién “x esta en A” viene dada por el par
ordenado (X, xa(x)), de forma que sera cierta si el segundo elemento del par es 1y

falsa cuando sea O.

De forma similar se puede definir un subconjunto borroso A de un conjunto X,
denominado universo de discurso, como el conjunto de pares ordenados (X, ua(x)),

siendo pa la funcién de pertenencia al conjunto borroso A, definida como

pa 1 X - [0,1]
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Dicha funciéon puede tomar todos los valores del intervalo entre O y 1. El valor O
representa la no-pertenencia al conjunto A y el valor 1 representa la pertenencia

total a dicho conjunto.

1.2 NuUmeros Borrosos

Un numero borroso es un caso particular de conjunto borroso cuya funcién de
pertenencia es continua, convexa y definida sobre un intervalo cerrado de los
numeros reales. Dicha funcidn de pertenencia puede adoptar diferentes formas
siendo las mas habituales las triangulares o trapezoidales que se caracterizan por
un numero reducido de parametros, aunque también son habituales la gaussiana o
la campana generalizada. En la Figura 3-1 se pueden observar ejemplos de las

diferentes funciones de pertenencia comentadas.

1.3 Variables linguisticas

Los conjuntos borrosos se pueden utilizar para representar variables
linglisticas cuyos valores son nimeros borrosos que estan definidos en términos
lingiisticos. Al conjunto de estos numeros borrosos, que abarcan todo el universo

de discurso de la variable, se le denomina particién borrosa.
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Figura 3-1.- Ejemplos de funciones de pertenencia triangular, trapeziodal, gaussiana y
campana generalizada.

El nimero de conjuntos borrosos que componen dicha particién se suele tomar
segun el grado de precisién requerido para esa variable. Tomar una gran cantidad
de conjuntos borrosos (siete o0 mas de siete, en general), tiene como ventaja el
poder precisar las acciones que se van a llevar a cabo en el sistema en funcién de
esta variable. La desventaja es que la base de conocimiento del sistema debe
contemplar todos los términos linglisticos (conjuntos), por lo que el tamafio de la

misma crecera enormemente.

Por ejemplo, si la temperatura se interpreta como una variable linguistica, el
conjunto de valores que puede tomar podria ser {muy fria, fria, media, templada,
célida, calurosa}. Cada uno de estos términos esta caracterizado por un conjunto
borroso definido en el universo de discurso ([-6°C, 48°C]) de la variable

temperatura, tal y como muestra la figura 3-2.
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Figura 3-2.- Definicién y particién borrosa de la variable linglistica temperatura.

1.4 Operaciones con Conjuntos Borrosos

Las operaciones que se definen en la logica borrosa pueden reducirse a las
definiciones clasicas si el grado de pertenencia a los conjuntos borrosos se limita al
conjunto {0,1}. Por esta razdn, se utiliza la misma notacidon que para los conjuntos

conNncisos.

Asi se puede definir el complemento (Tabla 3-1), la T-norma (o interseccion)

(Tabla 3-2) y la S-norma (o unién) (Tabla 3-3).

Estandar c(x) =1-x
1-x
S c,(x)= , con A>-1
Hgeno ) 1+ AX
Yager c(x) = (1— xP )%’, p>0

Tabla 3-1.- Definicion de complementos basicos.

Minimo T(x,y) = min{x,y}

Lukasiewicz
T(X,y) = max{x+y-1,0}

(producto acotado)
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Producto algebraico T(X,y) = Xy

nfx. . V-1
Producto dréastico T,(Xy)= {mm{x y} ! max{x y}
0 en otro caso
Xy
Hamacher T(x,y)= , v=20
y+@Q=y)(X+y-xy)
X _ Yy _
Frank T(X,y)= Iogs{1+ (S 1X31 1)} s>0
Dubois and Prade T(x,y)= L’ a e [O,l]
max{x,y,a}
Yager T(xy)=1- min{l [(1— x)° +(1—y)”]%}, p>0

Tabla 3-2.- Definicién de T-normas basicas

Maximo S(x,y) = max{x,y}

Lukasiewicz

S(x,y) = min{x+y,1}
(suma acotada)

Probabilistica

S(x,y) = x+y-xy
(suma algebraica)

maxiX, si minix,yy=1

Suma dréastica S, (x,y) = { { y} { y}
0 en otro caso
X —(2—»)x

Hamacher S(x,y) = +y—(2-y)xy 0

1-(2-y)xy

I-x 1y
Frank S(X,y) — 1_|ogs |:1+ (S 1XSl 1):|’ <>0
S —

Yager S(x,y)zmin{ 1LYxP +yP } p>0

Tabla 3-3.- Definiciéon de S-normas basicas
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Ejemplo: Dado los numeros borroso A (figura 3-3.a) y B (figura 3-3.b); se

obtiene la intersecciobn AnB, esto es, la operacién AND (Y) utilizando la T-Norma
minimo en la figura 3-3.c.

| | | | I I ; ; | ; »
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
g A
1,,
| I e e p— E— r—
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
lJAmBA
l,,
e e >

Figura 3-3.- Operacion AND: (a) conjunto borroso A; (b) conjunto borroso B;(c) A~B
utilizando la T-Norma minimo.
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Ejemplo: Dado los numeros borroso A (figura 3.a) y B (figura 3.b); se obtiene
la unién AUB, esto es, la operacién OR (O) utilizando la S-Norma méaximo en la

figura 3-4.

-

MAUB

Figura 3-4.- Operacion OR sobre los conjuntos borrosos Ay B, AUB.

1.5 Reglas borrosas si-entonces

Una regla borrosa del tipo “si-entonces”, tiene la siguiente forma:

Si x es A entonces y es B

siendo A y B valoraciones particulares de sendas variables linglisticas. El
término “x es A” se denomina antecedente, mientras que el término “y es B” se

denomina consecuente. Ejemplos sencillos de tales reglas serian:

e “Sila presion es alta, entonces el volumen es pequefio”

e “Sila temperatura es alta, entonces hace calor”
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Para poder utilizar una regla borrosa es necesario formalizar el significado de la
expresion “Si x es A entonces y es B”, que abreviadamente se indica como A—B.

Para ello es util definir esta relacién borrosa binaria.

Una relacién borrosa binaria es un conjunto borroso R, sobre X x Y (X e Y son
dos universos de discurso), que asignan a cada elemento de X x Y un nimero entre

Oy 1. Esto es:

R = {((X,y), “R(X!y))H (va) € XX Y}

La relacion borrosa asociada a la regla borrosa se puede obtener usando alguna
de las T-normas citadas anteriormente, por ejemplo, si se usa el operador minimo

para la conjuncion légica (propuesto por Mamdani) tendremos:

* Rm=(A->B) =min{(ua(x), ne(y)} / (xX,y)

1.6 EIl razonamiento borroso

El razonamiento borroso (o aproximado) permite obtener conclusiones a partir

de un conjunto de reglas borrosas y un conjunto de hechos borrosos conocidos.

La regla de inferencia clasica es el Modus Ponens que nos permite inferir la
verdad de la proposicion B (“hace calor™), a partir de la verdad de la proposicion A
(“la temperatura es alta”) y de la implicacion A—B (“si la temperatura es alta,

entonces hace calor”), de forma esquematizada tendriamos:

Premisa 1 (Regla): SixesA ENTONCES vyesB
Premisa 2 (Hecho): X esA
Consecuente (Conclusion): yesB

Sin embargo, en muchos razonamientos humanos, el modus ponens es

utilizado de una forma aproximada. Por ejemplo, si tenemos la misma regla de
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implicacion A—B (“si la temperatura es alta, entonces hace calor”), y sabemos que
“la temperatura es mas o menos alta” (x es A’), entonces podemos inferir que

“hace mas o menos calor” (y es B’), que se podria esquematizar de la siguiente

manera:
Premisa 1 (Regla): SixesA ENTONCES vyesB
Premisa 2 (Hecho): X esA
Consecuente (Conclusién): y es B’

donde A’ es “mas o menos” A, y B’ es “mas o menos” B. Este tipo de
razomiento es el razonamiento borroso, siendo A, B, A’ y B’ conjuntos borrosos del
universo del discurso correspondientes. A esta regla de inferencia también se le
conoce como Modus Ponens Generalizado (GMP) ya que la regla de Modus Ponens

es un caso especial de ésta.

Por lo tanto, el razonamiento borroso nos permite obtener conclusiones a partir
de reglas borrosas de tipo si-entonces y de hechos conocidos. La base de este
procedimiento es la regla composicional de inferencia. Esta es una generalizacion
del concepto de curva. Una curva viene dada por una funcién que permite obtener
el valor de y a partir del valor de x, mediante y=f(x), donde el papel de la variable
independiente lo jugara el hecho (x es A’), el papel de la funcion lo tomara la
relacién borrosa asociada a la regla (A—»B) y finalmente, el papel de la variable

dependiente ser& para una conclusiéon borrosa (y es B’), figura 3-5.
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X es A’

Figura 3-5.- Regla compocisional de inferencia como generalizacion del concepto de curva.

Entonces, sea R una relacién borrosa sobre X x Y, y sea A un conjunto borroso
sobre X. Para encontrar el conjunto borroso resultante B, construiremos una
extension cilindrica de A, c(A), que tome como base A. La extensién cilindrica se
define como pay(X,y) = pa(X), y por lo tanto es un conjunto borroso sobre X x Y
que nos permitira calcular la interseccion con el conjunto borroso de la relacién
borrosa R. Finalmente proyectamos esta interseccion (c(A)nR) sobre el domino Y,
obteniendo asi un conjunto borroso B que representa la conclusién. Veamos

graficamente cada uno de estos pasos.

Partimos de la premisa 1 que es la regla R= A—»B (en el concepto de curva
seria la funcion y=f(x)), que nos da la relacién borrosa R sobre X x Y que vemos en

la figura 3-6.

10
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Grados de pertenencia

Figura 3-6.- Relacion borrosa R sobre Xy Y.

La segunda premisa consiste en el hecho x es A’ (en el concepto de curva el
valor x=a) para extender este hecho hasta que corte la relacidon borrosa tendremos

que realizar la extension cilindrica de A’, figura 3-7.

Grados de pertenencia

Figura 3-7.- Extension cilindrica de A’, c(A’).

11
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La interseccion entre la extension cilindrica de A’ ¢c(A’) y la relacion borrosa R,

figura 3-8, forma una region que es analoga al

y=f(x), en el concepto de curva.

punto de corte x=a con la funcién
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Figura 3-8.- Interseccion (minimo) de la relacion borrosa R y la Extension cilindrica de A'.

Proyectando la interseccion de R~ c(A’) sobre el eje y, podremos inferir y’ como

el conjunto borroso B sobre el eje Y, esto es la conclusiéon y’ es B, que se muestra

en la figura 3-9.
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Figura 3-9.- Proyeccion (méximo) sobre el eje Y de la interseccion entre la relacion
borrosa R y la extension cilindrica de A’ para obtener la conclusion y’ es B.

Podemos concluir que el conjunto borroso B’ inducido por las premisas “x es A™

y la regla borrosa “si X es A entonces y es B” se define por:

B’=A"o R= A" o (A—>B) donde - indica el operador composicional

Si al aplicar la regla composicional de inferencia utilizamos el minimo para la

interseccion de Rnc(A’) obtenemos:

e (Y)= maxymin[ua(x), pr(x,y)] composicion max-min

Si la interseccion de Rnc(A’) se realiza con la operacidon producto tendriamos:

ug (Y)=maxy[ua () ur(X,y)] composicion max-producto

13
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Figura 3-10.- Razonamiento borroso utilizando regla composicional max-min en las tres
graficas superiores y utilizando max-prod en las tres graficas inferiores.

En la figura 3-10 se representa graficamente el mecanismo de razonamiento
aproximado para una regla con un antecedente. Las tres graficas superiores se
refieren a la regla composicional del tipo max-min. La primera grafica (de izquierda
a derecha) muestra como se componen el antecedente y el hecho. En este caso el
hecho tiene asociada una funcién de pertenencia triangular, y el antecedente una
funcion de pertenencia trapezoidal. La composicion de ambas funciones de
pertenencia mediante la operacion max-min es lo que denominamos grado de
compatibilidad. En este caso, como so6lo hay un antecedente el grado de
compatibilidad es igual a la fuerza de disparo de la regla. La siguiente grafica se
refiere al consecuente de la regla. La fuerza de disparo y la funcién de pertenencia
asociada al consecuente son utilizadas para obtener la funcidon de pertenencia del
consecuente cualificado (resultado de la inferencia de la regla). En las tres gréficas
superiores se utiliza el operador minimo mientras que en las tres graficas inferiores
se utiliza el operador producto. Dependiendo del operador utilizado se obtiene un

conjunto borroso resultado de la inferencia diferente.

14
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1.7 Una regla con un antecedente

Este es el caso mas sencillo, considerando una regla composicional de

inferencia del tipo max-min, y una la implicacién borrosa de Mamdani, tendremos:

ue(y)= maxymin[ua(X), pr(X,y)]= maxmin[ua(x), min[ua(x), us(y)11

Simplificando tendriamos:

e/ ()= min{max,min[ua(x), pa(x)]1, pe(y)I1}= min[w, ps(y)]

siendo w = max,min[ua(X), na(x)], que se denomina grado de compatibilidad

entre el conjunto borroso del hecho (A’) y el antecedente (A).

En otras palabras, primero encontramos el grado de compatibilidad w como el
maximo de la region que resulta de la operacion minimo entre pa(X) y pa(x) (zona
sombreada en el antecedente, figura 3-11). La funcion de pertenencia del conjunto
borroso B’ sera igual a la funcibn de pertenencia de B recortada por w (zona

sombrada en el consecuente, figura 3-11).

min

Figura 3-11.-Interpretacion grafica del Modus Ponens Generalizado, utilizando la implicacion
borrosa de Mamdani (minimo) y el operador composicional max-min.
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1.8 Una regla con multiples antecedentes

Una regla borrosa del tipo si-entonces con dos antecedentes es de la forma: “Si
x es AY yes B ENTONCES z es C”, la Generalizacion del Modus Ponens para este

problema se esquematizaria de la siguiente manera:

Premisa 1 (Regla): SIxesAYyesB ENTONCES zesC
Premisa 2 (Hecho): xesA'YyesB
Consecuente (Conclusion): zesC

El método para obtener C’ se basa en utilizar una relacién ternaria borrosa para
describir esta regla con dos antecedentes, esto es, A X B — C puede ser

transformada, utilizando por ejemplo la implicacién borrosa de Mamdani, como:

e Rn=(AXxB—>C)=(AxB)xC=min{(ua(x), us(y), nc(2)} 7 (x,y,z)

El resultado C’ es el siguiente:

C=(AxB)e(AXB>C)=[Ao(A—>C)]NI[B - (B-C)]

Esto es, el resultado del consecuente C’ puede ser expresado como la
intersecciéon de C;'=[A’ o (A - C)] y C,’=[B’ - (B — C)], cada uno de estos términos
corresponde a la inferencia borrosa para el caso mas simple con un solo

antecedente.

Utilizando el operador composiciona max-min tendremos:

ue(2)= min{max,minfua(x), pa(x)1, maxyminfug(y), ue(¥)1, nc(2)}

uc(2)= min[wa a, We ', He(2)]

16
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Siendo wu s Y Wp g l0os grados de compatibilidad para los antecedentes A y B,
respectivamente. El resultado de los grados de compatibilidad de los antecedentes

se denomina fuerza de disparo de la regla:

fu((A’,B");(A,B))= min[wa n, Wg g']

Una representacion grafica de este procedimiento se muestra en la figura 3-12,
que utiliza el implicador de Mamdani y la regla composicional max-min. El resultado
C’ es igual a la funcién de pertenencia del conjunto borroso C recortada por la

fuerza de disparo de la regla.

min
K H
B B
1 1 C
c
Y R VA W W]

X
—- >
Y z

Figura 3-12.- Interpretacién grafica del Modus Ponens Generalizado en una regla con
multiples antecedentes, utilizando el implicador borroso de Mamdani (minimo) y el operador
composicional max-min.

1.9 Mudltiples reglas con multiples antecedentes

El siguiente grado de complejidad lo obtenemos cuando en lugar de una sola
regla se tienen varias. En ese caso se interpreta la relacion borrosa sobre la que
debemos componer los hechos como la unién de las relaciones borrosas de cada

una de las reglas individuales. De este modo, dado el siguiente problema:

Premisa 1 (Reglal): SIxesA; YyesB; ENTONCES zesC;
Premisa 2 (Reglal): SIxes A, YyesB, ENTONCES zesC,
Premisa 3 (Hecho): XesA ' YyesB

Consecuente (Conclusion): zesC

17
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Tendremos que C’ se calcula mediante la siguiente expresion:

C=(A"xXB) o (RiURy) =[(A"xB) o R;]JU[(A’xB)oR] =C; UCy

donde C;’ y C, son los conjuntos borrosos inferidos para la regla 1 y 2
respectivamente. Utilizando el operador composicional max-min resulta, en

términos de los grados de compatibilidad, lo siguiente:

uc(2)= max {min[waia, We1e, He1(2)], Min[waz o, Wez s, ue2(2)1}

y en términos de las fuerzas de disparo, tenemos:

e (z2)=max{min[f((A’,B’);(A1,B1)), uc1(2)], min[f((A’,B’);(A2,B2)), uc2(2)1}

Denominamos consecuente cualificado al conjunto borroso que se obtiene
cuando se opera la fuerza de disparo y el consecuente de una regla. Llamaremos

salida conjunta a la agregacion de todos los consecuentes cualificados.

La figura 3-13 muestra graficamente el razonamiento borroso para multiples
reglas con multiples antecedentes, utilizando el implicador borroso de Mamdani y la
regla de inferencia composicional max-min. Como se puede apreciar, en cada una
de las reglas se realiza la inferencia empezando por la obtencién de los grados de
compatibilidad (operacion max-min) representado por Wa; o Y Wgy g €N la primera y
Wara Y Wgopg €n la segunda. A continuacion se aplica el operador “Y-légico”
mediante una T-norma, en este caso la T-norma minimo. El resultado es la fuerza
de disparo de la regla (w; y w, para la regla uno y dos respectivamente) que es
utilizada junto a la funcién de pertenencia del consecuente y un método de
inferencia para obtener el consecuente cualificado (C,’ y C,’ para la regla uno y dos
respectivamente). La regla composicional de inferencia utilizada es la T-norma

minimo. Los consecuentes cualificados obtedios se observan a la derecha de cada

18
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una de las filas que representan las reglas. La agregacion de los consecuentes
cualificados se realiza en este caso mediante la aplicacion de la S-norma maximo,
cuyo resultado se observa en la parte inferior de la figura 32. El borde superior del
area sombreada es la funcidén de pertenencia asociada al conjunto borroso resultado

de la inferencia con multiples reglas y mdultiples antecedentes.

19
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min
HA Hp
A. Al Bl
1t 1t
-
X
HA HA
i A A, ] B,
-
X
max
Hp
l 1
c

Figura 3-13.- Interpretacion grafica del Modus Ponens Generalizado para varias reglas con
multiples antecedentes, utilizando el implicador borroso de Mamdani (minimo) y el operador
composicional max-min.
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1.10 Sistemas de inferencia borrosa

Los sistemas de inferencia borrosa constituyen una clase de algoritmos de

coOmputo basados en conjuntos borrosos y en el razonamiento aproximado.

Se componen de tres elementos. En primer lugar un conjunto de reglas légicas,
con multiples antecedentes y un consecuente, denominado base de reglas. En
segundo lugar el llamado diccionario que contiene la definicién de los conjuntos
borrosos asociados a los antecedentes y consecuentes de las reglas. Por dltimo, hay

que definir un mecanismo de inferencia.

Las entradas a este tipo de sistemas pueden ser tanto nimeros concisos (crisp)
como conjuntos borrosos. Cuando se trata de un numero conciso hay que o bien
considerarlo como un conjunto borroso particular, esto es, con pertenencia 1 para
un solo valor de su universo y 0 en el resto (singleton), o bien convertirlo a un
numero borroso en un proceso llamado borrosificacion (fuzzyfication). La salida del
sistema es un conjunto borroso que se obtiene a partir de las entradas, las reglas y
el mecanismo de inferencia elegido. Sin embargo, en muchas aplicaciones es
necesario que la salida sea un valor numérico y no un nimero borroso. En esos
casos se realiza un proceso de desborrosificacion mediante el cual, el conjunto
borroso se convierte a un valor del universo de salida representativo de la

conclusién obtenida.

En la figura 3-14 se presenta el diagrama de bloques de un sistema de
inferencia borroso [Jang 1997]. El proceso basico puede resumirse en las siguientes
etapas: obtenciéon de los grados de compatibilidad de las entradas con los
antecedentes de las reglas, obtencion de las fuerzas de disparo de las reglas,
agregacion de los consecuentes cualificados y finalmente, en los casos en los que

se requiera la desborrosificacion.
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Figura 3-14.- Diagrama de bloques de un sistema de inferencia borrosa. El cuadro rojo
agrupa los componentes de un sistema de inferencia basico con salida borrosa.

Una clasificacion de los tipos mas usuales de sistemas de inferencia borrosa se
basa en el modelo utilizado para representar el consecuente de las reglas y en el
método de agregacion aplicado. Uno de los mas utilizados y que es el que hemos

utilizado en el planificador instruccional es el de Mamdani.

1.10.1 MODELO BORROSO DE MAMDANI

Este sistema fue propuesto [Mamdani 1975] para el control de una maquina de
vapor mediante un conjunto de reglas de control linglisticas obtenidas de la

experiencia de los operadores de la maquina.

Este modelo toma como representacion de los consecuentes, conjuntos
borrosos que representan las valoraciones de una variable linguistica. Se admiten
multiples reglas con mudltiples antecedentes. Cada regla debe tener el mismo
conjunto de variables linglisticas representadas en sus antecedentes. El método de
inferencia borrosa, como se ha indicado anteriormente, admite un numero de
variantes. Concretamente en el modelo de Mamdani, estas variantes se refieren al
operador “Y-légico” donde normalmente se toma una T-norma, el operador “O-
I6gico” se suele emplear una S-norma, el operador implicacion normalmente
implementado con una T-norma para calcular el consecuente cualificado y el
operador de agregacion corrientemente definido por una S-norma. En la figura 3-15

se puede observar un ejemplo.
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Figura 3-15.- Sistema de inferencia borroso de Mamdani utilizando el minimo y méaximo para
la T-norma y S-norma, respectivamente.

En este modelo se suele utilizar un desborrosificador para convertir el conjunto
borroso de salida en un valor conciso. Existen diversos métodos para realizar este

proceso, cuyos resultados se pueden ver en la figura 3-16:

e Desborrosificacion basada en el centroide del area: se trata de calcular el
centroide del conjunto borroso resultado de la agregacion de todos los

consecuentes cualificados.

IZyA(z)dz

an =7 .
[ a2z
YA
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Bisector del area: se trata de encontrar el valor numérico del elemento
del universo del discurso que separa el area del conjunto borroso en dos

mitades iguales.

Media de los maximos: se buscan aquellos elementos del universo del
discurso en donde la funcién de pertenencia del conjunto borroso tome

su valor maximo, y se calcula la media de estos puntos.

Minimo de los maximos: el procedimiento es igual al anterior,
Unicamente varia en que se toma el menor de los puntos del universo del

discurso en lugar de la media.

Mayor de los méaximos: ldem caso anterior pero esta vez se toma el

mayor de los puntos.

Area
o

= >
0 / 7
Mayor de los

Minimo de
. méaximos
los maximos

Bisector de &area

Media de los .
) Centroide

maximos ,
del area

Figura 3-16.- Diferentes métodos de desborrosificacion para obtener una valor conciso a la

salida.
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