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Se plantea el siguiente problema de optimizacién:

| Funcion Objetivo (se supone suficiente-

Max. o Min. F(xy,...,Xn) —
ax. o (X001 Xn) mente diferenciable)

S.a.

Problema de Optimizacion 1(x1, Xn)=0
Clasica Condicionada (1) ~———— mrestricciones. (d,...,Om S€ SUpPONeN

m(xl, Xn)=0 suficientemente diferenciables)

n
Funcion Lagrangiana asociada al problema (1):| L(X1,....Xn,A1ye-0sAm) = F(X1,000,Xn) = 2 Ajhj (X1,..Xp) -
i=1

Las variables auxiliares ,A1,...,Am Se denominan multiplicadores de Lagrange asociados al problema (1).

OpPTIMOS LOCALES CONDICIONADOS

Teorema (de los Multiplicadores de Lagrange).- "Bajo ciertas condiciones de regularidad (esto es, que la
matriz formada por las derivadas de primer orden de las restricciones tiene rango maximo en los puntos facti-

bles), si (ay,...an)€IR" es un 6ptimo local del problema () = 3A4,..., A, €IRtales que (ay,...an, Aq,..., Ay ) €S UN
punto critico de la funcién Lagrangiana asociada al problema (I). Ademas:

a) Si (az,...an, Ay,eey Ay ) €8 Minimo local de L(Xy,...Xn, Aq,..., Ay ) (COMO funcion sélo de xg,...,X,) =
(az,...an) €s un minimo local del problema (1).

b) Si (a1,...an, Aq,-.., Ay ) €8 Maximo local de L(Xy,...Xn, Ay, Ay ) (COMO funcion sélo de xy,...,x,) =
(az,...an) es un maximo local del problema (1).
c) En otro caso, existe una duda. "
Algunos de los casos en los que existe una duda por el Teorema de los Multiplicadores de Lagrange (Apartado

c)) pueden ser solucionados a través del método del Hessiano Orlado que utiliza los resultados correspondien-
tes a formas cuadréticas condicionadas:

Método del Hessiano Orlado:

Caso 1: |Max. o Min. F(x,y)
s.a. h(x,y)=0

Teorema (del Hessiano Orlado 1).- Si (a,b) es un punto critico de la funcion lagrangiana asociada al pro-
0 hy (a,b) hy(a,b)
blema (Caso 1) que verifica que: hy(a,b)=0, o, hy(a,b)=0, y siendo Bs=HO=|hy (a,b) Lyxx(a,b,A) Lxy(a b,2A),
hy(a,b) Lyy(abi) Lyy(ab,2)

se verifica que:



a) Bs>0 = (a,b) es un maximo local del problema (Caso 1).

b) B3 <0 = (a,b) es un minimo local del problema (Caso 1).
c) En otro caso, existe duda.

0 hy (a,b) hy(a,b)
O equivalentemente, siendo Bs=HO=|-hy (a,b) Ly (a,b,1) Lyxy(ab,%), se verifica que:
~hy(a,b) Lyy(abx) Lyy(ab,x)

a) Bs<0 = (a,b) es un maximo local del problema (Caso 1).

b) Bs>0 = (a,b) es un minimo local del problema (Caso 1).
c) En otro caso, existe duda.

Caso 2: | Max. o Min. F(x,y,z)
s.a. h(xy,z)=0

Teorema (del Hessiano Orlado 2).- Si (a,b,c, 1) es un punto critico de la funcion lagrangiana asociada al pro-
blema (Caso 2) que verifica que: hy(a,b,c)#0, o, hy(a,b,c)=0, o, h,(a,b,c)=0, y siendo

Bs

0 hx(a,b,c)|| hy(a,b,c) h,(a,b,c)
hx(a,b,c) Lxx(ab,c,k) Lyy(abci) Ly (ab,c)
hy(ab,c) Lyy(ab,c2) Lyy(abcd) Ly,(a b,c,z)
h,(a,b,c) Ly, (a,b,c,A) LyZ (a,b,c,A) Ly (a,b,c,))

B,=HO= , se verifica que:

a) B3>0y Bs<0 = (a,b,c) es un maximo local del problema (Caso 2).
b) B3<0y B4<0 = (a,b,c) es un minimo local del|problema (Caso 2).

c) En otro caso, existe duda.
Bs
|l

0 hy (a,b,c) hy(a,b,c) h,(a,b,c)
—hy(a,b,c) Lyxx(a,b,c,h) Lyy(a,b,c,2)|Lyz(a,b,c,2)
—hy(@b,c) Lyy(ab,cd) Lyy(@hbcch)|Ly,(ahbch) ’
—hz(a,b,c) Lxz(ab,c,h) Lys(abc) Lz(abch)

O equivalentemente, siendo B,=HO= se verifica que:

a) Bs<0yB,>0 = (a,b,c) es un maximo local del problema (Caso 2).
b) Bs>0y B,>0 = (a,b,c) es un minimo local del problema (Caso 2).
c) En otro caso, existe duda.

Caso 3: | Max. o Min. F(X,y,2)
s.a. hi(x,y,z)=0
ha(x,y,z)=0




Teorema (del Hessiano Orlado 3).- Si (a,b,c, A, 1) es un punto critico de la funcién lagrangiana asociada al

. hy, (a,b,c) hy, (ab,e) hy, (abe)y .. .
problema (Caso 3) que verifica que Rango(h;)‘( (@.b0) hzi @.b.0) hzzz (a,b,c)) =2; y siendo
0 0 hi, (a,b,c) hly (a,b,c) h1, (a,b,c)
0 0 ho, (a,b,c) hzy(a, b,c) ho,(a,b,c)

Bs=HO=|h1, (a,b,c) ho,(a,b,c) Lyx(ab.c,hm) Lyy(ab,ckm) Ly (ab,cim)
hly (a,b,c) hzy(a, b,c) Lyy(a, b,c,\, 1) Lyy (@, b,c,\, 1) Lyz(a,b.c, )
h1,(ab,c) hy,(abc) Ly (abchn) Ly,(abecin) Lgy@bckn

Entonces se verifica que:

a) Bs<0 = (a,b,c) es un maximo local del problema (Caso 3).

b) Bs>0 = (a,b,c) es un minimo local del problema (Caso 3).

c) En otro caso, existe duda.
O equivalentemente siendo
0 0 h1, (a,b,c) hly(a,b,c) hi,(a,b,c)
0 0 hy, (a,b,c) hzy(a,b,c) ho,(a,b,c)
Bs=HO=|-h1,(a,b,c) —hp,(a,b,c) Lyx(ab,c,h1,h2) Lxy(ab,c,21,12) Lyz(ab,c,21,22)
—hly(a, b,c) —hzy(a,b,c) ny(a, b,c,A1,A2) Lyy(a,b,c, M, A2) Lyz(a, b,c,A1,A2)
—hlz (a,b,c) —hzz(a,b,c) Lys(a,b,c,A1,A2) Lyz(a,b,c, M,A2) Lz (a,b,c,Aq,A2)

Entonces se verifica que:

a) Bs<0 = (a,b,c) es un maximo local del problema (Caso 3).
b) Bs>0 = (a,b,c) es un minimo local del problema (Caso 3).

c) En otro caso, existe duda.

Caso General: Max. o Min. F(X,...,Xn)
s.a.  hi(xy,...,xn)=0

hm(Xl,...,Xn)ZO

Teorema (del Hessiano Orlado).- Si (a1,82...an, A 1, A 2... A m) €S Un punto critico de la funcion lagrangiana aso-

hlxl (al...an) thn (al...an)
ciada al problema (Caso general) que verifica que RangoW=m con W=
hmx1 (@r..ap) .- hmXn (a-.ap)
) - - = 0 . ,
Siendo A= HL(aj,a2...an, A 1, A 2... A m) Y B= (WT Ajy B, el menor principal de orden r de la matriz B, se

verifica:

a) Si B1.om. B21om..... Bnymalternan en signo comenzando por (-1)™*

cal de problema inicial.

= (a3,a2...an) €S UN Maximo lo-



b) SiBi.om»B242m.---» Bnymtienen todos el signo de (-1)™ = (ay,a,...an) es un minimo local de pro-
blema inicial.

c) En otro caso, existe duda.

O equivalentemente, siendo B:[ wT AJ y B; el menor principal de orden r de la matriz B, se verifica:

a) B,,m, <0,B,,,, >0,... (alternan en signo empezando en negativo) = (a;,az...a,) €s un maximo lo-
cal de problema inicial.

b) B,.,m >0,B,,,, >0,..., B, >0 =(a1,a2...a,) €s un minimo local de problema inicial.

c) En otro caso, existe duda.

OPTIMOS GLOBALES CONDICIONADOS

Teorema 3. Si el conjunto factible de (1) es acotado, entonces existe maximo y minimo global de (1).

Teorema 4. Suponiendo que todos los puntos de la region factible son regulares se tiene que:

a) Si HL(X1,...Xn, A 1, A 2... A m) €s semidefinida positiva (negativa) para todo (x1,...X,) factible

(az,...an) €s un minimo (maximo) global de (1).

b) Si (as,...an) es candidato a minimo (maximo) local de (I) por el Teorema 1, F(x3,...X,) es Convexa (Cdncava)
para todo (Xy,...X,) IR, y las h; son lineales

(a,...an) s minimo (méaximo) global de (1).

c) Si el conjunto factible es acotado y (as,...a,) €s el Unico punto critico el cual es minimo (maximo) local de (I)

(a,...an) es el tnico minimo (maximo) global de (1)

d) Si el conjunto factible es acotado y hay varios minimos (maximos) locales de (1)

Sera minimo (maximo) global de (I) aquel que determine el menor
(mayor) valor posible de la funcién objetivo.



