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TEMA 1

1. FORMAS BILINEALES

1.1. Formas bilineales. A lo largo de este tema supondremos que los cuerpos en que traba-
jamos tienen caracteristica distinta de dos (més particularmente, se puede leer el texto pensando
que el cuerpo involucrado es el de los ntimeros reales).

Definicion 1.1. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Una aplicaciéon f: V xV — K
se dice que es una forma bilineal, si satisface las siguientes condiciones:

(1) fOT+pd,y) = N(Z, ) + pf (@, 7),
(i) f(ZAG+ p') = M (T, 9) + pf (T, 7),
para todo Z, 7,7, € V y todo A\, u € K.

Esto es, las aplicaciones parciales

fag 1V — K, 2o fijo
37 — f(f(]’y)a

fg:V — K, 9o fijo
z — f(fa gO)

son formas lineales.

El conjunto de las formas bilineales de V', denotado por £2(V, K), tiene estructura de espacio
vectorial sobre K con las operaciones:

(f+9)@ 9 = [f(@7)+9(@7y),
MO = A(Z,9).
Es evidente que f(#,0) =0y que f(0,7) = 0.
Ejemplo 1.2.
- La aplicacién f : R? x R?> — R, dada por
f((@1,22), (y1,92)) = 37192

es una forma bilineal. En efecto, facilmente se puede comprobar que las condiciones de
bilinealidad se satisfacen.
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- Si V es un espacio vectorial sobre K,y a: V — K, §:V — K son dos formas lineales,
entonces la siguiente aplicaciéon f dada por

f:VxV — K
(Z,9) — [(@9) = (Z)B(Y),

es una forma bilineal sobre V.

- Una forma bilineal sobre V se dice que es simétrica, si f(&,y) = f(¥, Z), para todo Z, 7 € V.
El conjunto de las formas bilineales simétricas S*V* es un subespacio vectorial de £2(V, K).

- Una forma bilineal sobre V' se dice que es antisimétrica, si f(Z,y) = —f(y, ), para to-
do #,7 € V. El conjunto de las formas bilineales antisimétricas A?2V* es un subespacio
vectorial de £2(V, K).

El espacio £2(V, K) de la formas bilineales es suma directa del espacio S?V* de formas simé-
tricas y del espacio A2V* de formas antisimétricas. Esto es,

L2(V,K) =S*V* @ A2V,
Para f € £2(V, K), se tiene que f = fs + fa, donde

Fo@3) = 5P + F(7, 7).
Fald ) = (9~ S )

Teniéndose que fs € S2V* y fa € A2V*.

Ejemplo 1.3. Para la forma lineal f((z1,22), (y1,%2)) = 3z1y2 sobre R?, se tiene que
1
Fs((@1,22), (y1,92)) = 5 (32192 + 3y122),

fa((z1,22), (Y1,92)) = %(35613/2 — 3y122).

Matriz asociada a una forma bilineal
Supongamos que dim V = n, y sea {€1,...,€,} una base de V. Si f es una forma bilineal
sobre V| entonces

F@g) = FQCii @i, 3251 yi€5) = D1l Do way; f (€, €).

Si consideramos la matriz A = (a;;), donde a;; = f(€;,€;), obtenemos, por un lado, que la
expression de la forma bilineal f esta dada por

F(&,9) = 31 D00 aijziy;, (1.1)
y, por otro, que matricialmente f se expresa
ail a2 - Glp Y1
o a a ea )
F@ ) = @) | 20 | =Xy

Gpl anp2 -+ Opn Yn
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Por tanto, tenemos definida una aplicacién
2
LAV K) — Muxn(K)
fo— A=(aj),  ay = [f(&¢)),
que es un isomorfismo de espacios vectoriales.

- Una matriz A es simétrica, si para todo término a;; de ella es tal que a;; = aj;. Se tiene
que una matriz A es simétrica si y s6lo si A = A, donde A' denota la traspuesta de A.
También se tiene que una forma bilineal sobre V' es simétrica si y solo si esté asociada a
una matriz simétrica.

- Una matriz A es antisimétrica, si para todo término a;; de ella es tal que a;; = —aj;. Se
tiene que una matriz A es simétrica si y solo si A® = —A. También se tiene que una forma
bilineal sobre V' es antisimétrica siy so6lo si esta asociada a una matriz antisimétrica.

Observacion 1.4. Si V* es el espacio vectorial de V. Se puede demostrar que el producto tensorial
V* ® V* es isomorfo a L2(V, K). Por eso, es frecuente ver el conjunto de las formas bilineales
denotado por ®2V* = V*®@V*. Asi, la forma bilineal dada por la expresion (1.1), se puede poner

_\\n % %
f= Zi,j:l a;je; ® €,
donde {€7,..., €} es la base dual de {€},...,€é,}.
Recordamos la siguiente definicion.

Definicién 1.5. Dados dos espacios vectoriales V' y W sobre el cuerpo K, se llama producto
tensorial de V'y W al par (V ® W, ®) formado por un espacio vectorial V @ W y una aplicacion
bilineal ® : V x W — V & W que satisface:

(i) ®(V x W) genera V@ W.

(ii) (Propiedad de factorizacion universal) Para todo espacio vectorial L y toda aplicacion
bilinegl f:V xW — L, existe una tnica aplicaciéon lineal f VW — L tal que
f=Ffo®.

Se puede demostrar la existencia y unicidad, salvo isomorfismo, de V' ® W y, en general, se
denota ®(¥, W) = t@w. En particular, V*@V* = £2(V, K), donde ®(a, B) : VxV — K se define
por ®(a, B)(Z,7) = a ® B(Z,¥) = a(Z)B(7). Asimismo, por el isomorfismo visto anteriormente,
se puede decir que M, x,(K) = L2(V,K) =V* @ V*.

Las formas bilineales simétricas S2V* es el subespacio vectorial de ®?V* engendrado por los
elementos o ® B+ B ® a, donde «, B € V*. Asimismo, las formas bilineales antisimétricas A2V *
es el subespacio vectorial de ®2V* engendrado por los elementos a® 8 — f® a, donde «, B € V*.

Finalmente, dados dos espacios vectoriales V' y W, el espacio L(V, W) de las aplicaciones
lineales desde V en W se puede identificar con el producto tensorial V* @ W. En efecto, si
{€1,...,ex} v {u1,...,Uy,} son bases de V y W, respectivamente, y nos dan una aplicacién
lineal f: V — W, entonces dicha aplicacion esta determinada por las imagenes

f(€j) = arjis + -+ + amjtim,

para j = 1,...,n. Para un vector ¥ = 2?21 xj€; su imagen f(Z) viene dada por

=Zijaijm=ZZam ZZ% @ )().

7j=11=1 7j=11=1 7j=11=1
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Asi, f se expresa

Cambios de base

Sean f : V xV — K una forma bilineal y {€1,...,¢€,}, {@1,...,U,} bases de V. Supongamos
A y B son las matrices asociadas a la forma bilineal con respecto de las bases dadas. Es decir,
A = (aij) = (f(€,€;)) y B = (bij) = (f(u;,d;)) . Veamos como estan relacionadas las matrices
Ay B.

Para ello, supongamos que la segunda base viene dada en funcién de la primera, esto es, para

j=1,...,n se tiene
n
u]' = E pl-jei.
i=1

Denotemos por P = (p;;) la matriz cuya columna j estd formada por las componentes del
vector u; respecto de la primera base. Entonces sabemos que el cambio de componentes viene
dado por

X = PX'.
Asi, tenemos que
f(&,9) = X'AY = (PX")'A(PY') = X""P'APY’ = X""BY".
Como la igualdad X"*P'APY' = X"*BY" se satisface para todo X', Y’, se tiene que
B = P'AP.

Definicion 1.6. Se dice que dos matrices cuadradas A y B de orden n son congruentes, si existe
una matriz cuadrada regular P de orden n tal que B = P'AP.

Proposicion 1.7. Dos matrices estdn asociadas a una misma forma bilineal si y sélo si son
congruentes.

1.2. Formas cuadraticas.

Definicién 1.8. Dada f : V x V — K una forma bilineal simétrica. Se llama forma cuadrdtica
asociada a la forma bilineal f, a la aplicacién

w:V — K
T — w(@) = f(& 7).
En este caso, la forma bilineal simétrica f se denomina forma polar de w.
Como consecuencia de la definiciéon de forma cuadratica tenemos las siguientes propiedades.

Proposicion 1.9. Si w es una forma cuadrdtica de V' con forma polar f, entonces para todo
T,y €V ytodo A € K se satisfacen:
(i) w\Z) = V2w (D),
(i) w(0) =0,
(i) w(Z+7) = w(@) +w(y) + 2f(Z, 7).
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Demostracion. Se siguen facilmente a partir de las condiciones dadas en las definiciones de forma
cuadratica y de forma bilineal simétrica. O

De la propiedad (iii) de la proposicion anterior se deduce la siguiente formula que permite
calcular la forma polar a partir de la expresion de la forma cuadratica,

F(#9) = 5 @@+ 5) — (@) — (@) (1.2

Por consiguiente, si dos formas bilineales simétricas definen la misma forma cuadratica, en-
tonces son iguales. Por tanto, podemos afirmar que existe una correspondencia biyectiva entre
formas cuadréticas y formas bilineales simétricas de modo que a cada forma cuadratica w se le
hace corresponder su forma polar.

Ejemplo 1.10. Dada una aplicacién w : V. — K| para verificar que w es forma cuadratica, se
determina la correspondiente polar f de w utilizando la ecuacion (1.2). Si f resultése bilineal
y f(Z, %) = w(¥), para todo Z, entonces se podria afirmar que w es forma cuadratica. En caso
contrario, w no seria forma cuadratica.

Sea ¢ : R? — R definida por ¢(x,y) = 22 + v, la correspondiente forma polar seria:

f((z1,v1), (22,92)) = 2172

La aplicacion f es bilineal. Sin embargo, como f((z,%), (z,y)) = 22 # ¢(x,y), ¥ no es forma
cuadréatica.

En cambio, si tomamos w : R? — R definida por w(z,y) = 22, la correspondiente forma polar
es bilineal y dada por ((x1,41), (z2,42)) = z122. Como f((z,y),(z,y)) = 2* = w(z,y), w es
forma cuadratica.

A veces la correspondiente f ni siquiera resulta bilineal. En tal caso, ya se podria afirmar que
la aplicacién w no es forma cuadratica. Por ejemplo, si ¢ : R? — R esta dada por ¢ (z,y) = 2243

Se comprueba sin dificultad que el conjunto Q(V, K) de las formas cuadraticas sobre un espacio
vectorial V' tiene estructura de espacio vectorial sobre K con las operaciones
(Ww+u)@) = w@) +u (@),
M) (@) = Iw(Z).
Definicién 1.11. Sea w : V — K una forma cuadréticay f: V x V — K su forma polar. Se
denomina aplicacion lineal de polaridad de w, a la aplicacién definida en el modo siguiente:

fiv — v
donde f(%) es la forma lineal dada por:

f@):v — K
Fo— J@)@) = f2(0) = (3,0
Se demuestra sin dificultad que la aplicacion f : V. — V™ es una aplicacion lineal.

Si dim V = n, sea {€1,...,€,} una base de V' y {€},...,€:} su base dual. Denotemos por
A = (ai;) la matriz asociada a la aplicacion lineal f con respecto a dichas bases. Es decir, la
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matriz tal que
n
F(&) =" ayer.
i=1

Entonces se tiene que

ai; = f(&)(&) = f(&,¢&)),

por lo que la matrices de la forma polar y de la aplicacién de polaridad coinciden.

Observacion 1.12. Si {€1,...,é,} es una base de V y la forma polar f viene dada por f =
Z?:L =1 a;;€; @ é;f, entonces la aplicaciéon de polaridad g : V' — V* esta dada por

j=1,i=1
donde {€;}7_; y {€;}[_; son las bases fijadas en V' y V*, respectivamente.

Definicién 1.13. Se llama rango de una forma cuadrdtica, al rango de su aplicacién de polaridad,
o lo que es lo mismo, al rango de una matriz asociada a la forma polar.
Una forma cuadratica se dice que es ordinaria, si su rango es igual a la dimensién del espacio
vectorial sobre el que esté definida. Esto es, si su matriz asociada respecto de una base es regular.
Una forma cuadratica se dice que es degenerada, si su rango es menor que la dimension del
espacio vectorial sobre el que estd definida. Esto es, si su matriz asociada respecto de una base
es singular.

Sea w : V — K una forma cuadratica sobre un espacio vectorial V, dim V = n, y sea
{€1,...,€,} una base de V. Para todo & € V, se tiene

n n n
- S t 2
w(¥) = g ziz;f(€,€5) = X'AX = E ai;x; + 2 E AijTiTj.
ij=1 i=1 i<j
Por tanto, una forma cuadratica puede ser expresada por la ecuaciéon homogénea de segundo
grado

n n
o 2
w(®) = E a;;x; + 2 E aijTixj,
i=1 i<j
o bien, en forma matricial

w(f) = X'AX.

1.3. Diagonalizacién de formas cuadraticas.

En esta seccién veremos que para toda forma cuadrética se puede busca una base de modo
que, respecto de la cual, la forma cuadratica se expresa como suma de tnicamente términos
cuadraticos. Un resultado basico para ello es el siguiente.

Proposicion 1.14. Sea w : V — K una forma cuadréatica con forma polar f y sea & € V tal
que w(Z) # 0, entonces el conjunto {Z}/ = {ij € V| f(¥,) = 0} es un subespacio vectorial de V
tal que

V= (1) & {7}/.
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Demostracion. En efecto, se sigue facilmente que {a_c'}f es un subespacio vectorial. En efecto, si
f es la forma polar de w y g la aplicacion de polaridad, entonces g(Z) = fz # 0y {Z} = ker f3.
Ademas, para todo ¥ € V se tiene

(-

teniéndose que

Por consiguiente, V = (%) + {z}/.
Veamos ahora que esta suma es directa. Sea 7 € (Z) N {Z}/, entonces 7 = \T y

0= f(Z,70) = \f(Z,T).
Lo que implica que A = 0, ya que w(&) # 0. Esto es, 7 = 0. O

Lo que afirma la proposicién anterior seré esencial para demostrar que para toda forma cua-
dratica existe una base de modo que la matriz asociada con respecto a tal base es diagonal.

Proposiciéon 1.15. Dada una forma cuadratica w : V — K, dim V = n, siempre existe una
base de V respecto de la cual la matriz asociada es diagonal.

Demostracion. Supongamos que para todo & € V es w(Z) = 0. Entonces, fijando una base
cualquiera, la matriz asociada A es la matriz nula. En este caso, ya habriamos terminado la
demostraciéon puesto que la matriz nula es evidentemente diagonal.

Supongamos entonces que existe Z; € V' tal que w(Z1) # 0.

Segin vimos en la proposiciéon anterior podremos descomponer el espacio vectorial V de la
siguiente manera:

V= (z) e {1}

Sea {#,...,&,} una base de {#1}/. Entonces f(Z1,Z;) = 0 , para i = 2,...,n, y la matriz
asociada respecto de dicha base quedara de la forma
w(@) 0 e 0
0 f(Z,o2) - [f(Z2,7n)

LLamemos A; a la matriz Ay = (f(%;,%;)) , para i,j =2,...n.

Si A; = (0), ya habriamos terminado , puesto que ya habriamos obtenido una base respecto
de la cual la matriz asociada es diagonal.

Si A; # (0), consideramos la restriccion de la forma cuadratica w al subespacio vectorial {#}7.
Es decir, consideramos la forma cuadratica

w1 {fl}f — K

Evidentemente la matriz asociada a wy es la matriz A;. Como A; # (0), existird un vector
72 € {#1} tal que wi(if2) # 0. Entonces podemos descomponer {Z;}/ de la siguiente manera:

{1} = (i) © {3}
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Tomamos ahora la base {73, ..., 7.} de {72}/. De esta forma tenemos la base de V/

{flag27g37 e 7gn}

respecto de la cual, la matriz asociada es

w(@) 0 0 0
0 w(y2) 0
0 0 f(@s3) -+ [ 9n)
0 0 f(@n.53) -+ [(Un,¥n)
Realizando este procedimiento un ntimero finito de veces llegaremos a obtener una matriz
diagonal. OJ

El resultado anterior es equivalente a la siguiente proposicion relativa a matrices.

Proposicion 1.16. Dada una matriz simétrica A € My, xn(K), existe alguna matriz regular
P € GL(n; K) tal que PT AP es diagonal. Es decir, para toda matriz simétrica se puede encontrar
una matriz diagonal congruente con ella.

Método de Gauss de descomposicién en cuadrados
Consideremos la forma cuadratica w : V. — K y {€1,é,...,€,} una base de V tal que la
expresion de la forma cuadratica respecto de esa base sea

n n
= 2
w(T) = E a;; Ty + 2 E AT
i—1 i<j

En primer lugar supongamos que a1 # 0. Si no fuera asi, pero existiera algtun a;; # 0, entonces

considerariamos como nueva base {€é;,...,€1,...,&,}, esto es, hariamos el cambio de coordenadas
siguiente:
/
‘Ti 561,
/
Ty = Iy,
/ . . .
r; = mj,jFL]Fd

En el nuevo sistema de coordenadas sera aj; # 0.

Si ocurriera el caso de que todos los a; fueran iguales a cero, pero existiera un a;; # 0,
hariamos el siguiente cambio:

- / /
rj = X+,
/ .
x = 1wy, k# 7.
Esto es, considerariamos la base {€1,...,€; +€j,...,€j,...,€n}.

De esta forma el término 2a;;x;x; quedaria,
1o AN (2 S
2a;52;(w; + x7) = 2a5(2})” + 2057377,

/

con lo cual ya habrfamos conseguido un término en ()% con coeficiente no nulo. Es decir, con

al; # 0, y harfamos el cambio que indicamos al principio.
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Por lo tanto, podemos suponer que aj; # 0. En este caso pondremos:

= 2
w(@) = anxi+2apr122+ -+ 201,212, + (T2, ..., Tp)
2a 2a
2 12 1n
= aj [:U1+—x1:u2+--'+ 1Ty +Oé(£L’2,...,£L’n)
ail ai
ai2 aj ai2 al 2
2 n n
ail ail a1 ai

2

ai2 Aln

— (—x2+---+—xn + a2, ..., 20
ail ail

Aln

2 2
a a a

11 a1 ai a1

2

a2 A1n

= aj (xl + —x9+ -+ —ZL’n> —l—ﬁ(xg,...,xn).
ail ail

Haciendo el cambio de coordenadas

a2 Q1n
/
Ty = T3+ —Tat -+ Ty,
an ai
/
Lo = X2,
/ —_
Ly = Tn,

se obtiene la ecuacién siguiente con respecto al nuevo sistema de coordenadas

w(Z) = ay1 (z)* + B(ah, ..., 2)).
Realizando este proceso con (x5, ..., z)), llegarfamos a
w(@) = ar1(x])? + bao(5)* + y(2h, ..., 20).

13

Es evidente que después de un ntamero finito de pasos llegariamos a la expresion de w(¥) como

suma de cuadrados.

Si deseamos obtener la base respecto de la cual w tiene esta expresion, si C es la matriz tal

que
X' =0X,

despejando de esta expresion obtenemos, X = C~'X’, es decir, la matriz de cambio de coorde-
nadas P = (p;;), tal que X = PX’ es la matriz C~1. Por tanto la nueva base vendra relacionada

con la primera de la forma,

n
Uj: E pl-jei.
=1

Es decir, el vector @; de la nueva base es aquel cuyas coordenadas vienen dadas por la columna

74" de la matriz C~1.

Ejercicios:
Diagonalizar las siguientes formas cuadréticas:

1. wi(%) = 2% + ba} + 623 + dwory — 62172 — 270T0.
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Diagonalizacién mediante operaciones elementales

Definicion 1.17. Una operacion elemental en una matriz consiste en lo siguiente:

(i) Permutar dos filas o columnas entre si.
(ii) A una fila o columna sumarle una combinacion lineal de las demas.
(iii) Multiplicar una fila o columna por un escalar no nulo.

Dada la matriz A € M,,«,,, llamaremos,
E¢(A) = matriz que resulta de hacer la operacion elemental E a las filas de la matriz A.
E.(A) = matriz que resulta de hacer la operacion elemental E a las columnas de la matriz A.

Si I denota la matriz identidad, se tiene que:
Ef(A) = Ef(I)A, E.(A) = AE(I).

Por ejemplo. Si intercambiamos las filas 7 y j en las matriz A, resulta una matriz que es igual al
producto:

10 ... .0 ... 00
01 ... 0 .0 ... 00

ail a2 Ain—1 Ain
00 ... 0@ . 16) 0 0 @ G2 e G2l G2n
00 109 007) 00 ’

an—11 Gp—-12 ... QAn—1n—1 0Aan—1n

00 0 0 1 0 anl an2 oo App—1 Ann
00 ... 0 .0 .. 01

donde el superindice entre paréntesis indica la posicion del término en la matriz (para los demés
casos, comprobarlo como ejercicio).

Denotaremos por F(A) la matriz que resulta de hacer la operacion elemental F, primero a las
filas y después a las columnas de la matriz A. Entonces se verifica,

E(A) = B(Ef(A)) = EEf(I)A) = B;(I)AE.(I).

Ademas, se comprueba sin dificultad que E.(I) = (E¢(I))T.
Por tanto, la matriz E(A) es congruente con la matriz A, es decir son matrices asociadas a
una misma forma cuadrética respecto de distintas bases.

En conclusién, si mediante operaciones elementales efectuadas en las filas y luego en las co-
lumnas de una matriz A, llegamos a una matriz diagonal, esa matriz lo sera respecto de la misma
forma cuadratica, respecto de otra base.

Si queremos encontrar la base, respecto de la cual, la matriz asociada es E(A), como E(A) =
E;(I)AE.(I) = PTAP, la matriz del cambio de base serd P = (p;;) = E.(I), es decir la nueva
base tendra como vector u; aquel cuyas coordenadas correspondan con la columna ”j” de la
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matriz E.(I), es decir
n
u]' = E pl-jei.
i=1

Ejercicio:
Dada la forma cuadréatica,
w:R* — R
(z,y,2,t) — w(z,y,2,t) =22> 4+ 8y* + 22> +t* + 8xy + 62 + 4ot + Syz — 2yt + 62t,

diagonalizarla mediante operaciones elementales y dar una base respecto de la cual w admita
una expresion diagonal.

1.4. Formas cuadraticas reales. Teorema de Sylvester. Una forma cuadraticaw : V —
K, se dice que es real, si el cuerpo K es el de los ntiimeros reales, esto es, K = R.

Seaw : V — R y dimV = n. Como ya sabemos, el rango de w es el rango de su aplicacion
de polaridad y coincide con el rango de la matriz asociada a w respecto de cualquier base.

Si {€1,€4,...,e,} es una base tal que la matriz asociada es diagonal,
di 0 oo eee e o0
0 dy -+ oo eeeoeee 0
0 0 - dp - - 0 ’
o o0 --- 0 0 - 0

entonces r = rango(w), podemos ordenar los d; de tal manera que primero estan los positivos y
luego los negativos.

Definiciéon 1.18. Se llama signatura de w, al par (p,q), donde p es el nimero de elementos
positivos que hay en la diagonal principal de una cualquiera de las matrices diagonales asociadas
a la forma cuadratica y ¢ el el ntmero de elementos negativos.

Para que esta definicién tenga sentido, tendremos que probar la siguiente proposicion:

Teorema 1.19 (de Sylvester o Ley de inercia). El nimero de elementos positivos que hay en la
diagonal principal de una cualquiera de las matrices diagonales asociadas a una forma cuadratica
real, es el mismo; tal nimero no depende, pues, de la diagonalizacién que se considere de w, sino
que es un numero intrinsecamente ligado a la forma cuadratica.

Observacion 1.20. Obsérvese que como consecuencia, también el nimero de elementos negativos
ha de coincidir, puesto que p + ¢ = r = rango(w).

Demostracion. Supongamos que existen dos bases {u1, U, ..., Uy}, {U1,V2,...,U,}, tales que
i) Respecto de la primera base es:

- 2.2 2.2 2 2
w(T) = ajx] + -+ ayT, —a, Ty — - —a

2,.2
PP r -
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ii) Respecto de la segunda base es:
W(E) = byt + -+ Uy — by — - — DIy
Supongamos que es p > p’. Consideremos los siguientes subespacios vectoriales de V/,
Uy = (Ui,...,u),

U2 = <Up’+17 <oy Upy Upt 1y e ooy Upy s Upge1,y - - aUTL>'

Sabemos que, dim(U; NUsy) = dimUy + dimUs — dim(Uy 4+ Uz), y puesto que dim Uy = p y
dim Uy = n — p/, se obtiene,
dim(Uy NU3) =p+n —p —dim(Uy + Us) = (p—p') + (n — dim(U; + Uz) > p—p' > 0.
Por tanto existe un vector  # 0 tal que Z € U; N Us. Ahora bién,
TeU) = 2=zt + - + 2plp,

por tanto,
w(Z) = adx? +--- +a12,x12, > 0.
Notese que algin sumando tiene que ser no nulo. Pero por otra parte,
TeUy =T =yyp1Upys1+ - +Yplp + Ypr1Upt1 + -+ Yrlr + Yrg1Ups1 + -+ + Ynln,
y por tanto,
= 2 2 2 2
LU(JU) = _bp’+1yp’+1 - bry'r < 0.
Por tanto, hemos llegado a la cotradiccion: w(Z) > 0y w(Z) < 0. O

Observacion 1.21. Notese que w(F) es mayor estrictamente que cero (en la primera expre-
sién) puesto que si fuera cero se deduciria que todas las coordenadas de 7 respecto de la base
{d1,...,@,} serfan cero, con lo cual llegarfamos a que & = 0. Sin embargo, w(F) puede ser cero
(en la segunda expresion), sin necesidad de que el vector sea nulo, puesto que las componentes
que aparecen en la expresiéon de w no son todas las coordenadas del vector, pudiendo ser esas
coordenadas nulas.

Expresion candénica de una forma cuadratica
Sea w : V — R una forma cuadratica sobre el espacio vectorial real V' con dim V = n; sean

rango(w) = r y sig(w) = (p,q). Por tanto existe una base de V, {€}, é3,...,€,}, con respecto a
la cual la matriz asociada a w es diagonal,

a% 0 - .- N

0 a% cee o 0

0o 0 - a ; 0

ce—aly e e 0]
0 0 —a? 0
0 0 0 0 0 0
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Si tomamos la base,

€1 €
~ ~ T o = - =
€] = — e s € = — €11 = Eryly..., €y = €n,
al Ay
entonces N
. w(é; a:
w(e;) = (21) =+ ==l
a; a;

~
~

Por tanto, respecto de esta nueva base, la expresion de w quedara,

-2 2 2 2
W(x) —l'1+"'+xp—l'p+1—"'—l',r,
parai=1,...,r, y esta expresion recibe el nombre de expresion candnica de w.

Definiciéon 1.22. Una forma cuadratica real w se dice que es definida, si w(Z) = 0 implica que
Z=0.

Proposicion 1.23. Si w : V — R es una forma cuadrética real definida, entonces w(Z) tiene
signo constante para todo € V — {0}.

Demostracion. Supongamos que la proposicion fuese falsa, que existiesen dos vectores & e i de
V', no nulos, tales que w(Z) > 0y w(y) < 0. En esta hipdtesis, se pretende probar que w se
anularia en un vector no nulo; a este fin, considérese el vector AZ + ¢/, donde A es un namero real
cualquiera. Se tiene que wW(AT + ) = AN2w(F) + 2\ f (T, 7) + w(¥), donde f es la forma polar de w.
Para que w(AZ 4 ) fuese cero es necesario y suficiente que A sea una raiz de la ecuacion

Nw(Z) + 20N f(Z,7) + w(¥) = 0,

cuyo discriminante, 4 f (%, 7)? — 4w (F)w(7) es positivo, ya que w(Z).w(7) < 0. Por tanto, existen
dos raices distintas Ay y Ay tales que wMZ+y)=0y w()\gx + ) = 0. Como w es definida, se
sigue que M Z+7 = 0 y A7 +y = 0. Por tanto, (A — X)X = 0. De ahi que Z = 0, contradiccion.
Pues, w(&) > 0 implica & # 0. O

Definicion 1.24. Dada una forma cuadratica w : V' — R, se tienen las siguientes definiciones:

(i) Se dice que w es una forma cuadratica definida positiva, si w(Z) > 0, para todo & € V — {O}
(ii) Se dice que w es una forma cuadratica definida negativa, siw(¥) < 0, para todo & € V—{0}.
(iii) Se dice que w es una forma cuadratica semidefinida positiva, si w(Z) > 0, para todo & € V
v no es definida.
(iv) Se dice que w es una forma cuadratica semidefinida negativa, si w(Z) < 0, para todo ¥ € V
vy no es definida.
(vi) Se dice que w es una forma cuadratica positiva, si w(Z) > 0, para todo & € V.
(vii) Se dice que w es una forma cuadratica negativa, si w(¥) < 0, para todo Z € V.

Proposicién 1.25. Seaw : V — R, con dim V = n.
(i) w es definida positiva si y sélo si sig(w) = (n,0).

(ii) w es definida negativa si y sélo si sig(w) = (0,n).

(i) w es semidefinida positiva si y sélo si sig(w) = (r,0), con r < n.
(iv) w es semidefinida negativa si y sélo si sig(w) = (0,7), con r < n.
(V) w es positiva si y solo si sig(w) = (r,0), con r < n.

(vi) w es negativa si y solo si sig(w) = (0,7), con r < n.
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Demostracion.

i) 7 = 7. Supongamos que sig(w) = (p, q), con ¢ # 0, entonces seria w(ép+,) = —1. Contra-
diccion, puesto que es definida positiva. Por tanto debe de ser sig(w) = (p,0). Si p < n,
entonces seria w(e,) = 0, lo cual es también absurdo por ser definida. Asi, tendra que ser
sig(w) = (n,0).

? < 7. sig(w) = (n,0) implica que w(¥) = 2% + -+ + 22 > 0, para todo vector & no
nulo. Por tanto, la forma cuadratica es definida positiva.

ii) Se demuestra de modo anélogo al anterior.

iii) 7 = 7. Supongamos que sig(w) = (p,q), con ¢ # 0, entonces serfa w(€p44) = —1. Con-
tradiccion, puesto que es semidefinida positiva. Por tanto debe de ser sig(w) = (p,0).
Si p = n, entonces serfa definida positiva. Luego para que w sea semidefinida positiva
necesariamente p < n.

7 <7 sig(w) = (p,0), p < n implica que w(Z) = & +- -+ 27 > 0. Ademas, w(€,) = 0.

Por tanto, la forma cuadratica es semidefinida positiva.

iv) Se demuestra de forma analoga al anterior.

v) Es consecuencia de los anteriores.

vi) Es consecuencia de los anteriores.

O

Formas cuadraticas sobre espacios vectoriales euclideos. Diagonalizacién ortogonal
de una forma cuadratica

Sea w : V — R una forma cuadratica y V un espacio vectorial euclideo. Es decir, hay un
producto escalar definido sobre V.

Sean {€1,...,e,} y {U1,...,u,} dos bases ortonormales. Entonces sabemos que la matriz de
cambio de base es una matriz ortogonal. Esto es, una matriz P tal que P~ = PT.

Luego, si es

w@) =XTAX = XTAX' = A =PTAP=P AP,

y entonces las matrices A y A’, ademéas de ser congruentes, son semejantes.

Recordemos que:

Toda matriz real y simétrica es ortogonalmente diagonalizable. Esto es, existe una matriz
ortogonal P tal que P"'AP es una matriz diagonal y, ademas, los elementos de la diagonal
principal son los autovalores de A, contados tantas veces como indique su multiplicidad.

Ejercicios:

1. Sea w una forma cuadratica sobre R? equipado con el producto escalar usual y, respecto
de la base ortonormal, {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)}, w esta dada por

w(ﬂfl,ﬂfg, 333) = I% + I% + 333% + 2\/§I‘2$3.
Diagonalizar ortogonalmente w.
2. Dado V un espacio vectorial euclideo de dimensién 3 y, para a € R, considérese la familias
de formas cuadraticas sobre R? dadas por
wa (1,2, 73) = 23 + (1 — a)23 + (1 + a)23 + 2aw1 79 — 202123,

respecto de la base ortonormal {7, @, i3 }. Consideremos w : V. — R, la forma cuadratica
que respecto de la base canoénica tiene asociada la matriz A.
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(a) Diagonalicese ortogonalmente la forma cuadratica wg,.
(b) Obténgase los valores de « para los que w, es definida y semidefinida.
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