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TEMA 1V

4. VARIEDADES CUADRATICAS. ESTUDIO AFIN

4.1. Variedades cuadraticas en el espacio afin real ampliado.

En el espacio proyectivo real n-dimensional P(V') consideramos el hiperplano Hy, = P(W) y
damos a F = P(V) — Hy una estructura de espacio afin utilizando una forma lineal f que defina
W. Esto es, de modo que ker f = W.

Si {O;el,...,€,} es una referencia afin de E, entonces {O = (0), (€1),...,(€n);(0+€1+ -+
€n)}, donde f(0) = 1, es una referencia proyectiva de P(V') con la relacion usual entre coordenadas
afines y coordenadas homogéneas. Otro modo de expresar el punto unidad es (6+€1+---+¢é,) =
Ox*(€1+---+¢é,). A Hy lo denominamos hiperplano impropio o hiperplano del infinito y admite
por ecuacién xg = 0 con respecto a la referencia proyectiva antes mencionada.

A lo largo de esta secciéon supondremos siempre que estamos trabajando con referencias pro-
yectivas asociadas a referencias afines en la forma que hemos indicado.

Clasificaciéon afin de las variedades cuadraticas

Para clasificar las variedades cuadraticas desde el punto de vista afin tenemos que estudiar
la interseccion del hiperplano del infinito con la variedad cuadrética considerada. Se tienen las
siguientes alternativas:

i) El hiperplano del infinito esté contenido en la variedad cuadratica, entonces dicha inter-
seccion es el hiperplano del infinito.

ii) El hiperplano del infinito no esté contenido en la variedad cuadratica, entonces la inter-
seccion del hiperplano impropio con la variedad cuadratica es una variedad cuadrética en
dicho hiperplano, denominada wvariedad cuadrdtica del infinito.

Segiin se dé el primer caso o como sea, desde el punto de vista proyectivo, la variedad cuadréatica
del infinito cuando se dé el segundo caso, se tendréan las distintas posibilidades que pueden surgir
dentro de la clasificacién proyectiva de las variedades cuadraticas vista en la seccién anterior.
En particular, estdn descritas con detalle las respectivas clasificaciones afines de las variedades
cuadraticas en el plano afin (conicas) y de tales variedades en el espacio afin tridimensional
(cuédricas).

Si, con respecto a la referencia proyectiva asociada a una referencia afin {O;é1,...,é,}, la
matriz asociada a una variedad cuadratica C(w) es A, ago denota el menor complementario del
elemento 00 de A y Agg es el adjunto de dicho elemento, entonces:
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i) El hiperplano impropio Hy, estara contenido en C(w) si y sélo si la matriz agg es nula.

ii) La interseccion Ho,NC(w) serd una variedad cuadratica si y solo si la matriz agg es no nula.
En este caso, agg sera la matriz asociada a la variedad cuadrética del infinito Ho, N C(w)
con respecto a la referencia {(€1),...,(€,); (€1 + -+ + é&,)} del hiperplano impropio Ho.

4.2. Clasificacion afin las conicas.
Para clasificar las conicas desde el punto de vista afin tenemos que ver como es la interseccién
de la coénica con la recta del infinito.

Definicioén 4.1. Una coénica se dice que es de tipo:

1. Hiperbdlico, si la recta del infinito es una recta secante. Es decir, si la interseccién de la
coénica con la recta del infinito son dos puntos reales y distintos.

2. Parabdlico, si la recta del infinito es tangente.

3. Eliptico, si la recta del infinito es exterior. Es decir, si la intersecciéon de la cénica con la
recta del infinito son dos puntos imaginarios conjugados.

Se tienen asi los siguientes casos, de acuerdo con el rango de la matriz A:

1. Sirango A = 3, es decir, |A| # 0. En este caso se trata de una coénica ordinaria. Una conica
ordinaria de tipo hiperbélico se llama hipérbola, de tipo parabdlico se llama pardbola y de
tipo eliptico se llama elipse.

Por tanto, para ver de cual de estas tres conicas se trata tendremos que resolver el
sistema formado por la coénica y la recta del infinito, es decir,

w(@) = 0,
xg = 0,
o lo que es lo mismo,
a117% + ageri + 2a197102 = 0,
ro = 0,
cuyas soluciones dependen del discriminante A = a%Q — aj1a99. Si denotamos por Agg la
matriz adjunta del elemento agp de la matriz A, observamos que A = —|Ag|, teniéndose

asi las siguientes condiciones:

a) Apo < 0, entonces hay dos soluciones reales y distintas y por tanto la conica es una
hipérbola.

b) Agg = 0, entonces hay una solucién doble y por tanto la conica es una parabola.
Notese que en este caso el menor g es no nulo, pues la recta impropia no puede estar
contenida en la cénica ordinaria.

¢) Ago > 0, entonces hay dos soluciones imaginarias conjugadas y por tanto la conica es
una elipse. En este caso, si la conica es totalmente imaginaria, se dice que tenemos
una elipse imaginaria. Por el contrario, si la cénica es real, se dice que tenemos una
elipse real.

2. Si rango A = 2, entonces la conica es degenerada y tiene un tnico punto singular. Anali-
cemos como es la conica en este caso atendiendo a cada uno de los tipos posibles:

a) Apo < 0, entonces hay dos puntos del infinito de la conica que son reales y distintos.
Por tanto, la conica es el producto de dos rectas reales que se cortan en un punto
propio, el punto singular.
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b) Ago > 0, entonces la conica no tiene puntos (reales) en el infinito y decimos que es el
producto de dos rectas imaginarias conjugadas que se cortan en el tinico punto real
de la coénica que es el punto singular.

¢) Ago = 0, entonces la recta del infinito es tangente. Por la proposicion 3.5, la recta del
infinito debe contener el punto singular. En este caso, tenemos dos alternativas:

1) a11 = a12 = agy = 0, entonces la recta impropia esta contenida en la conica. Por
consiguiente, la coénica es el producto de la recta impropia por una recta propia.
2) a1 # 0 6 aze # 0, entonces la recta impropia no esta contenida en la conica. Por
tanto, la conica es dos rectas paralelas (reales o imaginarias). Para ver si son reales
o imaginarias, hay que hallar la signatura de la conica. Si sig(w) = (2,0) 6 (0, 2),
se tiene dos rectas imaginarias paralelas, y si sig(w) = (1,1), se tiene dos rectas
reales paralelas.
3. Si rango A = 1, existe una recta de puntos singulares, la conica es esa recta doble y
Ago = 0. Hay dos posibilidades:

a) ajp = a2 = azy = 0, entonces la recta impropia esta contenida en conica. Por consi-
guiente, la cénica es la recta impropia doble.

b) a;1 # 0 6 age # 0, entonces la recta impropia no esta contenida en la conica. Por
tanto, la conica es una recta propia doble (real)

4.3. Clasificacion afin de las cuadricas. Para clasificar las cuadricas desde el punto de
vista afin tenemos que ver céomo es la interseccién de la cuddrica considerada con el plano del
infinito. Una cuédrica se dice que es de tipo:

i) Hiperbdlico, si su interseccion con el plano del infinito es una cénica ordinaria y real.

ii) Parabdlico, si el plano del infinito esta contenido en la cuddrica o la interseccion de la
cuédrica con el plano del infinito es una cénica degenerada. Es decir, el plano del infinito
es tangente a la cuédrica.

iii) Eliptico, si su interseccion con el plano del infinito es una conica ordinaria totalmente
imaginaria.

Si, con respecto respecto a la referencia proyectiva asociada a una referencia afin {O; €1, €, €3},
la matriz asociada a la cuadrica es A, agy denota el menor complementario del elemento 00 de
Ay Agg es el adjunto de dicho elemento, entonces:

i) El plano impropio 74 estara contenido en la cuédrica si y so6lo si la matriz ag es nula.

ii) La interseccion de 7y con la cuddrica serd una conica si y solo si la matriz agy es no
nula. En este caso, agg sera la matriz asociada a la conica del infinito con respecto a la
referencia {(€1), (€2), (€3); (€1 + €2 + €3) } del plano impropio.

Teniendo esto en cuenta, cada uno de los casos anteriores se pueden expresar como:

i) Hiperbolico si y solo si la signatura de agg es (1,2) 6 (2,1).

ii) Parabolico si y so6lo si Agg = 0.

iii) Eliptico si y s6lo si la signatura de agg es (3,0) 6 (0, 3).

Se tienen asi los siguientes casos, de acuerdo con el rango de la matriz A:

I) Sirango A = 4, es decir, |A| # 0. En este caso se trata de una cuéadrica ordinaria. Una
cuadrica ordinaria de tipo hiperbélico se llama hiperboloide, de tipo parabdlico se llama
paraboloide y de tipo eliptico se llama elipsoide. Se tienen asi las siguientes condiciones:
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i) sig A = (4,0) 6 (0,4). En este caso, la conica del infinito no puede ser ni ordinaria
real, ni degenerada, ya que en tales casos la cuidrica tendria puntos, contradiccion.
Luego, la signatura de la matriz agg tiene que ser (3,0) 6 (0, 3), por lo que se dice que
se trata de un elipsoide imaginario.

i) sig A= (3,1) 6 (1,3), la cuadrica es ordinaria real no reglada, y se tienen las siguientes
posibilidades:
~sig agp = (0,3) 6 (3,0). En este caso, la cuadrica se denomina elipsoide real.
~sig agp = (2,1) 6 (1,2). En este caso, la cuadrica se denomina hiperboloide no reglado.
~Ago = 0. En este caso, la cuddrica se denomina paraboloide no reglado. Ademaés,
la signatura de agg es (2,0) 6 (0,2), ya que para otra posible signatura la cuadrica
contendria alguna recta.

iii) sig A = (2,2), la cuadrica es ordinaria real reglada. En este caso, no puede suceder que
sig apo = (3,0) 6 (0,3), ya que la conica del infinito debe contener puntos debido a
que la interseccién del plano impropio con una generatriz rectilinea debe ser no vacia.
Se tienen asi las siguientes posibilidades:
~sig agp = (2,1) 6 (1,2). En este caso, la cuadrica se denomina hiperboloide reglado.
~Agy = 0. En este caso, la cuddrica se denomina paraboloide reglado. Ademéas, la
signatura de agp es (1,1). En efecto, el plano impropio es tangente, luego existe un
punto impropio Py, conjugado a todos los puntos impropios. Por tanto, 7w, es el plano
polar de P, y dicho punto pertenece a la cuadrica. Ademas, sabemos que por P,
pasan dos generatrices, una de cada familia, que estan contenidas en el plano polar de
P,,. De esto se puede concluir que la conica del infinito son las dos generatrices que
pasan por Pu.

IT) Si rango A = 3, entonces la cuadrica es degenerada y tiene un sélo punto singular Q.

Notese que en este caso se satisface:

.-Un plano no puede estar contenido en la cuédrica.

.-Un plano es tangente si y s6lo si su intersecciéon con la cuadrica es una céonica degene-
rada.

.-Un plano es tangente si y sélo si contiene al punto singular.

Por tanto, si @ no esta en el plano impropio, esto es, Agy # 0, entonces la conica del
infinito es ordinaria y se dice que la cuadrica es un cono. En cambio, si () esta en el plano
impropio, esto es, Agg = 0, entonces la conica del infinito es degenerada y se dice que la
cuadrica es un cilindro.

Analicemos ahora los tipos posibles de cuéadricas de rango 3:

i) sig A= (3,0) 6 (0,3) Se tienen dos alternativas:
~Ago # 0, la cuddrica es un cono imaginario.
~Ago = 0, la cuadrica es un cilindro imaginario.
i) sig A= (2,1) 6 (1,2). Aqui las alternativas que se pueden presentar son:
~Si Agp # 0, la cuadrica es un cono real.
~Si Agp = 0, en este caso se tienen la posibilidades siguientes:
(a) Si la signatura de agg es (2,0) 6 (0,2), se trata de un cilindro eliptico real. La
coOnica del infinito son dos rectas imaginarias.
(b) Si la signatura de agg es (1, 1), se trata de un cilindro hiperbélico. La conica del
infinito son dos rectas reales.
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(c) Sila signatura de agg es (1,0) 6 (0,1), se trata de un cilindro parabdlico. La conica
del infinito es una recta doble.

IIT) Si rango A = 2, existe una recta de puntos singulares y la cuédrica es el producto de dos
planos que pasan por esa recta. Ademas, los puntos singulares estdn contenidos en el plano
impropio si y sélo si el rango de g es menor que 2.

Se tienen las siguientes posibilidades:

i) Sisig A= (2,0) 6 (0,2), la cuadrica es el producto de dos planos imaginarios:
~Si rango de agg es 2. En este caso se trata de dos planos imaginarios no paralelos.
~Si rango de agg es 1. En este caso se trata de dos planos imaginarios paralelos.

ii) SisigA = (1,1), la cuadrica es el producto de dos planos reales:
-Si rango de agg es 2. En este caso se trata de dos planos reales propios no paralelos.
-Si rango de agg es 1. En este caso se trata de dos planos reales propios paralelos.
-Si rango de aqgg es 0. En este caso se trata del producto del plano impropio por un
plano real propio.

IV) Si rango A = 1, se trata de un plano doble de puntos singulares. En este caso hay dos
posibilidades:

~rango agg = 1, la cuédrica es un plano propio doble.
~rango agg = 0, la cuddrica es el plano impropio doble.

4.4. Centro de una variedad cuadratica.

Definicion 4.2. Se llama centro de una variedad cuadratica a un polo del hiperplano del infinito,
caso de que exista y sea propio.

Segiin la ecuacion de la polaridad, pU = AP, el polo del hiperplano del infinito zg = 0 tendra
que cumplir las condiciones:

1 app apr .- aon X0
0 ajp aiir ... A1n )

1% = )
0 Gno Gnl --- Qnp Ty

o lo que es lo mismo,

apoTo + ap1x1 + -+ + appxy, # 0,
a10To + ap1xy + -+ appxy, = 0,

noTo + ap1T1 + -+ + appx, = 0.

Observacion 4.3. Notese que para una variedad cuadrética ordinaria con centro, las coordenadas
homogéneas del centro vienen dadas por

(Aog, Agl, Ce ,Aon), con Ago 75 0
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Ejemplo 4.4. Hallamos un centro, caso de que exista de la cuadrica C(w) = 2? —zz+yz+y—1 = 0.
Se trata pues de resolver el sistema

24y =
20—z =
1+2 =
—r+y =

#0,

I

I

co oD

11
202
tiene —2 + % = 0. Por tanto, el punto C' es centro de la cuadrica.

La solucion de este sistema es C'/( —1). Sustituyendo esta solucion en la primera ecuacion, se

Ejemplo 4.5. En el espacio afin tridimensional, hallamos los posibles centros, caso de que existan

de la cuadrica C(w) = —1 + 222 + 3y? = 0. Se trata pues de resolver el sistema
2¢ = 0,
3y = 0,
0z = 0.

Las soluciones de este sistema son C'(0, 0, 3). Sustituyendo estas soluciones en la primera ecuacion,
se tiene —1 # (. Por tanto, los puntos C' son centros de la cuddrica. Estos centros constituyen la

recta afin
z = 0,
y = 0.

A continuacién vemos algunas condiciones necesarias y suficientes para que una variedad
cuadratica tenga centro.

Proposicion 4.6. Sean H,, = P(W) el hiperplano impropio, C(w) una variedad cuadratica v f
la aplicacion lineal de polaridad. Entonces son equivalentes:
(i) C(w) tiene centro.
(ii) P(ker f) = P(ker fjy), donde fjy es la aplicacién lineal de polaridad de w restringida a
w.
(iii) rango(w)y) = rango(w) — 1, donde wyy es la forma cuadréatica w restringida a W.

Demostracion. Si una variedad cuadratica tiene centro, entonces el hiperplano impropio debe
estar en el conjunto imagen de la polaridad. Por tanto, dicho hiperplano debe contener a todos
los puntos singulares, esto es, P(ker f) C Hy. De ahi que P(ker f) C P(ker JE\W)

Por otro lado, si () € P(ker f|W) Tomando una referencia afin {C;é1,...,é,}, donde C es un
centro de C(w), se tiene que (¥) es conjugado a los puntos C, (€1), ..., (€,) que son los puntos
basicos de la referencia proyectiva asociada a la referencia afin. Por consiguiente, (¥) es punto
singular de @(w), esto es, (7) € P(ker f). Por lo anterior, hemos probado (i) implica (ii).

Veamos (ii) implica (iii). En efecto,

rango(w|y) = rango(ﬁw) = n — dim(ker f) = rango(f) — 1 = rango(w) — 1.

Veamos (iii) implica (i). Veamos que P(ker f) C Hoo, es decir, que todos los puntos singulares
son impropios. Supongamos que existiese un punto singular ) que fuese propio. Considerando la
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referencia afin {Q;é1,...,€,}, se tiene que la matriz asociada A es
0 0 . 0
A= 0 ail . Qln
0 ap1 .. apn

Por tanto rango(w) = rango(A) = rango(ago) = rango(wy ), contradiccion.

Como todos los puntos singulares son impropios, entonces H, pertenece al conjunto imagen
de la polaridad. Sea C un punto tal que su hiperplano polar sea Ho,. Veamos que C es propio y,
por tanto, C' es centro. Si C' fuese impropio, entonces Ho, seria tangente. Por lo que, Hy C C(w)
6 Hoo N C(w) es una variedad cuadratica degenerada en el espacio Hy.

Si Heo C C(w), entonces rango(wjyy) = 0 y rango(w) = 1. Por tanto, C(w) serfa el hiperplano
H, doble. En tal caso, como C € H,, C seria punto singular, contradiccion.

Si Hyo N C(w) es una variedad cuadratica degenerada en el espacio Hy, entonces C' seria un
punto singular de Hy, N C(w) siendo no singular de C(w). Por lo que dim(ker ﬁW) > dim(ker f).
De esto se tendria

n — rango(wy) > n + 1 — rango(w).
Por tanto, rango(w) — 1 > rango(wjyy), contradiccion.
Las contradicciones han surgido del hecho de suponer que C' es impropio. Por tanto, C es

propio y es un centro.
O

Corolario 4.7. Una variedad cuadratica ordinaria tiene centro si y solo si Agg # 0.

Demostracion. Apliquese la condicion (iii) de la proposicion 4.6. O

Corolario 4.8. En un espacio afin de dimensiéon mayor que 1, una variedad cuadratica con
un tnico punto singular @) tiene centro si y sélo si @ es el tinico punto singular de la variedad
cuadrética en el infinito.

Demostracion. Es una consecuencia directa del apartado (ii) de la proposicion 4.6. O

Observacion 4.9. Una cuadrica C(w) de rango 3 tiene centro si y solo si C(w) es un cilindro
elitpico (real o imaginario) o un cilindro hiperbolico.

Una conica C(w) de rango 2 tiene centro si y solo si C(w) son dos rectas paralelas (reales o
imaginarias).

4.5. Diametros e hiperplanos diametrales.

Definiciéon 4.10. Dada una variedad cuadratica C(w) con centro. Un didmetro de C(w), es toda
recta que contiene un centro y sélo uno.

La siguiente proposicién justifica la nocién de centro de una variedad cuadratica.

Proposicion 4.11. Sea C' un centro de una variedad cuadratica C(w). Si d es un didmetro no
tangente que pasa por C, entonces C es el punto medio de {A, B} = C(w) Nd, siendo A y B
puntos reales o imaginarios.
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-

Demostracion. Sea X € €(w) N d, entonces X = (A& + pd), donde (@) = C' y (d) = Dy es el

- -

punto del infinito del didametro d, y w(A€é+ ud) = 0. Como f(¢ d) = 0, se obtiene
AN2w(@) + pPw(d) = 0.

De esta ecuacion obtenemos

A = (/0@ d+Jw(d ),
B = (J=w@d+\Jwd e,

-

Al ser el didmetro d no tangente w(¢) # 0 y w(d) # 0. Hallando ahora la razén simple

-

(CAB) = (ABCD..) = (CDsAB) = Y210, “@_ -

—/—w(@ \/w(d")

—
Por lo que CA = —1.6@ . Lo que implica que C es el punto medio del segmento de extremos A
y B. O

Definicién 4.12. Dada una variedad cuadratica C(w) con centro en un espacio afin de dimensiéon
mayor que 2. Un hiperplano diametral de C(w), es todo hiperplano que contenga a todos los
centros.

Definiciéon 4.13. Dos didametros d y d’ se dicen que son conjugados respecto de la variedad
cuadratica C(w), si sus puntos del infinito son conjugados respecto de C(w).

Definicién 4.14. Un diametro es conjugado a un hiperplano diametral, si el hiperplano diametral
es el hiperplano polar del punto del infinito del didmetro.

Sea el hiperplano diametral upxg + w1x1 + -+ + upx, = 0, y un didmetro de direccién
(0,v1,...,v,). Para que el didmetro sea conjugado al hiperplano diametral, ha de verificarse
la ecuacién

Uuo 0

Ul U1
o) =A

Unp, Un

4.6. Proyectividad central de una cénica ordinaria con centro.

Definicion 4.15. Supongamos que se tiene una cénica con centro de modo que la recta del
infinito sea no tangente (no es de tipo parabolico), es decir, una conica ordinaria con centro.
Se llama proyectividad central 6 proyectividad de didmetros conjugados a la correspondencia que
asocia a cada diametro d un didmetro d de tal forma que los puntos del infinito de d y d’
son conjugados respecto de la coénica. Esto es, los diametros se corresponden a través de la
proyectividad inducida por la cénica en la recta del infinito.
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Si d y d' tienen por direcciones (v1,v3) y (u1,us) respectivamente, los puntos del infinito
(0,v1,v2) ¥ (0,u1,us) seran conjugados si

) 0
(0,v1,v2) | a0 @ a2 up | =0.
azy G21 Q22 Us

Por consiguiente, se tiene la ecuaciéon matricial
ail a2 u1
(Ul y UQ) =0
az1 a2 U2

ui(via1n + vaaie) + ua(viagr + veags) = 0.

Esto implica

Lo que es equivalente a que el par (viag) + vaags, —v1a11] — v2a12) es proporcional al par (uq,ug).
Un modo matricial de escribir este hecho es

p Ui — a1 a22 U1
U2 —ail —a12 V2

Como se esperaba, esto coincide con la ecuacién de la proyectividad inducida por conica en la
recta del infinito 7.

Proposicion 4.16. Sea C(w) una variedad cuadréatica ordinaria con centro y H un hiperplano
diametral con d su didmetro congujado. Si r es una recta secante paralela a d con r N C(w) =
{A, B}, entonces M = r N H es el punto medio del segmento de extremos A y B.

Demostracion. Sabemos que si Dy, es el punto impropio de d y de r, entonces el hiperplano H
es el hiperplano polar de Dy,. De donde se sigue que (M AB) = (ABMDy,) = —1. Por tanto,
M es el punto medio del segmento de extremos A y B. O

Observacion 4.17. En la proposicién anterior, si uno considera la simetria s segiin el hiperplano
diametral H y de direccion d, se obtiene que s(C(w)) = C(w).

4.7. Asintotas.

Definiciéon 4.18. Dada una variedad cuadratica C(w) con centro. Se llama variedad cuadrdtica
asintotica de C(w), a la variedad cuadratica tangente a la variedad cuadratica desde un centro.

Si C(w) es ordinaria, entonces el centro es el tnico punto singular de la variedad cuadratica
asintotica cuyo rango seria n. En particular, cuando C(w) es una cuadrica ordinaria con centro,
se tendra un cono asintotico.

Pasamos ahora a considerar conicas en el plano afin real.

Definicién 4.19. Se dice que una recta propia r es asintota de una coéonica C(w), si es tangente
a C(w) y hay un punto no singular Py, = (p) de r N C(w) contenido en la recta impropia. Por
consiguiente, como para todo X = (Z) de una asintota r se tiene f(7, Z) = 0, entonces r = f(Px).
Esto es, Py es un punto de tangencia no singular de 7.

Proposicién 4.20. Una conica C(w) tiene asintota si y sélo si C(w) es de tipo hiperbélico.
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Demostracion. Veamos que si C(w) tiene asintota, necesariamente es de tipo hiperbélico. En
efecto, denotando por r a la recta impropia y por r a una asintota, se tiene que existe (p) = Px
un punto no singular de r N ry N C(w). Ademas, puesto que ro, N C(w) # @, roo €s secante o
tangente.

Si fuese ro, tangente, entonces f(p, &) = 0, para todo (¥) = X € ro. Luego r, es la recta polar
de P,. Como también se llega a que r es la recta polar de P, entonces r = r, contradiccion.
Luego, 7o es secante y la conica C(w) es de tipo hiperbélico.

Reciprocamente, veamos que si C(w) es de tipo hiperbélico, necesariamente tiene asintotas.
En efecto, en este caso ro es secante, por lo que no puede contener ningtin punto singular (en
tal caso, seria tangente, contradiccion). Ademas, si Ay, ¥ Boo son los dos puntos impropios de
la conica (que son no singulares), sus respectivas rectas polares son tangentes a la conica. Por
tanto, dichas rectas no pueden coincidir con r, y de ahi que sean asintotas de C(w). O

Para calcular la ecuacion de las asintotas sera suficiente obtener su direccién y un punto por
donde pasen.

Por ser las tangentes en los puntos impropios, el punto del infinito de dicha recta coincidira con
un punto del infinito de la cénica. Por tanto para calcular la direccion de las asintotas tendremos
que hallar los puntos del infinito de la conica. Es decir, resolver el sistema

2 2
a11x] + axnry + 2a1pr122 = 0,
rog = 0.

Si (vi,v92) indica la direccion de las asintotas, el punto (0,v1,vs) satisfara el sistema anterior.
Esto es,
a3 + 2a19v1v2 + agyvi = 0,
siendo a%Q — ajiage > 0. La asintotas son las polares de los dos puntos (0,v1,v2) que sean las
soluciones de la ecuacion anterior.
Hemos concluido que para que tenga asintotas, la cénica debe ser de tipo hiperbdlico:

- Si la conica tiene centro (es una hipérbola), la asintota tiene que pasar por el centro. En
efecto, el centro es conjugado de todos los puntos del infinito y la asintota esta formada
por los puntos que son conjugados a cierto punto del infinito que esta en la conica.

- Si la conica tiene punto singular (es dos rectas propias reales que se cortan en un punto
propio), la asintota, al ser una recta tangente, tiene que pasar por el punto singular Q.
Ademés, la asintota r = Py Q) esta contenida en la conica.

4.8. Ecuacion diagonal afin de una variedad cuadratica.

Definiciéon 4.21. Una referencia afin {O;eél,...,é,} se dice que es autoconjugada con respecto
a una variedad cuadrética, si los puntos basicos de la referencia proyectiva asociada {O, (€1),
,(€,);0+ (61 + -+ é,)} forman un n + 1-vértice autoconjugado.

Proposicion 4.22. Una referencia afin {O;éy, ..., é,} se dice que es autoconjugada con respecto
a una variedad cuadrética C(w) si y so6lo si la ecuacion, denominada ecuacion diagonal afin, de
C(w) con respecto a dicha referencia toma la forma

ap + a1yt 4+ -+ anyl =0,

donde (y1,...,yn) denotan las coordenadas afines de un punto.
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Demostracion. Si  {O;é1,...,6,} es autoconjugada, entonces para la referencia
{0,(e1), ...,{(€n); O+ (&1 + -+ + é,)} la ecuacion de C(w) es
apri + a1t + - + aprl = 0. (4.5)

Dividiendo por 3, se obtiene

ao + a1yi + -+ + any;, = 0.
Reciprocamente, si esta es la ecuacion de C(w) con respecto a la referencia afin, entonces (4.5) es
la ecuacion de C(w) con respecto a la referencia proyectiva {O, (€1), ..., (€,); O+ (€14 +€n)}.
Por tanto, los puntos basicos de esta referencia forman un n 4 1-vértice autoconjugado. O

Proposicion 4.23. Sea C(w) una variedad cuadratica. Una referencia afin {O;eéy,
...,€y} es autoconjugada con respecto C(w) si y sélo si O es un centro o un punto singular
propio y {€1,...,€,} son direcciones conjugadas dos a dos. Ademas, en dicho caso, la ecuacién
diagonal afin correspondiente,

ap + a1yi + asys + - + apys =0,

es tal que ag = w(€), donde (¢) = O y (¢+é1+---+¢é,) =C+ (é1+ -+ &,). Se tiene que
ag # 0 cuando O es centro y ag = 0 cuando O es punto singular propio.

Demostracion. Si {O;eéy,...,é,} es autonjugada, entonces O y (e;) son conjugados. Por tanto,
todos los puntos del hiperplano impropio son conjugados a O. Si O no es punto singular, entonces
el hiperplano polar de O es el hiperplano impropio. Por tanto, O es un centro de C(w).
Reciprocamente, si O es un centro o un punto singular propio y {é1,...,é€,} son direcciones
conjugadas dos a dos, es immediato que {O; €7, ..., €,} es autoconjugada. 0



