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TEMA 1

1. FORMAS BILINEALES

1.1. Formas bilineales. A lo largo de este tema supondremos que los cuerpos en que traba-
jamos tienen caracteristica distinta de dos (més particularmente, se puede leer el texto pensando
que el cuerpo involucrado es el de los ntimeros reales).

Definicion 1.1. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Una aplicaciéon f: V xV — K
se dice que es una forma bilineal, si satisface las siguientes condiciones:

(1) fOT+pd,y) = N(Z, ) + pf (@, 7),
(i) f(ZAG+ p') = M (T, 9) + pf (T, 7),
para todo Z, 7,7, € V y todo A\, u € K.

Esto es, las aplicaciones parciales

fag 1V — K, 2o fijo
37 — f(f(]’y)a

fg:V — K, 9o fijo
z — f(fa gO)

son formas lineales.

El conjunto de las formas bilineales de V', denotado por £2(V, K), tiene estructura de espacio
vectorial sobre K con las operaciones:

(f+9)@ 9 = [f(@7)+9(@7y),
MO = A(Z,9).
Es evidente que f(#,0) =0y que f(0,7) = 0.
Ejemplo 1.2.
- La aplicacién f : R? x R?> — R, dada por
f((@1,22), (y1,92)) = 37192

es una forma bilineal. En efecto, facilmente se puede comprobar que las condiciones de
bilinealidad se satisfacen.



6 Variedades cuadraticas

- Si V es un espacio vectorial sobre K,y a: V — K, §:V — K son dos formas lineales,
entonces la siguiente aplicaciéon f dada por

f:VxV — K
(Z,9) — [(@9) = (Z)B(Y),

es una forma bilineal sobre V.

- Una forma bilineal sobre V se dice que es simétrica, si f(&,y) = f(¥, Z), para todo Z, 7 € V.
El conjunto de las formas bilineales simétricas S*V* es un subespacio vectorial de £2(V, K).

- Una forma bilineal sobre V' se dice que es antisimétrica, si f(Z,y) = —f(y, ), para to-
do #,7 € V. El conjunto de las formas bilineales antisimétricas A?2V* es un subespacio
vectorial de £2(V, K).

El espacio £2(V, K) de la formas bilineales es suma directa del espacio S?V* de formas simé-
tricas y del espacio A2V* de formas antisimétricas. Esto es,

L2(V,K) =S*V* @ A2V,
Para f € £2(V, K), se tiene que f = fs + fa, donde

Fo@3) = 5P + F(7, 7).
Fald ) = (9~ S )

Teniéndose que fs € S2V* y fa € A2V*.

Ejemplo 1.3. Para la forma lineal f((z1,22), (y1,%2)) = 3z1y2 sobre R?, se tiene que
1
Fs((@1,22), (y1,92)) = 5 (32192 + 3y122),

fa((z1,22), (Y1,92)) = %(35613/2 — 3y122).

Matriz asociada a una forma bilineal
Supongamos que dim V = n, y sea {€1,...,€,} una base de V. Si f es una forma bilineal
sobre V| entonces

F@g) = FQCii @i, 3251 yi€5) = D1l Do way; f (€, €).

Si consideramos la matriz A = (a;;), donde a;; = f(€;,€;), obtenemos, por un lado, que la
expression de la forma bilineal f esta dada por

F(&,9) = 31 D00 aijziy;, (1.1)
y, por otro, que matricialmente f se expresa
ail a2 - Glp Y1
o a a ea )
F@ ) = @) | 20 | =Xy

Gpl anp2 -+ Opn Yn
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Por tanto, tenemos definida una aplicacién
2
LAV K) — Muxn(K)
fo— A=(aj),  ay = [f(&¢)),
que es un isomorfismo de espacios vectoriales.

- Una matriz A es simétrica, si para todo término a;; de ella es tal que a;; = aj;. Se tiene
que una matriz A es simétrica si y s6lo si A = A, donde A' denota la traspuesta de A.
También se tiene que una forma bilineal sobre V' es simétrica si y solo si esté asociada a
una matriz simétrica.

- Una matriz A es antisimétrica, si para todo término a;; de ella es tal que a;; = —aj;. Se
tiene que una matriz A es simétrica si y solo si A® = —A. También se tiene que una forma
bilineal sobre V' es antisimétrica siy so6lo si esta asociada a una matriz antisimétrica.

Observacion 1.4. Si V* es el espacio vectorial de V. Se puede demostrar que el producto tensorial
V* ® V* es isomorfo a L2(V, K). Por eso, es frecuente ver el conjunto de las formas bilineales
denotado por ®2V* = V*®@V*. Asi, la forma bilineal dada por la expresion (1.1), se puede poner

_\\n % %
f= Zi,j:l a;je; ® €,
donde {€7,..., €} es la base dual de {€},...,€é,}.
Recordamos la siguiente definicion.

Definicién 1.5. Dados dos espacios vectoriales V' y W sobre el cuerpo K, se llama producto
tensorial de V'y W al par (V ® W, ®) formado por un espacio vectorial V @ W y una aplicacion
bilineal ® : V x W — V & W que satisface:

(i) ®(V x W) genera V@ W.

(ii) (Propiedad de factorizacion universal) Para todo espacio vectorial L y toda aplicacion
bilinegl f:V xW — L, existe una tnica aplicaciéon lineal f VW — L tal que
f=Ffo®.

Se puede demostrar la existencia y unicidad, salvo isomorfismo, de V' ® W y, en general, se
denota ®(¥, W) = t@w. En particular, V*@V* = £2(V, K), donde ®(a, B) : VxV — K se define
por ®(a, B)(Z,7) = a ® B(Z,¥) = a(Z)B(7). Asimismo, por el isomorfismo visto anteriormente,
se puede decir que M, x,(K) = L2(V,K) =V* @ V*.

Las formas bilineales simétricas S2V* es el subespacio vectorial de ®?V* engendrado por los
elementos o ® B+ B ® a, donde «, B € V*. Asimismo, las formas bilineales antisimétricas A2V *
es el subespacio vectorial de ®2V* engendrado por los elementos a® 8 — f® a, donde «, B € V*.

Finalmente, dados dos espacios vectoriales V' y W, el espacio L(V, W) de las aplicaciones
lineales desde V en W se puede identificar con el producto tensorial V* @ W. En efecto, si
{€1,...,ex} v {u1,...,Uy,} son bases de V y W, respectivamente, y nos dan una aplicacién
lineal f: V — W, entonces dicha aplicacion esta determinada por las imagenes

f(€j) = arjis + -+ + amjtim,

para j = 1,...,n. Para un vector ¥ = 2?21 xj€; su imagen f(Z) viene dada por

=Zijaijm=ZZam ZZ% @ )().

7j=11=1 7j=11=1 7j=11=1
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Asi, f se expresa

Cambios de base

Sean f : V xV — K una forma bilineal y {€1,...,¢€,}, {@1,...,U,} bases de V. Supongamos
A y B son las matrices asociadas a la forma bilineal con respecto de las bases dadas. Es decir,
A = (aij) = (f(€,€;)) y B = (bij) = (f(u;,d;)) . Veamos como estan relacionadas las matrices
Ay B.

Para ello, supongamos que la segunda base viene dada en funcién de la primera, esto es, para

j=1,...,n se tiene
n
u]' = E pl-jei.
i=1

Denotemos por P = (p;;) la matriz cuya columna j estd formada por las componentes del
vector u; respecto de la primera base. Entonces sabemos que el cambio de componentes viene
dado por

X = PX'.
Asi, tenemos que
f(&,9) = X'AY = (PX")'A(PY') = X""P'APY’ = X""BY".
Como la igualdad X"*P'APY' = X"*BY" se satisface para todo X', Y’, se tiene que
B = P'AP.

Definicion 1.6. Se dice que dos matrices cuadradas A y B de orden n son congruentes, si existe
una matriz cuadrada regular P de orden n tal que B = P'AP.

Proposicion 1.7. Dos matrices estdn asociadas a una misma forma bilineal si y sélo si son
congruentes.

1.2. Formas cuadraticas.

Definicién 1.8. Dada f : V x V — K una forma bilineal simétrica. Se llama forma cuadrdtica
asociada a la forma bilineal f, a la aplicacién

w:V — K
T — w(@) = f(& 7).
En este caso, la forma bilineal simétrica f se denomina forma polar de w.
Como consecuencia de la definiciéon de forma cuadratica tenemos las siguientes propiedades.

Proposicion 1.9. Si w es una forma cuadrdtica de V' con forma polar f, entonces para todo
T,y €V ytodo A € K se satisfacen:
(i) w\Z) = V2w (D),
(i) w(0) =0,
(i) w(Z+7) = w(@) +w(y) + 2f(Z, 7).
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Demostracion. Se siguen facilmente a partir de las condiciones dadas en las definiciones de forma
cuadratica y de forma bilineal simétrica. O

De la propiedad (iii) de la proposicion anterior se deduce la siguiente formula que permite
calcular la forma polar a partir de la expresion de la forma cuadratica,

F(#9) = 5 @@+ 5) — (@) — (@) (1.2

Por consiguiente, si dos formas bilineales simétricas definen la misma forma cuadratica, en-
tonces son iguales. Por tanto, podemos afirmar que existe una correspondencia biyectiva entre
formas cuadréticas y formas bilineales simétricas de modo que a cada forma cuadratica w se le
hace corresponder su forma polar.

Ejemplo 1.10. Dada una aplicacién w : V. — K| para verificar que w es forma cuadratica, se
determina la correspondiente polar f de w utilizando la ecuacion (1.2). Si f resultése bilineal
y f(Z, %) = w(¥), para todo Z, entonces se podria afirmar que w es forma cuadratica. En caso
contrario, w no seria forma cuadratica.

Sea ¢ : R? — R definida por ¢(x,y) = 22 + v, la correspondiente forma polar seria:

f((z1,v1), (22,92)) = 2172

La aplicacion f es bilineal. Sin embargo, como f((z,%), (z,y)) = 22 # ¢(x,y), ¥ no es forma
cuadréatica.

En cambio, si tomamos w : R? — R definida por w(z,y) = 22, la correspondiente forma polar
es bilineal y dada por ((x1,41), (z2,42)) = z122. Como f((z,y),(z,y)) = 2* = w(z,y), w es
forma cuadratica.

A veces la correspondiente f ni siquiera resulta bilineal. En tal caso, ya se podria afirmar que
la aplicacién w no es forma cuadratica. Por ejemplo, si ¢ : R? — R esta dada por ¢ (z,y) = 2243

Se comprueba sin dificultad que el conjunto Q(V, K) de las formas cuadraticas sobre un espacio
vectorial V' tiene estructura de espacio vectorial sobre K con las operaciones
(Ww+u)@) = w@) +u (@),
M) (@) = Iw(Z).
Definicién 1.11. Sea w : V — K una forma cuadréticay f: V x V — K su forma polar. Se
denomina aplicacion lineal de polaridad de w, a la aplicacién definida en el modo siguiente:

fiv — v
donde f(%) es la forma lineal dada por:

f@):v — K
Fo— J@)@) = f2(0) = (3,0
Se demuestra sin dificultad que la aplicacion f : V. — V™ es una aplicacion lineal.

Si dim V = n, sea {€1,...,€,} una base de V' y {€},...,€:} su base dual. Denotemos por
A = (ai;) la matriz asociada a la aplicacion lineal f con respecto a dichas bases. Es decir, la
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matriz tal que
n
F(&) =" ayer.
i=1

Entonces se tiene que

ai; = f(&)(&) = f(&,¢&)),

por lo que la matrices de la forma polar y de la aplicacién de polaridad coinciden.

Observacion 1.12. Si {€1,...,é,} es una base de V y la forma polar f viene dada por f =
Z?:L =1 a;;€; @ é;f, entonces la aplicaciéon de polaridad g : V' — V* esta dada por

j=1,i=1
donde {€;}7_; y {€;}[_; son las bases fijadas en V' y V*, respectivamente.

Definicién 1.13. Se llama rango de una forma cuadrdtica, al rango de su aplicacién de polaridad,
o lo que es lo mismo, al rango de una matriz asociada a la forma polar.
Una forma cuadratica se dice que es ordinaria, si su rango es igual a la dimensién del espacio
vectorial sobre el que esté definida. Esto es, si su matriz asociada respecto de una base es regular.
Una forma cuadratica se dice que es degenerada, si su rango es menor que la dimension del
espacio vectorial sobre el que estd definida. Esto es, si su matriz asociada respecto de una base
es singular.

Sea w : V — K una forma cuadratica sobre un espacio vectorial V, dim V = n, y sea
{€1,...,€,} una base de V. Para todo & € V, se tiene

n n n
- S t 2
w(¥) = g ziz;f(€,€5) = X'AX = E ai;x; + 2 E AijTiTj.
ij=1 i=1 i<j
Por tanto, una forma cuadratica puede ser expresada por la ecuaciéon homogénea de segundo
grado

n n
o 2
w(®) = E a;;x; + 2 E aijTixj,
i=1 i<j
o bien, en forma matricial

w(f) = X'AX.

1.3. Diagonalizacién de formas cuadraticas.

En esta seccién veremos que para toda forma cuadrética se puede busca una base de modo
que, respecto de la cual, la forma cuadratica se expresa como suma de tnicamente términos
cuadraticos. Un resultado basico para ello es el siguiente.

Proposicion 1.14. Sea w : V — K una forma cuadréatica con forma polar f y sea & € V tal
que w(Z) # 0, entonces el conjunto {Z}/ = {ij € V| f(¥,) = 0} es un subespacio vectorial de V
tal que

V= (1) & {7}/.
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Demostracion. En efecto, se sigue facilmente que {a_c'}f es un subespacio vectorial. En efecto, si
f es la forma polar de w y g la aplicacion de polaridad, entonces g(Z) = fz # 0y {Z} = ker f3.
Ademas, para todo ¥ € V se tiene

(-

teniéndose que

Por consiguiente, V = (%) + {z}/.
Veamos ahora que esta suma es directa. Sea 7 € (Z) N {Z}/, entonces 7 = \T y

0= f(Z,70) = \f(Z,T).
Lo que implica que A = 0, ya que w(&) # 0. Esto es, 7 = 0. O

Lo que afirma la proposicién anterior seré esencial para demostrar que para toda forma cua-
dratica existe una base de modo que la matriz asociada con respecto a tal base es diagonal.

Proposiciéon 1.15. Dada una forma cuadratica w : V — K, dim V = n, siempre existe una
base de V respecto de la cual la matriz asociada es diagonal.

Demostracion. Supongamos que para todo & € V es w(Z) = 0. Entonces, fijando una base
cualquiera, la matriz asociada A es la matriz nula. En este caso, ya habriamos terminado la
demostraciéon puesto que la matriz nula es evidentemente diagonal.

Supongamos entonces que existe Z; € V' tal que w(Z1) # 0.

Segin vimos en la proposiciéon anterior podremos descomponer el espacio vectorial V de la
siguiente manera:

V= (z) e {1}

Sea {#,...,&,} una base de {#1}/. Entonces f(Z1,Z;) = 0 , para i = 2,...,n, y la matriz
asociada respecto de dicha base quedara de la forma
w(@) 0 e 0
0 f(Z,o2) - [f(Z2,7n)

LLamemos A; a la matriz Ay = (f(%;,%;)) , para i,j =2,...n.

Si A; = (0), ya habriamos terminado , puesto que ya habriamos obtenido una base respecto
de la cual la matriz asociada es diagonal.

Si A; # (0), consideramos la restriccion de la forma cuadratica w al subespacio vectorial {#}7.
Es decir, consideramos la forma cuadratica

w1 {fl}f — K

Evidentemente la matriz asociada a wy es la matriz A;. Como A; # (0), existird un vector
72 € {#1} tal que wi(if2) # 0. Entonces podemos descomponer {Z;}/ de la siguiente manera:

{1} = (i) © {3}
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Tomamos ahora la base {73, ..., 7.} de {72}/. De esta forma tenemos la base de V/

{flag27g37 e 7gn}

respecto de la cual, la matriz asociada es

w(@) 0 0 0
0 w(y2) 0
0 0 f(@s3) -+ [ 9n)
0 0 f(@n.53) -+ [(Un,¥n)
Realizando este procedimiento un ntimero finito de veces llegaremos a obtener una matriz
diagonal. OJ

El resultado anterior es equivalente a la siguiente proposicion relativa a matrices.

Proposicion 1.16. Dada una matriz simétrica A € My, xn(K), existe alguna matriz regular
P € GL(n; K) tal que PT AP es diagonal. Es decir, para toda matriz simétrica se puede encontrar
una matriz diagonal congruente con ella.

Método de Gauss de descomposicién en cuadrados
Consideremos la forma cuadratica w : V. — K y {€1,é,...,€,} una base de V tal que la
expresion de la forma cuadratica respecto de esa base sea

n n
= 2
w(T) = E a;; Ty + 2 E AT
i—1 i<j

En primer lugar supongamos que a1 # 0. Si no fuera asi, pero existiera algtun a;; # 0, entonces

considerariamos como nueva base {€é;,...,€1,...,&,}, esto es, hariamos el cambio de coordenadas
siguiente:
/
‘Ti 561,
/
Ty = Iy,
/ . . .
r; = mj,jFL]Fd

En el nuevo sistema de coordenadas sera aj; # 0.

Si ocurriera el caso de que todos los a; fueran iguales a cero, pero existiera un a;; # 0,
hariamos el siguiente cambio:

- / /
rj = X+,
/ .
x = 1wy, k# 7.
Esto es, considerariamos la base {€1,...,€; +€j,...,€j,...,€n}.

De esta forma el término 2a;;x;x; quedaria,
1o AN (2 S
2a;52;(w; + x7) = 2a5(2})” + 2057377,

/

con lo cual ya habrfamos conseguido un término en ()% con coeficiente no nulo. Es decir, con

al; # 0, y harfamos el cambio que indicamos al principio.
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Por lo tanto, podemos suponer que aj; # 0. En este caso pondremos:

= 2
w(@) = anxi+2apr122+ -+ 201,212, + (T2, ..., Tp)
2a 2a
2 12 1n
= aj [:U1+—x1:u2+--'+ 1Ty +Oé(£L’2,...,£L’n)
ail ai
ai2 aj ai2 al 2
2 n n
ail ail a1 ai

2

ai2 Aln

— (—x2+---+—xn + a2, ..., 20
ail ail

Aln

2 2
a a a

11 a1 ai a1

2

a2 A1n

= aj (xl + —x9+ -+ —ZL’n> —l—ﬁ(xg,...,xn).
ail ail

Haciendo el cambio de coordenadas

a2 Q1n
/
Ty = T3+ —Tat -+ Ty,
an ai
/
Lo = X2,
/ —_
Ly = Tn,

se obtiene la ecuacién siguiente con respecto al nuevo sistema de coordenadas

w(Z) = ay1 (z)* + B(ah, ..., 2)).
Realizando este proceso con (x5, ..., z)), llegarfamos a
w(@) = ar1(x])? + bao(5)* + y(2h, ..., 20).

13

Es evidente que después de un ntamero finito de pasos llegariamos a la expresion de w(¥) como

suma de cuadrados.

Si deseamos obtener la base respecto de la cual w tiene esta expresion, si C es la matriz tal

que
X' =0X,

despejando de esta expresion obtenemos, X = C~'X’, es decir, la matriz de cambio de coorde-
nadas P = (p;;), tal que X = PX’ es la matriz C~1. Por tanto la nueva base vendra relacionada

con la primera de la forma,

n
Uj: E pl-jei.
=1

Es decir, el vector @; de la nueva base es aquel cuyas coordenadas vienen dadas por la columna

74" de la matriz C~1.

Ejercicios:
Diagonalizar las siguientes formas cuadréticas:

1. wi(%) = 2% + ba} + 623 + dwory — 62172 — 270T0.
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Diagonalizacién mediante operaciones elementales

Definicion 1.17. Una operacion elemental en una matriz consiste en lo siguiente:

(i) Permutar dos filas o columnas entre si.
(ii) A una fila o columna sumarle una combinacion lineal de las demas.
(iii) Multiplicar una fila o columna por un escalar no nulo.

Dada la matriz A € M,,«,,, llamaremos,
E¢(A) = matriz que resulta de hacer la operacion elemental E a las filas de la matriz A.
E.(A) = matriz que resulta de hacer la operacion elemental E a las columnas de la matriz A.

Si I denota la matriz identidad, se tiene que:
Ef(A) = Ef(I)A, E.(A) = AE(I).

Por ejemplo. Si intercambiamos las filas 7 y j en las matriz A, resulta una matriz que es igual al
producto:

10 ... .0 ... 00
01 ... 0 .0 ... 00

ail a2 Ain—1 Ain
00 ... 0@ . 16) 0 0 @ G2 e G2l G2n
00 109 007) 00 ’

an—11 Gp—-12 ... QAn—1n—1 0Aan—1n

00 0 0 1 0 anl an2 oo App—1 Ann
00 ... 0 .0 .. 01

donde el superindice entre paréntesis indica la posicion del término en la matriz (para los demés
casos, comprobarlo como ejercicio).

Denotaremos por F(A) la matriz que resulta de hacer la operacion elemental F, primero a las
filas y después a las columnas de la matriz A. Entonces se verifica,

E(A) = B(Ef(A)) = EEf(I)A) = B;(I)AE.(I).

Ademas, se comprueba sin dificultad que E.(I) = (E¢(I))T.
Por tanto, la matriz E(A) es congruente con la matriz A, es decir son matrices asociadas a
una misma forma cuadrética respecto de distintas bases.

En conclusién, si mediante operaciones elementales efectuadas en las filas y luego en las co-
lumnas de una matriz A, llegamos a una matriz diagonal, esa matriz lo sera respecto de la misma
forma cuadratica, respecto de otra base.

Si queremos encontrar la base, respecto de la cual, la matriz asociada es E(A), como E(A) =
E;(I)AE.(I) = PTAP, la matriz del cambio de base serd P = (p;;) = E.(I), es decir la nueva
base tendra como vector u; aquel cuyas coordenadas correspondan con la columna ”j” de la
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matriz E.(I), es decir
n
u]' = E pl-jei.
i=1

Ejercicio:
Dada la forma cuadréatica,
w:R* — R
(z,y,2,t) — w(z,y,2,t) =22> 4+ 8y* + 22> +t* + 8xy + 62 + 4ot + Syz — 2yt + 62t,

diagonalizarla mediante operaciones elementales y dar una base respecto de la cual w admita
una expresion diagonal.

1.4. Formas cuadraticas reales. Teorema de Sylvester. Una forma cuadraticaw : V —
K, se dice que es real, si el cuerpo K es el de los ntiimeros reales, esto es, K = R.

Seaw : V — R y dimV = n. Como ya sabemos, el rango de w es el rango de su aplicacion
de polaridad y coincide con el rango de la matriz asociada a w respecto de cualquier base.

Si {€1,€4,...,e,} es una base tal que la matriz asociada es diagonal,
di 0 oo eee e o0
0 dy -+ oo eeeoeee 0
0 0 - dp - - 0 ’
o o0 --- 0 0 - 0

entonces r = rango(w), podemos ordenar los d; de tal manera que primero estan los positivos y
luego los negativos.

Definiciéon 1.18. Se llama signatura de w, al par (p,q), donde p es el nimero de elementos
positivos que hay en la diagonal principal de una cualquiera de las matrices diagonales asociadas
a la forma cuadratica y ¢ el el ntmero de elementos negativos.

Para que esta definicién tenga sentido, tendremos que probar la siguiente proposicion:

Teorema 1.19 (de Sylvester o Ley de inercia). El nimero de elementos positivos que hay en la
diagonal principal de una cualquiera de las matrices diagonales asociadas a una forma cuadratica
real, es el mismo; tal nimero no depende, pues, de la diagonalizacién que se considere de w, sino
que es un numero intrinsecamente ligado a la forma cuadratica.

Observacion 1.20. Obsérvese que como consecuencia, también el nimero de elementos negativos
ha de coincidir, puesto que p + ¢ = r = rango(w).

Demostracion. Supongamos que existen dos bases {u1, U, ..., Uy}, {U1,V2,...,U,}, tales que
i) Respecto de la primera base es:

- 2.2 2.2 2 2
w(T) = ajx] + -+ ayT, —a, Ty — - —a

2,.2
PP r -
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ii) Respecto de la segunda base es:
W(E) = byt + -+ Uy — by — - — DIy
Supongamos que es p > p’. Consideremos los siguientes subespacios vectoriales de V/,
Uy = (Ui,...,u),

U2 = <Up’+17 <oy Upy Upt 1y e ooy Upy s Upge1,y - - aUTL>'

Sabemos que, dim(U; NUsy) = dimUy + dimUs — dim(Uy 4+ Uz), y puesto que dim Uy = p y
dim Uy = n — p/, se obtiene,
dim(Uy NU3) =p+n —p —dim(Uy + Us) = (p—p') + (n — dim(U; + Uz) > p—p' > 0.
Por tanto existe un vector  # 0 tal que Z € U; N Us. Ahora bién,
TeU) = 2=zt + - + 2plp,

por tanto,
w(Z) = adx? +--- +a12,x12, > 0.
Notese que algin sumando tiene que ser no nulo. Pero por otra parte,
TeUy =T =yyp1Upys1+ - +Yplp + Ypr1Upt1 + -+ Yrlr + Yrg1Ups1 + -+ + Ynln,
y por tanto,
= 2 2 2 2
LU(JU) = _bp’+1yp’+1 - bry'r < 0.
Por tanto, hemos llegado a la cotradiccion: w(Z) > 0y w(Z) < 0. O

Observacion 1.21. Notese que w(F) es mayor estrictamente que cero (en la primera expre-
sién) puesto que si fuera cero se deduciria que todas las coordenadas de 7 respecto de la base
{d1,...,@,} serfan cero, con lo cual llegarfamos a que & = 0. Sin embargo, w(F) puede ser cero
(en la segunda expresion), sin necesidad de que el vector sea nulo, puesto que las componentes
que aparecen en la expresiéon de w no son todas las coordenadas del vector, pudiendo ser esas
coordenadas nulas.

Expresion candénica de una forma cuadratica
Sea w : V — R una forma cuadratica sobre el espacio vectorial real V' con dim V = n; sean

rango(w) = r y sig(w) = (p,q). Por tanto existe una base de V, {€}, é3,...,€,}, con respecto a
la cual la matriz asociada a w es diagonal,

a% 0 - .- N

0 a% cee o 0

0o 0 - a ; 0

ce—aly e e 0]
0 0 —a? 0
0 0 0 0 0 0
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Si tomamos la base,

€1 €
~ ~ T o = - =
€] = — e s € = — €11 = Eryly..., €y = €n,
al Ay
entonces N
. w(é; a:
w(e;) = (21) =+ ==l
a; a;

~
~

Por tanto, respecto de esta nueva base, la expresion de w quedara,

-2 2 2 2
W(x) —l'1+"'+xp—l'p+1—"'—l',r,
parai=1,...,r, y esta expresion recibe el nombre de expresion candnica de w.

Definiciéon 1.22. Una forma cuadratica real w se dice que es definida, si w(Z) = 0 implica que
Z=0.

Proposicion 1.23. Si w : V — R es una forma cuadrética real definida, entonces w(Z) tiene
signo constante para todo € V — {0}.

Demostracion. Supongamos que la proposicion fuese falsa, que existiesen dos vectores & e i de
V', no nulos, tales que w(Z) > 0y w(y) < 0. En esta hipdtesis, se pretende probar que w se
anularia en un vector no nulo; a este fin, considérese el vector AZ + ¢/, donde A es un namero real
cualquiera. Se tiene que wW(AT + ) = AN2w(F) + 2\ f (T, 7) + w(¥), donde f es la forma polar de w.
Para que w(AZ 4 ) fuese cero es necesario y suficiente que A sea una raiz de la ecuacion

Nw(Z) + 20N f(Z,7) + w(¥) = 0,

cuyo discriminante, 4 f (%, 7)? — 4w (F)w(7) es positivo, ya que w(Z).w(7) < 0. Por tanto, existen
dos raices distintas Ay y Ay tales que wMZ+y)=0y w()\gx + ) = 0. Como w es definida, se
sigue que M Z+7 = 0 y A7 +y = 0. Por tanto, (A — X)X = 0. De ahi que Z = 0, contradiccion.
Pues, w(&) > 0 implica & # 0. O

Definicion 1.24. Dada una forma cuadratica w : V' — R, se tienen las siguientes definiciones:

(i) Se dice que w es una forma cuadratica definida positiva, si w(Z) > 0, para todo & € V — {O}
(ii) Se dice que w es una forma cuadratica definida negativa, siw(¥) < 0, para todo & € V—{0}.
(iii) Se dice que w es una forma cuadratica semidefinida positiva, si w(Z) > 0, para todo & € V
v no es definida.
(iv) Se dice que w es una forma cuadratica semidefinida negativa, si w(Z) < 0, para todo ¥ € V
vy no es definida.
(vi) Se dice que w es una forma cuadratica positiva, si w(Z) > 0, para todo & € V.
(vii) Se dice que w es una forma cuadratica negativa, si w(¥) < 0, para todo Z € V.

Proposicién 1.25. Seaw : V — R, con dim V = n.
(i) w es definida positiva si y sélo si sig(w) = (n,0).

(ii) w es definida negativa si y sélo si sig(w) = (0,n).

(i) w es semidefinida positiva si y sélo si sig(w) = (r,0), con r < n.
(iv) w es semidefinida negativa si y sélo si sig(w) = (0,7), con r < n.
(V) w es positiva si y solo si sig(w) = (r,0), con r < n.

(vi) w es negativa si y solo si sig(w) = (0,7), con r < n.
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Demostracion.

i) 7 = 7. Supongamos que sig(w) = (p, q), con ¢ # 0, entonces seria w(ép+,) = —1. Contra-
diccion, puesto que es definida positiva. Por tanto debe de ser sig(w) = (p,0). Si p < n,
entonces seria w(e,) = 0, lo cual es también absurdo por ser definida. Asi, tendra que ser
sig(w) = (n,0).

? < 7. sig(w) = (n,0) implica que w(¥) = 2% + -+ + 22 > 0, para todo vector & no
nulo. Por tanto, la forma cuadratica es definida positiva.

ii) Se demuestra de modo anélogo al anterior.

iii) 7 = 7. Supongamos que sig(w) = (p,q), con ¢ # 0, entonces serfa w(€p44) = —1. Con-
tradiccion, puesto que es semidefinida positiva. Por tanto debe de ser sig(w) = (p,0).
Si p = n, entonces serfa definida positiva. Luego para que w sea semidefinida positiva
necesariamente p < n.

7 <7 sig(w) = (p,0), p < n implica que w(Z) = & +- -+ 27 > 0. Ademas, w(€,) = 0.

Por tanto, la forma cuadratica es semidefinida positiva.

iv) Se demuestra de forma analoga al anterior.

v) Es consecuencia de los anteriores.

vi) Es consecuencia de los anteriores.

O

Formas cuadraticas sobre espacios vectoriales euclideos. Diagonalizacién ortogonal
de una forma cuadratica

Sea w : V — R una forma cuadratica y V un espacio vectorial euclideo. Es decir, hay un
producto escalar definido sobre V.

Sean {€1,...,e,} y {U1,...,u,} dos bases ortonormales. Entonces sabemos que la matriz de
cambio de base es una matriz ortogonal. Esto es, una matriz P tal que P~ = PT.

Luego, si es

w@) =XTAX = XTAX' = A =PTAP=P AP,

y entonces las matrices A y A’, ademéas de ser congruentes, son semejantes.

Recordemos que:

Toda matriz real y simétrica es ortogonalmente diagonalizable. Esto es, existe una matriz
ortogonal P tal que P"'AP es una matriz diagonal y, ademas, los elementos de la diagonal
principal son los autovalores de A, contados tantas veces como indique su multiplicidad.

Ejercicios:

1. Sea w una forma cuadratica sobre R? equipado con el producto escalar usual y, respecto
de la base ortonormal, {(1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)}, w esta dada por

w(ﬂfl,ﬂfg, 333) = I% + I% + 333% + 2\/§I‘2$3.
Diagonalizar ortogonalmente w.
2. Dado V un espacio vectorial euclideo de dimensién 3 y, para a € R, considérese la familias
de formas cuadraticas sobre R? dadas por
wa (1,2, 73) = 23 + (1 — a)23 + (1 + a)23 + 2aw1 79 — 202123,

respecto de la base ortonormal {7, @, i3 }. Consideremos w : V. — R, la forma cuadratica
que respecto de la base canoénica tiene asociada la matriz A.
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(a) Diagonalicese ortogonalmente la forma cuadratica wg,.
(b) Obténgase los valores de « para los que w, es definida y semidefinida.

19



20

Variedades cuadraticas

Autor: Francisco Martin Cabrera, Departamento Matematica Fundamental, Universidad de
La Laguna, Islas Canarias, Espana

Universidad
de La Laguna

ULL
O P E NESURSEWASS

http://creativecommons.org/licenses /by-nc-sa/2.5/es/

1.5.

1.

Ejercicios.

Determinar cuales de las siguientes aplicaciones son formas lineales sobre R3. Escribimos
@ = (z1,79,23) € R3. En caso afirmativo, hallar el ntcleo y conjunto imagen correpon-
diente.

(i) f(@) = 221 — 3w2; (i) f(@) = 21 + 22 +a3;  (iii) f(@) = 321 + 22 + 23;

(iv) f(4) = —z1 + 22+ 225+ 1 (v) f(@) =5;  (vi) f(d) =0.

Para las formas lineales obtenidas en el ejercicio anterior, determinar sus componentes
respecto de la base dual de {€; = (1,0,0),é = (0,1,0),é5 = (0,0,1)}.

Para las formas lineales consideradas en los dos ejercicios anteriores, determinar sus com-
ponentes respecto de la base dual de {u; = (1,0,0), 42 = (1,1,0), 43 = (1,1,1)}.
Determinar cuales de las siguientes aplicaciones son formas bilineales sobre R?. Escribimos
i = (x1,22),0 = (y1,12) € R

(i) f(u, V) = 221y2 — 3zwoyr; (i) f(4,0) =21 +yz;  (iil) f(d,V) = 3w2y2;

(iv) f(U,7) = 1@ + 31105 (v) f(@,0) =15 (vi) f(d,v) =0.

Fijando la base {¢] = (1,0),é» = (0,1) en R?. Para las formas bilineales obtenidas en
el ejercicio anterior, hallar las correspondientes expresiones matriciales respecto de dicha
base. Asimismo, hallar las correspondientes partes simétrica y antisimétrica de cada forma
bilineal.

Fijando ahora la base {@i; = (1,—1),d = (1,1) en R% Para las mismas formas bilinea-
les consideradas en los dos ejercicios anteriores, hallar las correspondientes expresiones
matriciales de las formas bilineales respecto de la nueva base.

Sea f la forma bilineal sobre R? definida por f((z1,72), (y1,%2)) = 3x1y1 — 2212 +4T2y1 —
T2Yy2.

(i) Hallar la matriz A de f en la base {u; = (1, 1), 4 = (1,2)}.
(ii) Hallar la matriz B de f en la base {t} = (1,—1),7, =

(iii) Hallar la matriz P tal que P!AP = B.

(iv) Hallar la parte simétrica de f.

(v) Hallar la parte antisimétrica de f.

Dada la forma bilineal f sobre R? definida por

[, 0) = 2z1y1 — x3y3 + 221Y2 + 222y1 + T2y3 + 23Y2,

para todo i, v € R3, donde @ = (w1, 2,23) y ¥ = (y1,%2,93), se pide:
a) Demostrar que f es simétrica.
b) Dar la forma cuadratica w que se define f.
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¢) Dar la aplicacion lineal de polaridad f de w. En particular, si 5 = (0,1,1), calcular
) A
d) Obtener el nicleo y el conjunto imagen de f.
e) Si se considera el vector ' = (1,0,0), hallar el conjunto {p}/ que consiste en todos los
vectores U tales f(p, @) = 0.
Dada la aplicacién w : R3 — R, definida mediante:

w(z,y, z) = 22 + 2y — 2zy + 2z,
Se pide:
a) Demostrar que w es una forma cuadratica.
b) En caso afirmativo, hallar la aplicacion lineal f de polaridad de w. Asimismo, calcular
la imagen de vector (1,—1,0) mediante dicha aplicacion f.
Dada la forma cuadratica w : R* — R, definida mediante:

w(@,y, z,t) = 2% + 2y* + % — 2zy + 2at + 2yz + azt,

hallese o € R para que w sea degenerada. Asimismo, héllese la forma polar y la aplicacion
lineal de polaridad de w.

Dada la forma cuadratica w : R3 — R:
1 2 0 x
w(m,y,z):[:v Yy z] -1 1 2 y |,
2 1 3 z

hallese su forma polar, su aplicacién lineal de polaridad y diagonalicese.
Exprésar la forma cuadréatica w: R* — R :

w(z,y,z,t) = 22°+1% — 2wy + 2x2 + 4ot + 2yz — dyt,

como suma de cuadrados.
Dada la forma cuadrética w : R3 — R, definida por

wz,y,z) = 2%+ ay®+ a2’ + 2z,

hallese a € R para que w sea semidefinida, indicando si lo es positiva o negativamente.
Dada la forma cuadrética w : R3 — R, definida por

w(z,y,2) = ax®+ay® — (a —1)2> + 2y,

con a € R fijo, hallense el rango y la signatura de w para los distintos valores de a.

. Estudiese si son definidas o semidefinidas las formas cuadraticas de R3 en R:

wi(z,y, 2) = 2% — 2% — 2zy + 2z, wo(x,y,z) = 222 + y* + 52° — 2wy + 622 — 22,

wy(x,y, 2) = —a% — 2y — 2% + 22y + 2y2.

. Obténgase la forma canoénica correspondiente a la forma cuadratica

w(xy, o, x3) = —71’% + 2x§ + :U§ — 10z1292 — 102123 — 8T273.

. Sea V' un espacio vectorial real de dimension 3 y € = {€], €2, €3} una base de V. Dada la

familia de formas cuadraticas w, : V' — R definidas por
Wo (T) = 227 + (o + 2)23 + (20 — 1)22 + dayzo + 2(2 — @) wox3 + 42123,

para todo ¥ = x1€1 + x2€5 + x3€3 € V. Se pide:
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(a) Dar las expresiones matriciales respecto de la base & de w, y su forma polar f,
correspondiente.

(b) Hallar la imagen del vector & — €3 mediante la aplicacion lineal fa de polaridad de
We-

(c) Utilizando el método de los cuadrados de Gauss, diagonalizar wg,.

(d) Dar la base de modo respecto de la cual w,, esta asociada a la matriz diagonal obtenida
en el apartado (c).

e) Dar el rango y la signatura de w,, para los distintos valores de a.

(e)

(f) Dar la expresion candnica de wy y la base correspondiente a dicha expresion.

) Obtener el ntcleo de la aplicacion lineal fo de polaridad de wy.

) Si se tiene el vector § = 3€; — 2€3, hallar la componente del vector 2 = €1 + & + €3 en
(M ={Z e V| f1(7,%) = 0}, donde f; es la forma polar de wy.

(g
(b
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TEMA 1II

2. VARIEDADES CUADRATICAS. ESTUDIO PROYECTIVO

2.1. Variedades cuadraticas reales.

Definicién 2.1. Sea V un espacio vectorial real de dimensiéon mayor que 1 y sea el espacio vecto-
rial Q(V,R) de las formas cuadraticas sobre V. Se denomina variedad cuadrdtica o hipercuddrica
en el espacio proyectivo P(V'), a todo punto (w) del espacio proyectivo P(Q(V,R)). Los ceros de
la variedad cuadratica (w) es el subconjunto de P(V') dado por

C(w) = {(Z) € P(V)/w(Z) = 0}.

Si dim P(V) = 2, la variedad cuadratica (w) se llama conica.
Si dim P(V') = 3, la variedad cuadratica (w) se llama cuddrica.

Observacion 2.2. En la definicion anterior, hemos establecido que es diferente hablar de una
variedad cuadratica (w) que considerar sus ceros C(w). Sin embargo, en lo sucesivo, por razon
de simplicidad cometeremos un abuso de lenguaje diciendo C(w) para referirnos a la variedad
cuadréatica.

Al considerar variedades cuadréticas, las proyectividades descritas en la siguiente definicion
juegan un papel importante.

Definicion 2.3. La polaridad de la variedad cuadratica C(w) es la proyectividad f : P(V) —
P(ker f) — P(V*) que se deduce de la aplicacion lineal de polaridad f:V = V*dela forma
cuadratica no nula w. Para un punto Y € P(V) — P(ker f), se dice que f(Y) es el hiperplano
polar de Y y que Y es un polo de ]?(Y)

Ejemplo 2.4. En el plano proyectivo real P(R3) y respecto de una referencia proyectiva R =
{Uy, U1, Us; U}, consideramos la conica

C(w) = 23 — 2z125 = 0.

La matriz asociada a la forma cuadratica es
1 0 0
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La aplicacion lineal de polaridad, f : R? — R3* fijadas una base normalizada {€y, 1, €} de la

referencia R y su dual {€f, €], €5}, esta matricialmente dada por
ap 1 0 O xo
ap |=(0 0 -1 x
a9 0 —1 0 xT9

Noétese que ker f = {6}, por lo que la polaridad ftiene todo P(R3) como conjunto de partida.
Asi, g : P(R3) — P(R3*) y, fijadas la referencia R y su dual R*, f estd matricialmente dada por

a 1 0 0 i)
P al = 0 0 -1 X1
as 0 -1 0 T2

Esto quiere decir que al punto P de coordenadas homogéneas (pg, p1,p2) le corresponde su recta
polar f(P) de coordenadas homogéneas (ag,a1,a2) = (po, —p2, —p1), calculadas a través de la
ecuacion matricial. Esto es, f(P) = apxo + a121 + agzy = 0.

Definicion 2.5. Sea f : P(V) — P(ker f) — P(V*) una polaridad definida a partir de la forma
cuadrética w con forma polar f. Dos puntos () = X e () = Y de P(V) se dice que son

conjugados, si f(Z,y) = 0. Un punto () = X € P(V) se dice que es singular, si es conjugado a
todos los puntos de P(V), esto es, si & € ker f. El conjunto de los puntos singulares es P(ker f).

Si f es la forma polar de una forma cuadrética no nula w, entonces para () =Y € P(V) —
P(ker f) se tiene
FY) ={@ e P(V)|0=f(§)@) = /(5.5 } = PU7),

donde {7}/ = {# € V| f(Z,7) = 0}. Esto es, el hiperplano polar f(Y) de Y esta formado por
los puntos X que son conjugados a Y.
Fijamos una referencia R = {Uy, ..., Uy; U} en P(V) y lareferencia dual R* = {Ug, ..., U}; Ux}

en P(V*) y tomamos bases normalizadas de dichas referencias {€p, ..., €, } y sudual {¢j, ..., &,}.
Para una variedad cuadratica C(w) se tiene una matriz. asociada A. Pues bien, para X €
P(V)—P(ker f) con coordenadas homogéneas (o, ..., xy), si se tiene que f(X) tiene coordenadas
homogéneas (ug, ..., u,), entonces

(7 ano aopl o Aon To

. | awp a1 - Gip
P : =
Un Ano A2 - Gpp Tn

Esta es la ecuacion matricial de la polaridad. Para hallar los puntos singulares, hay que determinar

los puntos @ de cooordenadas homogéneas (qo, ..., q,) tales que
0 apo Aol -+ Aon %
S| @0 e - amm
0 apo An2 -+ dnn n
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Observacion 2.6. La variedad cuadratica C(w) esta constituida por todos aquellos puntos X
que son conjugados consigo mismos, esto es, son autoconjugados. También se puede decir que
la variedad cuadrética C(w) esta formada por los puntos singulares y por aquellos puntos no
singulares que pertenecen a su hiperplano polar.

Lema 2.7. Hay puntos singulares, i.e., P(ker f) # ¢, si y s6lo si w es degenerada.

Notese que si dim P(V) = n y rango de w es 7, entonces dim(ker f) +r = n+ 1. Por lo que
dim P(ker f) =n —r.

Ejemplo 2.8. En el espacio proyectivo real P(R*) y respecto de una referencia proyectiva R =
{Uy, U1, Us,Us; U}, consideramos la cuadrica

C(w) = a3 + 4woxy — 2x109 = 0.

La matriz asociada a la forma cuadratica es

12 0 0
2 0 -1 0
0 -1 0 0
0 0 0 0

El rango de w es 3. Por tanto, w es degenerada. La aplicacion lineal de polaridad, f . R* — R,
fijadas una base normalizada {ép, €1, €, €3} de la referencia R y su dual {€f, €], €5, €3}, esta
matricialmente dada por

ao 1 2 0 0 o
al o 2 0 -1 0 X1
ag o 0 -1 0 0 i)
as 0 0 0 0 I3

Notese que ker f = {# € R*|zg = 1 = 25 = 0} = {A\& |\ € R}. Luego el conjunto de puntos
singulares est4 dado por
Plker f) = {Q},
donde (0,0,0,1) son unas coordendas homogéneas de del punto singular Q.
El conjunto de partida de la polaridad f es P(R*) — {Q}. Asi, fo P(RY) — {Q} — P(R*™) y,
fijadas la referencia R y su dual R*, g est4 matricialmente dada por

ao 1 2 0 O Zo
aj . 2 0 -1 0 I
Plaa [Tl 0 =1 0 o0 @
as 0 0 0 0 I3

En particular, si un punto P tiene coordenadas homogéneas (1,—1,2, 1), le corresponde su plano
polar f(P) de coordenadas homogéneas (ag,a1,a2,a3) = (—1,0,1,0), calculadas a través de la
ecuacion matricial. Esto es, f(P) = —xg + x2 = 0.

Dados un espacio vectorial V' y W un subespacio vectorial de V', recordamos que el anulador
We de W es el conjunto de formas lineales « tales que a(w) = 0, para todo @ € W. W° es un
subespacio vectorial del espacio vectorial dual V*. Si dim V es finita, dim W +dim W° = dim V.
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Asimismo, se prueba que P(WW°?), subespacio proyectivo de P(V*), esta constituido por el conjunto
de hiperplanos que contienen a P(W).

Lema 2.9. Para P(V) con dimension finita, el conjunto imagen de la polaridad f es igual al
conjunto de hiperplanos que contienen los puntos singulares P(ker f). Esto es, Im f = P((ker f)°).

Demostracion. El hiperplano polar U de un punto no singular P estd formado por los puntos

que son conjugados a P. En particular, los puntos singulares son conjugados P, luego P(ker f ) C

U = §(P). Por tanto, f(P) = U € P((ker f)°). En conclusion, Im f = P(Im f) C P((ker f)°).
Veamos que las respectivas dimensiones son coincidentes. Por un lado,

dim(Im f) = rango(w) — 1.
Por otro, dim(ker f) + dim(ker f)° = n + 1, lo que implica
dim(P((ker £)°) = dim(ker f)° — 1 = n + 1 — dim(ker f) — 1 = rango(w) — 1.
Por tanto, Im f = P((ker f)°). O

Ejemplo 2.10. En el caso del ejemplo 2.8, el conjunto imagen de la polaridad ]?es el conjunto de
planos que contienen al punto @ de coordenadas homogéneas (0,0,0, 1).

Imf: {m|mesun plano y Q € 7}.

En este caso, Im]? es el haz de planos que contienen a @) y es un subespacio proyectivo de
dimension 2 del espacio dual P(R**).

2.2. C(Clasificacién proyectiva de las variedades cuadraticas.
Desde el punto de vista proyectivo, las variedades cuadréticas se clasifican en la siguiente
forma:

- C(w) es ordinaria, si w es ordinaria. A su vez, teniendo en cuenta la signatura (p, q) de w,
una C(w) ordinaria puede ser
a) Real,sip#0yq#0.
b) Totalmente imaginaria, sip =006 ¢ = 0.
- C(w) es degenerada, si w es degenerada. Teniendo en cuenta la signatura (p,q) de w, una
variedad cuadratica C(w) degenerada puede ser
(a) Imaginaria,sip+q=r>1yp=006¢=0.
(b) Real, sip# 0y q#0.
(c) Producto de dos hiperplanos imaginarios, si w tiene rango 2 y signatura (2,0) 6 (0, 2).
(d) Producto de dos hiperplanos reales, si w tiene rango 2 y signatura es (1,1).
(e) Hiperplano doble, si el rango de w es 1.

Ejemplo 2.11. Se puede comprobar que la cénica del ejemplo 2.4 tiene rango 3 y con signatura
(2,1). Por tanto, C(w) = 22 — 22122 = 0 es una conica ordinaria real.

FEjemplo 2.12. La cuadrica del ejemplo 2.8 tiene rango 3 y con signatura (1, 2). Por tanto, C(w) =
x% + 4xgxy — 22129 = 0 es una cuédrica degenerada real de rango 3.

Ejemplo 2.13. La cuddrica C(w) = 23 + 3 = 0 es una cuadrica degenerada imaginaria de rango
2. Mas concretamente, es el producto de dos planos imaginarios.
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2.3. Apéndice: clasificaciones proyectivas de las conicas y de las cuadricas.

Clasificacion proyectiva de las conicas. Dada una coénica C(w) en el plano proyectivo definida
por la forma cuadratica w y sea A su matriz asociada respecto de una cierta referencia proyectiva.
Desde el punto de vista proyectivo, se tienen las siguientes alternativas:

i) Si rango A = 3, la conica es ordinaria y no tiene puntos singulares. Por tanto, hay dos
posibilidades:
a) La signatura de la forma cuadrética sea sigw = (3,0) 6 (0,3). Una ecuaciéon canoénica
de la coénica es
x% +2? + 2 =0.
En este caso se dice que la conica es totalmente imaginaria.
b) La signatura de la forma cuadratica sea sigw = (2,1) 6 (1,2). Una ecuacién candnica
de la conica es
2+t —a3=0.
En este caso se dice que la conica es ordinaria real.
ii) Sirango A = 2, la conica es degenerada y tiene un solo punto singular. Hay dos alternativas:
a) La signatura de la forma cuadratica sea sigw = (2,0) 6 (0,2). Una ecuacién canoénica
de la conica es
x% + l’% =0.
En este caso se dice que la conica es dos rectas imaginarias. El punto singular es el
lnico punto real de la conica.
b) La signatura de la forma cuadratica sea sigw = (1,1). Una ecuacién canodnica de la
cOnica es
xi — a3 = 0.
En este caso se dice que la conica es dos rectas reales. El punto singular es el punto
de corte de las dos rectas.
iii) Si rango A = 1, la cénica tiene una recta de puntos singulares. En este caso una ecuacion
canodnica de la conica es una expresion del tipo

x% =0.
Lo que representa una recta doble.

Clasificacion proyectiva de las cuadricas. Dada una cuéadrica C(w) en el espacio proyectivo
tridimensional definida por la forma cuadratica w y sea A su matriz asociada respecto de una
cierta referencia proyectiva. Desde el punto de vista proyectivo, se tienen las siguientes alterna-
tivas:

I) Sidet (A) # 0, la cuadrica es ordinaria y no tiene puntos singulares. A su vez, teniendo
en cuenta la signatura, la cuddricas ordinarias se clasifican en el modo siguiente:
i) Cuddrica totalmente imaginaria. En este caso, la signatura de la forma cuadratica es
sig w = (4,0) 6 (0,4) y la cuadrica admite la ecuacién candnica
2.2, .2, 2
.CUO +x1 +5U2+£L'3 =0.
i) Cuddrica ordinaria real no reglada. En este caso, la signatura de la forma cuadrética
es sigw = (3,1) 6 (1,3) y la cuadrica admite la ecuacién canonica

2 2 2 2
x0+x1+$2—x3:0.
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Se puede probar que una cuédrica de este tipo no puede contener rectas.
iii) Cuddrica ordinaria real reglada. En este caso, la signatura de la forma cuadréatica es
sig w = (2,2) y la cuadrica admite la ecuaciéon candnica

w2 4at—ai—25=0.
Veremos mas adelante que una cuéadrica de este tipo esta formada por rectas.
IT) Si det (A) =0, la cuadrica es degenerada. Dependiendo del rango, las cuadricas degenera-
das se clasifican en el modo siguiente:
i) Si rango (A) = 3, la cuadrica admite un tnico puntos singular. En este caso hay dos
posibilidades:
a) Cuddrica imaginaria de rango 3, cuando la signatura sig w = (3,0) 6 (0,3) y
admite la ecuaciéon canénica 22 + 2% + 23 = 0.
b) Cuddrica real de rango 3, cuando la signatura sig w = (2,1) 6 (1,2) y admite la
ecuacion candnica x3 + 27 — a3 = 0.
ii) Sirango (A) = 2, la cuadrica admite una recta de puntos singulares. En este caso hay
dos posibilidades:
a) Dos planos imaginarios, cuando la signatura sig w = (2,0) 6 (0,2) y admite la
ecuacién canénica 22 + 23 = 0.
b) Dos planos reales, cuando la signatura sig w = (1, 1) y admite la ecuaciéon canonica

x% — 22 = 0. La recta comtn de los dos planos estd formada por los puntos
singulares.
iii) Si rango (A) = 1, la cuadrica es un plano doble que esta formado por los puntos

singulares y admite la ecuacién canénica x3 = 0.

Veamos ahora algunas propiedades de las variedades cuadréticas en general.

Lema 2.14. Sea una variedad cuadratica C(w) que contiene un hiperplano, entonces el rango de
w es a lo sumo 2.

Demostracion. Sea H un hiperplano que estd contenido en una variedad cuadrética, entonces
podemos considerar una referencia proyectiva { Py, Py,..., P,; S} de modo que P, = (p}), ...,
P, = (py,) sean puntos de H. Notese que w(p1) =0, ... , w(p,) =0y

F@5) = 5 (i + 55) — (i) — w(is)} =0,

parai,j = 1,...,n. Porlo que la ecuaciéon de la variedad cuadratica para la referencia considerada
es
2
apoxg + 2a01x0x1 +---+ 2a0n56056n =0.

Luego se trata de una variedad cuadratica de rango 2 a lo sumo. O

Como consecuencia, una conica ordinaria no puede contener una recta. Por el mismo argu-
mento, una cuadrica ordinaria o una cuadrica degenerada de rango 3 no puede contener un
plano.

Corolario 2.15. Sea una variedad cuadratica C(w) de un espacio proyectivo P(V') de dimension
n > 1 y tal que la dimensién del conjunto de puntos singulares es menor que n — 2, entonces
C(w) no puede contener un hiperplano.
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Demostracion. Si hay un hiperplano contenido en la variedad cuadratica, entonces
dim P(ker f) = n — rango(w) > n — 2,
contradiccion. O

Proposicion 2.16. Si Q es un punto singular de una variedad cuadratica C(w) y P es un punto
de C(w) distinto de @, entonces la recta PQ que une los puntos P y Q esta contenida en la
variedad cuadratica.

Demostracion. En efecto, sea (¥) = X € PQ, con P = (p) y Q = (q), entonces & = A\p' + pug.
Luego,

W(T) = WA+ pg) = Nw (@) + pPw(q) + 22 f (7, ),
donde f es la forma polar de w. Si @ es singular, w(q) =0y f(p,7) = 0. Ademaés, si P € C(w)
se tiene que w(p) = 0. Por tanto, w(¥) = 0, lo que implica X € C(w). d

2.4. Incidencia de una recta y una variedad cuadratica.

Dada la variedad cuadratica C(w) y la recta PQ que une los puntos P = (p) y Q = (¢). La
interseccion de la variedad cuadratica y la recta estara formada por los puntos X = (Ap'+ uq)
que satisfagan la ecuacion

w(AP+ pq) =0,
es decir,
Nw(p) + 22 f (B.q) + p*w (@) = 0,
recordemos que (A, 1) # (0, 0).
a) Si w(p) # 0, entonces toda solucion (A, ) de la ecuacion verifica que p # 0. En este caso,
podemos dividir por u? y se tiene

A\ AN Lo
o w(p) +2 m f(0, @) +w(@) =0.
Cuyas soluciones dependen de

A= (f(5.D)? — w@w(@)
Asi, si A > 0, habra dos puntos comunes a la variedad cuadratica y a la recta. En cambio,
si A < 0 la variedad cuadratica y la recta no tienen ningtin punto en comun. Finalmente,
si A =0, la variedad cuadratica y la recta tendran un s6lo punto en comun.
b) Si w(q) # 0, entonces toda solucion (A, ) de la ecuacion verifica que A # 0. En este caso,
podemos dividir por A2 y se tiene

(&Y w@+2 (%) s@@ + o) =0

Igualmente, las soluciones dependen de

A= (fD) - w@w(@.

Si A > 0, habra dos puntos comunes a la variedad cuadrética y a la recta. Si A < 0 la
variedad cuadréatica y la recta no tienen ningin punto en comun. Finalmente, si A =0, la
variedad cuadratica y la recta tendran un sélo punto en comin.
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¢) Si w(p) =0y w(q) =0, entonces se tiene la ecuacion
2 uf (9. q) = 0.

En esta situacion tenemos dos alternativas:
i) Si f(p,q) # 0, esto es, A > 0, entonces u =0 6 A = 0. Por tanto, P y @ son los tnicos
puntos de la recta r que estan en C(w).
i) Si f(p,q) = 0, esto es, A = 0, entonces cualquier (\,u) satisface la ecuacion. Por
tanto, todos los puntos de la recta r estan en C(w).
En resumen, se tienen las siguientes posibilidades:
i) Si A > 0, habra tnicamente dos puntos comunes a la variedad cuadrética y a la recta. En
este caso se dice que la recta es secante a la variedad cuadratica.
ii) Si A < 0, la variedad cuadratica y la recta no tienen ningin punto en comun. En este
caso se dice que la recta es exterior a la variedad cuadrética.
iii) Cuando A = 0 hay dos posibilidades:
a) w(p) # 0 6 w(q) # 0, entonces la recta y la variedad cuadratica tiene un tnico punto
comun.
b) w(p) =0y w(q) = 0, entonces la recta esta contenida en la variedad cuadrética.

Definicién 2.17. Una recta se dice que es tangente a una variedad cuadratica, si interseca a
dicha variedad en un punto o bién la recta esta totalmente contenida en la variedad cuadrética.

Lema 2.18. Una recta P(Q) es tangente a la variedad cuadratica C(w) si y sélo si
(f(7.0)* — w(Pw(@) =0,
donde P = (p) y Q = (q).

Demostracion. Aunque este lema sigue de lo dicho anteriormente, vamos a mostrar una demos-
tracion explicita. Si una recta es tangente entonces se tienen dos alternativas:

(i) 7 € C(w). En este caso, si r = PQ, se tiene que

N2o(p) + 20uf (5. @) + 12(@) = 0, (2.3)

para todo (A, 1) # (0,0). De esto se deduce, w(p) = w(q) = f(p,q) = 0.

(ii) » N C(w) es un unico punto X. Entonces w(p) # 0 6 w(q) # 0. Supongamos que w(p) # 0.
Ello implica que X = (A\p'+ pq) # P. Por tanto, 1 # 0 y en la ecuaciéon (2.3) podemos
dividir por pu? para obtener

(2) v +2(2) r5:0 +w@ =0 (2.4

El punto X se determinaré a partir de las soluciones de esta ecuaciéon para % Como X es
tinico, el discriminante de la ecuacién sera nulo. Esto es, 4((f(p,q))? — w(p)w(q)) = 0.
Reciprocamete, si (f(7,7))? — w(p)w(§) = 0, entonces se tienen dos alternativas
(i) w(p) = w(q) = 0. En este caso, también debe ser f(p,q) = 0. Ello implica que r C C(w).
(i) w(p) # 0 6 w(q) # 0. Si w(p) # 0, entonces P no esta en r N C(w). Por lo que si (A, u) es
solucién de la ecuacion (2.3), entonces p # 0. Dividiendo dicha ecuacién por p?, se obtiene
la ecuacion (2.4) de segundo grado con discriminante nulo por hipotesis. Por tanto, tiene
una tnica solucion y r N €(w) es un tnico punto.
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2.5. Ejercicios.

Observacion 2.19. La siguiente lista puede contener algtin ejercicio que plantee un problema
de variedades cuadréticas en el espacio afin E. Dicho tipo de ejercicio estd aqui inluido porque
los conceptos involucrados no son puramente afines. En realidad, un tal ejercicio tinicamente
involucra conceptos proyectivos, considerando las variedades cuadraticas en el espacio proyectivo
P(V) = E U H, donde Hy, es el hiperplano del infinito.

Si{0;el,...,é,} es una referencia afin de E, entonces {O, (€1),...,(€,); O+ (€1+---+&,)} es
una referencia proyectiva de P(V') con la relacion usual entre coordenadas afines y coordenadas
homogéneas. El hiperplano H., admite por ecuaciéon xy = 0 con respecto a dicha referencia
proyectiva.

1. Sea la cuadrica 422 4 4y? — 2? + 42 — 4 = 0. Se pide:
a) Dar la ecuacion de la polaridad de la cuéadrica.
b) Hallar los puntos singulares.
¢) El plano polar de P = (1,1,2) respecto de la cuédrica.
d) Clasificar la cuadrica desde el punto de vista proyectivo.
2. En el plano afin real y respecto de una referencia afin, considérese la coénica € dada por la
ecuacion:
2+ 2% + 2% — 22 + 2axy = 0.
Clasificar € desde el punto de vista proyectivo para los distintos valores de a.
3. Dada, en el espacio afin real y respecto de una referencia afin, la cuadrica C que, para
ciertos a,b € R, admite por ecuacion:

a+ 2%+ 2y + b2% + 22y + yz = 0.

Se pide clasificar € desde el punto de vista proyectivo para los distintos valores de a y b.
4. En el espacio afin y respecto de una referencia afin, considérense las cuadricas que admiten
por ecuaciones:

2—2y% — 3z +3zy — 2+ a2 =0,
1+ 2522 + 49? — 10z 4 4y — 202y = 0.

Pruébese que dichas cuadricas son pares de planos y hallarlos.
5. ;Qué valor hay que dar al parametro A para que la conica

224+ dy—x—2=0

esté formada por dos rectas?. Obtener ademas las rectas.
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6. Demostrar que si una recta r esta contenida en una cuadrica de rango 3, entonces r pasa
por el punto singular de la cuadrica.

7. En el espacio afin y respecto de una referencia afin, considérense las cuadricas que, para
A € R, estan dadas por la ecuacion:

224+ y? — 22 4 2y + 2yz — 2o + 4y + 22 = 0.

Hallar el lugar geométrico de los puntos tales que, para dichas cuadricas, sean polos del
plano z —y = 0.
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TEMA III

3. VARIEDADES CUADRATICAS. ESTUDIO PROYECTIVO: CONTINUACION

3.1. Subespacios proyectivos tangentes a una variedad cuadratica.

Proposicion 3.1. Dado un subespacio proyectivo P(W) de dimensién > 1 de P(V) y una
variedad cuadréatica C(w) en P(V'), entonces se tienen dos alternativas:

- C(w) NP(W) es una variedad cuadratica en el espacio P(W), 6
- P(W) C C(w).

Demostracion. En efecto, si consideramos la restriccion de la forma cuadréatica w al subespacio
vectorial W, wjyy : W — R es también una forma cuadratica. Si wy es nula, entonces P(W) C
C(w). Por el contrario, si wyy, es no nula, entonces

Clw)NPW) = Cww)
expresara una variedad cuadratica en el espacio P(W). O

Definiciéon 3.2. Se dice que el subespacio proyectivo P(W) de dimension > 1 es tangente a la
variedad cuadratica C(w), si existe un punto P € P(W)NC(w) tal que para todo X € P(W)—{P},
la recta PX es tangente a C(w).

Proposicion 3.3. Dado un subespacio proyectivo P(W') de dimensién > 1. Entonces P(W) es
tangente a una variedad cuadrética C(w) si y solo si existe un punto (p) = P € P(W) tal que
para todo (¥) = X € P(W), se tiene f(p,Z) = 0. Un tal punto P se denomina punto de tangencia
del subespacio proyectivo P(W).

Demostracion. 7 =7
Si P(W) es tangente a C(w), segun la definiciéon esto quiere decir que existe un punto (p) =
P € P(W) N C(w) tal que para todo () = X € P(W) — {P} la recta PX es tangente a C(w).
Pero la condicién de tangencia exige que el discriminante sea cero, luego
A= (f(7,2) —wP)w(@) = 0.
Como P € C(w), sera w(p) = 0, por lo que f(p, %) = 0.

9 ”
<=
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Si existe (p) = P € P(W) tal que para todo (Z) = X € P(W) se tiene f(p,Z) = 0. En
particular sera f(p,p) = 0, es decir P € P(W) N C(w). Ademas, para todo X € P(W) — {P}, la
ecuacion

Nw(p) + pPw(T) + 22 f (7, F) = 0,
tiene discriminante (f(p,7))? —w(p)w(¥) = 0, puesto que f(p,Z) = 0y w(p) = 0. En conclusion,
la recta PX es tangente a la variedad cuadratica, para todo X € P(W), es decir, P(W) es
tangente a la variedad cuadratica. O

Proposiciéon 3.4. Dado un subespacio proyectivo P(W') de dimensién > 1. Entonces P(W) es
tangente a una variedad cuadratica C(w) si y solo si P(W) N C(w) es una variedad cuadrética
degenerada en el espacio P(W) 6 P(W) C C(w).

Demostracion.

R : 2

Si existe (p) = P € P(W) tal que para todo (¥) = X € P(W) se tiene f(p,#) = 0, entonces
ww : W — R es una forma cuadratica degenerada, ya que p es no nulo y esté en el niucleo de
su aplicaciéon de polaridad. Por tanto, si wy es no nula

Clww) =PW)NC(w)
es una variedad cuadratica degenerada. Si wy es nula, P(W) C C(w).

R <: 2

Si P(W) C C(w), entonces para P € P(IW) se tiene que la recta PX, donde X € P(W), esta
contenida en C(w). Por consiguiente, PX es tangente. Lo que implica que P(WW) es un subespacio
proyectivo tangente a C(w).

Si Clww) = P(W) N C(w) es una variedad cuadratica degenerada, entonces wyy es una forma
cuadratica degenerada, lo cual quiere decir que existe p’ € W no nulo tal que para todo & € W se
tiene f(p,Z) = 0. Por consiguiente, para (p) = P € P(W) se tiene que para todo () = X € P(W)
se verifica f(p, &) = 0. Lo que implica que P(W) es tangente a C(w). O

Proposicion 3.5. Sea C(w) una variedad cuadrética degenerada de un espacio proyectivo de
dimensién mayor que 1. Entonces un hiperplano es tangente si y sélo si el hiperplano contiene
un punto singular.

Demostracion. Si un hiperplano contiene un punto singular ), entonces existe un punto @ del
hiperplano que es conjugado a todos los puntos de dicho hiperplano. Por tanto, el hiperplano es
tangente.

Supongamos que un hiperplano U es tangente, entonces existe un punto P € U tal que P es
conjugado a todo punto de U.

Si P es singular, se tiene lo afirmado.

Si P no es singular, entonces U es el hiperplano polar de P. Por consiguiente, U esta en el
conjunto imagen de la polaridad y debe contener a todos los puntos singulares. O

Unas consecuencias del tltimo resultado son las siguientes.

Corolario 3.6. Sea C(w) una variedad cuadrética con un tnico punto singular () de un espacio
proyectivo de dimensién mayor que 1 y sea U un hiperplano. Entonces son equivalentes:

(i) U es tangente.
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(ii) U contiene a Q.
Demostracion. Es inmediato a partir de los resultados anteriores. O
Corolario 3.7. Sea C(w) una variedad cuadratica de un espacio proyectivo de dimensiéon mayor

que 1 con un tnico punto singular Q) y sea U un hiperplano, entonces son equivalentes:

i) U no contiene a Q.
ii)) U N C(w) es una variedad cuadrética ordinaria en el espacio U.

3.2. Variedad cuadratica tangente desde un punto a una variedad cuadratica.

Lema 3.8. Sea C(w) una variedad cuadratica de un espacio proyectivo P(V') y sea P un punto
de dicho espacio, se tiene:

i) wp(Z) = (f(p,7))? — w(p)w(F), es una forma cuadratica.
ii) Si P € C(w), la forma cuadratica wp es nula si y sélo si P es un punto singular de C(w).
iii) Si P ¢ C(w), la forma cuadrética wp es nula si y sélo si C(w) es un hiperplano (doble).

Demostracion. 1) En efecto, si consideramos
1 .

fr(@,9) = 5 (wp(@ +9) — wp(Z) —wp(y)).

se obtiene
fp(@,9) = f(0,0)f(0.7) — [(Z,7)w(P))-
De lo que se deduce que fp es una forma bilineal simétrica. Ademas,
fp(Z,7) = [(7,7)* — w(@)w (D) = wp(D).
Por tanto, wp es una forma cuadratica.
ii) Si wp es nula y P € C(w), entonces

f(7,2) = w(@w(@) =0,

para todo punto X = (¥). Por consiguiente, P es punto singular de C(w). Lo reciproco es
inmediato.
iii)Si P ¢ C(w) y la forma cuadratica wp es nula, entonces
= N2
y L —
[0, %)” ().

w(P)

Luego C(w) es el conjunto de puntos X = (&) tales que f(p,%)? = 0, por lo que la variedad
cuadratica es igual al hiperplano polar de P. Esto es,

C(w) = C(f(7,7)%) = f(P)*.
Reciprocamente, si €(w) es un hiperplano. Una recta cualquiera PX que pase por P interseca

con el hiperplano en un tnico punto, puesto que P no estd en dicho hiperplano. Por tanto, la
recta PX satisface la condicién de tangencia

wp(&) = f(7,7)* — w(Flw() = 0.

Noétese que X es un punto arbitrario, por lo que wp es nula. O
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Definicién 3.9. Dados una variedad cuadratica C(w) que no sea un hiperplano doble y un punto
P no singular. La variedad cuadratica C(wp) se denomina variedad cuadrdtica tangente a C(w)
desde P.

Observacion 3.10. Segtun lo que vimos anteriormente, la ecuaciéon de la variedad cuadrética
tangente a C(w) desde P vendra dada por:

F(5,2)" = w(@)w(z) = 0.
Es decir, la variedad tangente esta formada por los puntos X tales que la recta PX es tangente
a C(w).
Ejemplo 3.11. En el plano proyectivo, dada la conica C(w) de ecuacion
C(w) = —x2 + 2x129 = 0.
Si consideramos el punto P(1,1,1), la conica tangente desde P a C(w) viene dada por
Clwp) = (—xo + 21 +29)* — 1(—2f + 2x119) = 0 = (w9 — 21)* + (zo — z2) = 0.
Esta conica C(wp) es el producto de dos rectas imaginarias.
Si ahora consideramos el punto N(1,0,0), entonces C(wy) estd dada por
Clwn) = (—x0)? — (—1)(—x3 + 2x129) = 0 = 2129 = 0.
La conica C(wy) es el producto de dos rectas reales que se cortan en N.
Lema 3.12. Sea una variedad cuadratica C(w) que no sea un hiperplano doble y sea un punto
P no singular.
i) La variedad cuadrética tangente C(wp) es degenerada y P es un punto singular de C(wp).

ii) Si @ es un punto singular de C(w), entonces () es punto singular de C(wp).

Demostracion. Al ser
fr@.9) = f0,p)f (0, 9) — f(B, w(p)) =0,
se tiene que P es un punto singular de C(wp).
Si @ = () es punto singular de C(w), entonces

fe(@y) = f0,0) f (5, 9) — f(T,5)w(P)) = 0.
Por tanto, @ es punto singular de C(wp). O

Observacion 3.13. Notese que para un punto P no singular y una variedad cuadratica C(w)
que no sea hiperplano, la interseccion de la variedad cuadratica tangente C(wp) con la variedad
cuadrética C(w) coincide con la intersecciéon del hiperplano polar de P con C(w). En efecto, la
primera interseccién viene dada por
f,2)? = w(p)w() =0,

w(®) =0,
v la segunda interseccion estéd dada por el siguiente sistema equivalente al anterior

/ (ﬁa f) =0,

w(Z) =0, ’
Proposicion 3.14. Sea C(w) una variedad cuadratica que no sea un hiperplano y sea P un
punto no singular. Entonces
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i) Si P € C(w), entonces C(wp) es un hiperplano coincidente con el hiperplano polar de P.
Esto es, C(wp) = f(P)2.

ii) Si P ¢ C(w), entonces el conjunto de puntos singulares de C(wp) es igual al subespacio
proyectivo que resulta de sumar el punto P a los puntos singulares de C(w). En particular,
en este caso se tiene rango(wp) = rango(w) — 1.

Demostracion.

i) Al ser P € C(w), entonces C(wp) = (f(p,T))? = 0. Sabemos que f(p,Z) = 0 representa el
hiperplano polar de P.

ii) Denotamos por Q el subespacio proyectivo formado por los puntos singulares de C(w).
Supongamos que S = (§) es un punto singular de C(wp), entonces fp(s, ) = 0, para todo
iJ. Por consiguiente,

f(0,8) (7, 9) = w(D)f (5, 9).
Denotando A = f(p,5) y u = w(p) # 0, obtenemos la identidad A\f(p,y) = pf(5,9),
para todo punto Y. Por tanto, f(A\p'+ us,y) = 0, para todo Y. Si \g'+ u§ = 0, entonces
S = <%]5'> = Py S estaria en P+ Q. Si Ap'+ u§ = ¢ # 0, entonces ) = () seria un punto
singular de C(w) y S = (u8) = (=\pg+¢q) € P+ Q.
Reciprocamente, es inmediato ver que todos los puntos de P + Q son puntos singulares
de C(wp).
O

Ejemplo 3.15. En el espacio proyectivo tridimensional, sea el punto P(1,0,—1,1) y la cuadrica
C(w) = —222 + 2% + 23 + 23 = 0. Como P esta en C(w), se tiene que la cuddrica tangente desde
P es su plano polar f(P) doble. Esto es,

C(wp) = (2o — x3 + 23)2 = 0.

En cambio, si consideramos el punto A = (1,2,0,0), la cuadrica tangente C(w,) desde A sera
degenerada con un tnico punto singular A y vendra dada por

Clwa) = (<20 +221)* — 2(—222 + 23 + 22+ 22) = 0 = 4o + 2% — 2% — 22 — d4wgzy = 0.

3.3. n + l-vértices autoconjugados.

Definiciéon 3.16. Dada una variedad cuadratica C(w) definida en un espacio proyectivo de
dimension n, Py, P, ... P, forman un n + 1-vértice autoconjugado respecto de la variedad
cuadratica, si son independientes y, ademas, son conjugados dos a dos. Esto es, f(pi,pj) = 0,
para todo i, =0,1,...,n, con i # j.

Proposicion 3.17. Los puntos basicos de una referencia proyectiva R del espacio P(V') forman
un n + 1-vértice autoconjugado respecto de una variedad cuadrética C(w) si y sélo si la ecuacion
de la variedad cuadréatica respecto de dicha referencia es agoﬂfg + allx% + annazfl = 0. En tal
caso la referencia R se dice que es autoconjugada.

Demostracion. Si R = {Py, Py,...,P,; P} es una referencia proyectiva del espacio proyectivo
P(V) tal que Py, Pi, ... , P, es un n + l-vértice autoconjugado respecto de una variedad
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cuadratica C(w). Puesto que f(pj,pj) = 0, para i # j, la ecuacion de la variedad cuadratica con
respecto a R es

2 2
apoy + a11xy +---+ CLTmI‘ =0.
Reciprocamente, si para una referencia R = {Po,Pl, ..., Pp; P} tenemos para la variedad

cuadratica una ecuacion como la anterior, entonces f(p;,pj) = 0, para ¢ # j. Por tanto, los
puntos bésicos de la referencia forman un n + 1-vértice autoconjugado. O

Si Py, Py, ..., P, esun n+ l-vértice autoconjugado respecto de la variedad cuadratica C(w),
podemos elegir vectores p; que definan P; tales que w(p;) = £1 6 0. En efecto, si w(p}) = +a? # 0,
1

tomamos p; = pZ como representante de P;. La referencia proyectiva { Py, Py, ..., Py; (po+p1+

+ Pn)} se denomlna referencia canonica de la variedad cuadrdtica. Para esta referencia la
ecuacion de la variedad cuadratica es

boxg + &1zl + - + Euzl = 0,

donde & = £1 6 0, esta ecuacién se denomina ecuacion candnica de la variedad cuadratica.

Ejemplo 3.18. En el espacio proyectivo tridimensional y respecto de una cierta referencia R =
{Uo,Uy1,Us,Us; U}, se considera la cuadrica dada por

Clw) = —2x8+x%+x§+m§ =0.

Como la ecuacion de C(w) solo tiene términos cuadraticos, los puntos basicos Uy, Uy, Us, Us
forman un 4-vértice autoconjugado. Sin embargo, la referencia R no es candnica. Para obtener
una referencia canonica de la cuadrica se toma una base normalizada {éy, €1, €2,¢e3} de R. A
continuacién, se consideran los vectores

{%50, €1,€2,€3}
que son una base normalizada de una referencia canoénica de la cuadrica
{Uo, U1, Uz, Us; <\/€0 + €1 + >+ é3)}.
La ecuacién canénica de la cuidrica dada es C(w) = —(z§)? + (2])? + (2h)? + (25)? = 0.

Ejemplo 3.19. Para una cierta referencia proyectiva R = {Uy, Uy, Us,Us; U}, una cuadrica esta
dada por C(w) = 223 +227 — 23 — 23 —4xr1 = 0. Deseamos encontrar un 4-vértice autoconjugado
respecto de ella. Para construirlo, comenzamos con un punto Py que no pertenezca a C(w). Por
ejemplo, Py = Uy de coordenadas (1,0,0,0) respecto de R. Su hiperplano polar es ]?(PO) =
xg — 1 = 0. Tomamos ahora un punto P; de f(Pg) que no esté en C(w). Sea P, = Uy de
coordenadas (0,0,1,0) respecto de R. Su hiperplano polar es f(Pl) = x9 = 0. El punto P, lo
tomamos en f(Py)N f(P;) y de modo que no esté en €(w). Sea Py = Us de coordenadas (0, 0,0, 1)
respecto de R. Su hiperplano polar es f(Pg) = z3 = 0. El punto P3 necesariamente tiene que ser
Ps = f(Py)Nf(P)Nf(Ps) con coordenadas (1,1,0,0) respecto de R. Un 4-vértice autoconjugado
es {Py, P1, Py, P3}. Notese que la cuadrica es de rango 3. Por eso, unicamente tres Py, Py, P» de
los cuatro vértices no estan en C(w). El cuarto vértice, P3(1,1,0,0), es el punto singular de C(w).
Una referencia proyectiva autoconjugada es {Py, P, P», P3;U’(2,1,1,1)}. Para esta referencia ,
la cuddrica estd dada por C(w) = 2(x})? — (2})% — (z4)? = 0.
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Un referencia proyectiva canoénica es {Py, P, Py, P3; U” (#5,1,1,1)

ecuacion candnica es C(w) = (:U6’)2 — (2))? — (24)? = 0.

}. La correspondiente

3.4. Proyectividad inducida por una variedad cuadratica en una recta no tangente.

Sea r una recta de P(V) no tangente a la variedad cuadratica C(w). Dicha recta no puede
contener un punto singular, pues en tal caso verificaria la condicién de tangencia. Por tanto,
r C P(V)—P(ker f), donde f es la aplicacion de polaridad de w. Si X € r, entonces tiene sentido

considerar su hiperplano polar f(X). Ademéas, r € f(X). Pues, en caso contrario, para todo
Y € r, se tendria f(Z,%) = 0. Por consiguiente,

Resultando que r es tangente, contradiccion. Del hecho r Z f(X), se tiene que 7 N f(X) es un
punto.

Proposicion 3.20. Dada una variedad cuadratica C(w) y una recta r no tangente a ella. La
aplicacién ¢ : r — r dada por p(X) = r N f(X), donde f es la polaridad de C(w), es una
proyectividad biyectiva de r en si misma, denominada proyectividad inducida por C(w) en r. Los
puntos dobles de ¢ son r N C(w).

Como r es no tangente, si ¢ tiene puntos dobles, entonces necesariamente hay dos. Es decir,
r es secante y r N C(w) = {dos puntos}.

Demostracion. Consideramos en r la referencia {P = (p),Q = (q); (p'+ ¢)}. Por tanto, se tiene
{P,q} es una base normalizada con respecto a dicha referencia de r. Sea X = (A\op'+ A1§) un
punto cualquiera de la recta r. Supongamos que ¢(X) = (uop + p1q), entonces

J (XD + Miq, pop’ + p14) = 0.
Por tanto,

1 (Mow(P) + A f (P, 0) + po(Mo f (P, @) + Mw(q)) = 0.

De donde se deduce que el par (ug, 1) es proporcional al par (Ao f(P,q) + Mw(q), —Aow(D) —
M f(P,q)). Luego se tiene la ecuacion matricial

()= (100 700 ) ().

Por consiguiente, la aplicacién ¢ es una proyectividad biyectiva, puesto que el determinante de
una matriz asociada es igual a —f(p, 7)? + w(P)w(q) # 0.
Ademas, si p(X) = X, se tiene que {X} = r N f(X). Como X esta en su hiperplano polar

f(X), X pertenece a la variedad cuadratica C(w). Reciprocamente, si X € r N C(w), entonces

e(X)=rnf(X)=X. O

Proposiciéon 3.21. La proyectividad ¢ inducida por una variedad cuadrética sobre una recta r
no tangente es una involucién. Ademaés, si r es secante con r N C(w) = {A,B} y ¢(X) = X', con
X # X', entonces (ABXX') = —1.
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Demostracion. Considerando la matriz asociada a ¢ obtenida en la demostracion de la proposi-
ciéon anterior, tiene que

( ) @@ ) ( ) @@ ) _
—w(@) —f(0.9) —w@) —f(0.9)
( F(B.0? — w(P)w(q) 0 )
0 0.0 —w@w(@ )
De donde se deduce que ¢ o ¢ es igual a la identidad.
Para ver que (ABXX') = —1. Consideramos en r la referencia {A = (@),B = (b);(d@ + b)}.
Para esta referencia una matriz asociada a ¢ es

f@v o)
0 —f(@b)

Por tanto, si X = (\od@ + A\b), entonces X' = p(X) = (Ao@ — A\1b). Ademas, como X # X',
Ao # 0y A # 0. Luego

Ao — A\
ABXX ="—=:"==-1.
( ) NN
O
Ejemplo 3.22. En el plano proyectivo, consideramos la cénica C(w) = —x% + 2x129 = 0 y la

recta r = xg + 1 — 2 = 0. Si tomamos los puntos P(1,—1,0) y Q(0,1,1) de r, se obtiene que
f@0,¢) = -1, w() = -1y w(q) =2. Por lo que A = 3 > 0, la recta r es secante a la conica. Para
la referencia de r dada por {P, Q; (p'+ ) = ((1,0,1))}, se obtiene la ecuacion de la proyectividad

derenr
po \ _ ( —1 2 Ao
Pl )L 1 1 A

Los puntos dobles satisfacen pAg = —Ag+2X\1 y pA1 = Ag+ A1. Esto es, 0 = )\3 +2X0A\ — 2X\2 =
(Ao 4+ A1)2 — 3M3. De ahi que (Mg, A1) = p(1 — v/3,=1) y (Ao, A1) = p(1 + /3, —1). Los puntos
dobles son A= (1 —+/3,-2++3,-1)y B=(1++/3,-2—+/3,-1).
El punto X (—1,3,2) de r tiene (—1,2) como coordenadas en r y le corresponde el punto ¢(X)
con coordenadas (5,1) en r. Esto es, ¢o(X) = (5, —4, 1). Comprobamos que
ABxp(x) - LmVE2 = (EDED (= VB = (01 —11vE
1+V3)2—(-1(=1) (1+v3)5—-(-1)1  11V3

3.5. Variedades cuadraticas tangenciales.

En este apartado, tinicamente consideraremos variedades cuadraticas de un espacio proyectivo
de dimensién mayor o igual que 2. ~

Si C(w) es una variedad cuadratica ordinaria, su polaridad f : P(V) — P(V*) es biyectiva.
Como el espacio vectorial V' se puede considerar como el espacio dual de V*, podemos considerar
la aplicacién inversa f=! : P(V*) — P(V) como la polaridad de una variedad cuadratica en
PVH).

Sea R = {Ey, ..., Ey; E} una referencia proyectiva de P(V) y {ép,...,€,} una base norma-
lizada de R. Entonces en P(V*) se tiene la referencia R* = {E(,..., E}; E*}, denominada dual
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de R, tal que el conjunto formado por {€,..., €}, duales de {ép,...,€,}, constituyen una base
normalizada de R*. _

Si A es la matriz asociada a C(w) respecto de R, entonces la polaridad f viene matricialmente
dada por pU = AX con respecto a las referencias R y R*. Por consiguiente, la proyectividad
f:l tiene la expresién matricial pX = A~'U respecto de las mismas referencias. Asimismo,
f~! es la polaridad de la variedad cuadratica C(w*) en P(V*), donde w* es la forma cuadratica

sobre V* matricialmente dada por w*(u) = U'A~!U respecto de la base {&},...,é%}. Como
1
-1 m(Aij), donde (A;;) es la matriz adjunta, podemos considerar como forma cuadratica
e
w* : V* = R, dada por w*(U) = U'(A;;)U y €(w*) la variedad cuadratica correspondiente en
P(V*). Mostraremos que los elementos de C(w*) son los hiperplanos tangentes a la variedad
cuadratica C(w). Esto justifica la siguiente definicion.

Definiciéon 3.23. Dada una variedad cuadratica C(w) y A es la matriz asociada a la forma
cuadratica w sobre V. Si la matriz adjunta (A4;;) es no nula, a la variedad cuadratica C(w*) =
{U € P(V*)|U"(A;;)U = 0}, se denomina variedad cuadrdtica tangencial de C(w).

Proposicion 3.24. Si C(w) es una variedad cuadrética ordinaria, entonces C(w*) es igual al
conjunto de hiperplanos tangentes a C(w).

Demostracion. Si U € C(w*), entonces U*(A;;)U = 0. El polo del hiperplano U es el punto P tal
que pU = AP. Lo que implica que
U'P = pUt AU = P
P det(A)
Por tanto, P € U, siendo P conjugado a todos los puntos de U. Luego U es hiperplano tangente
a C(w).

Reciprocamente, si U es hiperplano tangente a C(w), entonces hay un P = (p) € U tal que
f(p, &) =0, para todo X = (¥) € U. Como la variedad cuadratica es ordinaria, entonces U es el
hiperplano polar de Py P € C(w). Por tanto, pU = AP y PLAP = 0.

Veamos que U € C(w*). En efecto,

pU'(A;j)pU = P'A*(A;;) AP = det(A)P'AP = 0.

U'(A;;)U = 0.

O

Lema 3.25. Supongamos que la dimensién de V esn+1 y seaw* : V* — R la forma cuadrética
dada por w*(U) = U'(A;;)U, donde (A;j) es la matriz adjunta de una matriz asociada a w.
Entonces w* es no nula si y sélo si el rango de w es mayor o igual que n. Por tanto, las variedades
cuadréticas C(w) que tiene su correspondiente variedad cuadratica tangencial C(w*) son aquellas
que a lo sumo tienen un tnico punto singular.

Demostracion. Si w* es no nula, entonces (A;5) es no nula. Por tanto, la matriz A tiene algtin
adjunto no nulo, lo que implica que el rango de A es mayor o igual que n. Lo reciproco se sigue
de modo inmediato. O

Un resultado mas general que el referido a las variedades cuadraticas ordinarias es el siguiente.

Proposicion 3.26. Si C(w) es una variedad cuadratica con un punto singular a lo sumo, entonces
C(w*) es igual al conjunto de hiperplanos tangentes a C(w).
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Demostracion. Si U € C(w*), entonces U*(A;;)U = 0.

Si (A;5)U es una matriz columna no nula, podemos considerar el punto P de coordenadas
homogéneas (A;;)U. Entonces U'P = U'(A;;)U = 0. Esto es, P € U, y para todo X de U,
UtX = X'U =0, se tiene que

X'AP = X' A(A;j)U = det(A)X'U = 0.

Por tanto, U es un hiperplano tangente C(w).

Si (A;5)U es una matriz columna nula, entonces U es un punto singular de C(w*). Por tanto,
la matriz (A;;) es no regular. Como se tiene la igualdad (A;;)A = det(A)I 11, donde I,y es
la matriz identidad, ello implica que la matriz A es también no regular. Por consiguiente, C(w)
es degenerada con un unico punto singular ). El hecho de que (A;;)U sea nula significa que

Zj:() Ajju; = 0, para ¢ = 0,...,n. Pero estas sumas son los desarrollos de determinantes de
matrices obtenidas a partir de A sustituyendo la fila i por la matriz fila Ut = (uy, ..., u,). Esto
es,

apog aopil e Qaon

ailpg aii e A1n

= ()’

Uuo Uy ce Un,

ano Gn1 -.. Qnn
estando U? situada como fila i y para i = 0,...,n. Si las filas 41, i, ..., i, de A son sus filas

principales, esto es, determinan su rango, que es n, entonces
n
t _ E
U = )‘j(aijﬂaaijla"'aaijn)'
=1

Como () es singular, se tiene que AQ es la matriz columna nula. Esto es, a;oqo+a;1q1+ - -+ @ingn =
0, siendo Q' = (qo, q1,- - -, qn). Teniendo esto en cuenta,

n n
U'Q = Z Aj(@i;0q0 + ai1q1 + -+ ingn) = Z Aj-0=0.
Jj=1 Jj=1

Luego @ € U y se sigue que U es un hiperplano tangente ya que contiene un punto singular.

Veamos el reciproco. Sea U un hiperplano tangente a C(w), entonces existe un punto @ = ()
de U N C(w) tal que f(q,Z) =0, para todo X = (Z) € U.

Si @ no es singular, entonces U es el hiperplano polar de (). Por tanto, pU = AQ y se tiene
que pU*(A;j)pU = Q' A*(A;)AQ = det(A)Q'AQ = 0. Luego U € C(w*).

Si @ es singular, teniendo en cuenta que la imagen de la polaridad f esta formada por los
hiperplanos que contienen los puntos singulares, entonces U es el hiperplano polar de un punto
P no singular, ya que @ € U. Lo que implica pU = AP y, ademas,

pU'(A;j)pU = P'A'(A;j) AP = det(A)P'AP = 0.P"AP = 0.
Por tanto, U € C(w™). O

Observacion 3.27. Si la dimension del subespacio proyectivo de puntos singulares de C(w) es
mayor o igual que 1, todo hiperplano tiene al menos un punto singular. Luego todo hiperplano
es tangente. Por otro lado, el rango de la forma cuadratica es menor o igual que n — 1, por lo que
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la matriz adjunta es nula. En esta situacién, no tiene sentido hablar de la variedad cuadratica
tangencial.

Ejemplo 3.28. En el plano proyectivo, si se considera la conica C(w) = 2 + 23 + 2z971 = 0, la

correspondiente conica tangencial estd dada por C(w*) = u? — u2 — 2uguy = 0.

Ejemplo 3.29. En el espacio proyectivo tridimensional P(R*), sea la cuddrica C(w) = 423 + 2% —

23 — 13 — 4zow1 = 0. Es una cuadrica degenerada con un tnico punto singular Q(1,2,0,0). Su

cuadrica tangencial es C(w*) = ug + 4u? + 4uguy = 0. Esta formada por los planos que contienen
a Q. Como cuadrica, es un hiperplano doble (ug + 2u;)? = 0 del espacio proyectivo dual P(R**).

3.6. Apéndice II: Cuadricas ordinarias regladas.
Definicién 3.30. Se dice que una cuédrica es reglada, cuando esta formada por rectas.

Veamos ahora, cuando una cuédrica ordinaria es reglada.
Si su ecuacion candnica es

2 2 2 2
.',UO +x1 +£U2+£U3 :0,
como no contiene ningtn punto real, no puede contener rectas.
Si su ecuacién canodnica es

2 2 2 2
.’,UO +.’L’1+ZL'2_ZL'3 :0,
cortando con el plano x3 = 0, obtenemos
2 2 2
xr3 = 0,
que no tiene solucién en el espacio proyectivo. Por tanto, como una recta y un plano siempre
tienen un punto en comun, la cuadrica no puede contener una recta ya que entonces contendria

al punto de interseccion de esa recta con el plano x3 = 0.

Si la ecuacion es

2,2 .2 .2
Ty +x] — x5 — 23 =0,

entonces (rg+x2)(rg—x2) = (r3+21)(2r3—x1). Por tanto, el par (zg+x2,x3—21) es proporcional
al par (r3+x1,xo—x2). Asimismo, el par (xg+x2,x3+1) es proporcional al par (x3—x1,x9—22).
Recordamos, que dos pares de nameros (a,b) y (¢,d) son proporcionales si y solo si existe

(A1) # (0,0) tal que A(a,b) = p(c, d).
Luego, hay dos familias de rectas que estan contenidas en la cuadrica. Por un lado, las rectas,
que denominamos familia (I),

Mzo + z2) + p(zs +21) = 0,
u(xg —x2) + AMxg —x1) = 0,
donde (A, 1) # (0,0). Y por otro, las rectas, que denominamos familia (II),
a(zo +x2) + B(zz —21) = 0,
Blxog — x2) + a(xs +x1) = 0,

donde (a, B) # (0,0).
Por tanto, si la signatura es (2,2), hay dos familias de rectas formando parte de la cuadrica.
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Lema 3.31. Una recta de la familia (I) y una recta de la familia (II) siempre se cortan en un
tinico punto.

Demostracion. Sean las rectas

Mzo + 22) + plzs +x1) = 0,

M(SEO — xz) + )\(563 — xl) = O,
donde (A, p) # (0,0), v

a(zo + x2) + B(rs — 1) 0,

B(SEO —xz) —|-Oé($3+$1) = 0,

donde (a, B) # (0,0). Considerando la matriz asociada del sistema formado por las cuatro ecua-
ciones se tiene que

AowooA A 0 0
wo=A —pu A | 0 0 —p A
rango B a B | rango | o 3
B a -0 « 0 a =8 0

1
Puesto que si Cq, Cy, C3 y Cy son las columnas de la primera matriz, entonces 5(01 + C3),

1 1 1
5(02 +Cy), 5(03 -Cl)y §(C’4 — (9) son las columnas de la segunda matriz. Es facil ver que el

determinante de la segunda matriz es nulo y considerando los siguientes menores de orden 3 de
la segunda matriz:

A po 0 pw 0 0
0 0 —p|=—ap? 0 —p 0 |=-pu
a 0 0 0 0 B

A0 0 A p 0

0 —p X |=p)N2 0 0 \|=-a)\

0 -3 0 0 a 0

Si todos estos menores fuesen igual a cero, entonces («, 5) = (0,0), contradiccion. Luego el rango
de la matriz asociada del sistema es 3, por lo que la interseccion de las dos rectas es un punto. [

~—

Lema 3.32. Dos rectas distintas de una misma familia tienen interseccion vacia.
Demostracion. Sean, por ejemplo, dos rectas de la familia (I):
)\(SU(] + IQ) + M(Ig + Il) = O,
p(xg —x2) + AMxg —x1) = 0,
donde (A, p) # (0,0), v
Xo(zo + z2) + po(zs +21) = 0,
po(ro — x2) + Ao(x3 —21) = O,
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donde (Ao, po) # (0,0). Considerando el sistema formado por las cuatro ecuaciones y calculando
el determinante de la matriz asociada obtenemos

A u A W A u 0 0
poo=A e A e 2
Ho —Ao —Ho Ao Ho —Ao —Ho Ao

Luego las dos rectas tienen interseccion siy solo si uAg— A = 0. Ello sucede sélo cuando (Ao, o)
es proporcional a (A, u). Por consiguiente, las dos rectas son distintas si y solo si el determinante
de la matriz asociada al sistema es distinto de cero. En tal caso, las dos rectas son disjuntas.
Para dos rectas de la familia (IT), la demostracion es similar. O
Lema 3.33. Dada una cuédrica ordinaria reglada C(w) y P un punto de la cuédrica, entonces
existe una tnica recta de cada familia, (I) y (II), que pasa por P.
Demostracion. En efecto, sea la cuadrica ordinaria reglada C(w) = 23 + 23 —22 —22 =0y
P = (po,p1,p2,p3) € C(w). Consideremos una recta de la familia (I)

AMxo +22) + plxzs +21) = 0,

p(xo — x2) + Mg —z1) = 0.
Para que esta recta pase por P, se tiene que satisfacer

Alpo +p2) + plps +p1) = 0O,

1(po —p2) + A(ps —p1) = 0.

Esto ocurrira cuando el par (A, 1) sea proporcional a (pg — p2,p1 — p3) 6 a (p1 + ps, —(po + p2))-
Uno al menos de estos dos tltimos pares es distinto de (0, 0). Luego uno al menos de los siguientes
pares de ecuaciones

(Po — p2)(zo + x2) + (p1 — p3)(z3 + 1) = O,
(p1 — p3)(w0 — 22) + (o — p2)(z3 —21) = O,
o bien,
(p1 + p3)(xo + 22) — (po + p2) (23 +21) = 0,
—(po +p2)(z0 — 22) + (p1 +p3) (w3 —x1) = O,

representa una recta de la familia (I) que pasa por P. Una tal recta es tnica, pues dos rectas
distintas de la familia (I) son disjuntas.
Anélogamente, para la familia (II) se llega a los pares de ecuaciones

(p1 — p3)(zo + x2) + (po + p2)(z3 — 1) = O,
(po + p2)(zo — w2) + (p1 — p3)(z3 +21) = O,
o bien,
(p2 — po)(xo + x2) + (p3 +p1)(x3 — 1) = O,
(p3 + p1)(wo — 22) + (p2 — po) (w3 +x) = 0,

donde al menos uno de ellos representa una recta de la familia (IT) que pasa por P. Asimismo,
una tal recta es tnica, pues dos rectas distintas de la familia (II) son disjuntas. O
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Estos tltimos resultados permite concebir una cuédrica ordinaria reglada como formada por
las rectas de una cualquiera de las dos familias de rectas, (I) ¢ (II).

Definicién 3.34. Las rectas de cada una de las dos familias, (I) y (II), se denominan generatrices
rectilineas de la cuédrica ordinaria reglada.

Segiin se ha mostrado, por cada punto de la cuadrica reglada pasan dos generatrices, una por
cada familia.

Lema 3.35. Dada una cuédrica ordinaria reglada C(w) y P un punto cualquiera de ella, entonces
el plano ™ que contiene a las dos generatrices v y s que pasan por P coincide con el plano polar
de P. Ademés, 7 N C(w) = r.s y 72 es la cuddrica tangente desde P a C(w).

Demostracion. Sabemos m N C(w) es una conica degenerada porque contiene las rectas ry s. P
es punto singular de dicha coénica, porque P es el punto comtn de las dos rectas. Luego todos
los puntos de 7 son puntos conjugados de P. Lo que implica 7 N C(w) = r.s y 7 es el plano polar
de P. 0
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3.7. Ejercicios.

Observacion 3.36. La siguiente lista contiene algunos ejercicios que plantean problemas de varie-
dades cuadréticas en el espacio afin F. Dichos ejercicios estan aqui inluidos porque los conceptos
involucrados no son puramente afines. En realidad, tales ejercicios inicamente involucran concep-
tos proyectivos, considerando las variedades cuadréticas en el espacio proyectivo P(V) = EUH .,
donde H, es el hiperplano del infinito.

Si{0;él,...,é,} es una referencia afin de E, entonces {O, (€1),...,(€,); O+ (€1+---+&,)} es
una referencia proyectiva de P(V') con la relacion usual entre coordenadas afines y coordenadas
homogéneas. El hiperplano H,, admite por ecuacién xg = 0 con respecto a dicha referencia
proyectiva.

1. En el plano afin y respecto de una referencia afin, considérese la cénica dada por la
ecuacion:
2+ a2 —y? 4 22y = 0,
y el punto P(1,1). Se pide:

a) Dar la ecuacion de la polaridad de la conica.

b) Hallar los puntos singulares.

c¢) La recta polar de P respecto de la conica.

d) Hallar in 3-vertice autoconjugado, una referencia proyectiva autoconjugada y una re-
ferencia canonica de C(w). Para dichas referencias, dar las correspondientes ecuaciones
de la conica.

e) Clasificar la conica desde el punto de vista proyectivo.

f) Las tangentes desde P a la conica.

g) Comprobar que la recta del infinito 7+, es no tangente. Tomando los puntos A(0,1,0)
y B(0,0,1) y la referencia proyectiva {A, B;(0,1,1)} de r, dar la ecuaciéon de la
proyectiva inducida en 7., por la conica.

h) La conica tangencial correspondiente (caso que la tuviere).

2. En el espacio afin y respecto de una referencia afin, considérese la cuadrica C(w) que
admite por ecuacion:

1+ 2% +2y% — 922+ 22 +4yz = 0.
Se pide:
a) Clasificar C(w).
b) Ecuacion general de todas las rectas tangentes a C(w) paralelas a #(3,0,1) de ella.

Estudiar si alguna de ellas estd contenida en C(w) (ndtese que ¥(3,0,1) define un
punto que esta en la cuadrica).
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¢) Plano polar del punto P(1,0,0) respecto de C(w).

d) Cuédrica tangente desde P a C(w).

e) Hallar la cuadrica tangencial de C(w).

f) Estudiar la interseccion de C(w) con el plano del infinito 7o, = 29 = 0.
3. Hallar las ecuaciones de las tangentes desde el origen a la conica

y: — 20y + 2y —dx —2=0.

4. Hallar la ecuacién del cono de vértice (4, —2, 4) circunscrito a la cuadrica 22+3y%+322—-9 =
0.
5. En el plano afin y respecto de una referencia afin, considérese la cénica C de ecuacion:

2 — 2% 4 2zy + 22 — 4y +1=0.

Hallese un paralelogramo circunscrito a € cuyos lados tengan las direcciones de los vectores
a(1,0) y b(1,1).
6. En el espacio afin y respecto de una referencia cartesiana, considérese la cuadrica que

admite por ecuacion:
Clw)=3x+2—4yz+8y+3=0.

(i) Hallese el cilindro circunscrito a dicha cuadrica cuyas generatrices tienen la direccion
del vector @(0,1,4).

(ii) Determinese el plano en el que esta situada la conica de tangencia de la cuadrica y el
cilindro.

(iii) Comprobar que la cuadrica dada es ordinaria reglada. Dar las dos familias de gene-
ratrices rectilineas.

(iv) Hallar las generatrices rectilineas que pasan por el punto de C(w) determinado por el
vector 5(1, 0,0). Hallar el plano tangente a C(w) en dicho punto.

(v) Hallar las generatrices rectilineas que pasan por el punto C(—3,1,1) de C(w). Hallar
el plano tangente a C(w) en C.

(vi) Dar un 4-vértice autocnjugado, una referencia proyectiva canoénica y la ecuacion ca-
noénica de C(w) correspondiente.

7. En el plano afin y respecto de una referencia afin, considérese la coénica dada por la
ecuacion:
1— 322 + 2y + 4y = 0.

(i) Hallar el trivértice autoconjugado respecto de dicha conica que tenga un vértice en el

punto (—1,0) y otro esté situado en la recta de ecuacion:

r=14+2x+y=0.

(ii) Dar una referencia proyectiva para cual se obtenga la ecuacion candnica de la conica.

(iii) Hallar la ecuacion de la proyectividad ¢ inducida por la conica en la recta r respecto
de alguna referencia de 7.

(iv) Hallar los puntos dobles de ¢.

8. Determinar una coénica que pasa por el punto A(2,0), la recta r = —1 4+ x + 2y = 0 es
asintota a ella (tangente a ella en el punto del infinito (0,2, —1)) y larecta s = 24+2x—y = 0
también es asintota. (una recta propia se dice que es asintota a una conica, si es tangente
y contiene un punto del infinito de la conica que es no singular).
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Variedades Cuadraticas

En el espacio afin y respecto de una referencia afin, considérese la cuddrica € que admite
por ecuacion:
Cw)=1+322 —4y®> —622 =0,
y la recta r de ecuaciones:
3z =4z, 1=4y.

(i) Hallense los planos tangentes a € que contienen a 7.

(ii) Hallense las generatrices contenidas en algunos de los planos obtenidos en el apartado
anterior.

(iii) Dado el punto P(0, %, 0) de la cuadrica, hallar las generatrices que pasan por dicho
punto. Hallar el plano tangente a la cuadrica en P.

(iv) Clasificar desde el punto de vista proyectivo la conica mo N C(w), donde 7y es el
plano del infinito.

En el espacio afin tridimensional, sea la cuadrica
Clw)=ay —xz—2=0.

(i) Hallar la generatrices rectilineas de C(w).

(ii) Clasificar la conica resultante de intersecar C(w) con el plano del infinito.

(iii) Hallar los planos paralelos al plano y = 0 que sean tangentes a C(w).

(iv) Dar las generatrices rectilineas contenidas en algunos de los planos obtenidos en apar-
tado anterior.

Hallar la ecuacion de la conica que es tangente a las rectas: r = 24+x+y = 0en A(—1,—1),

as=2—x—2y=0en B(0,1) yau=xz+2y=0.

Hallar la ecuacién de la conica que es tangente a las rectas: r=x+y=0,s=14+y =0,

u=1l4+z+y=0v=142=0yw=246x+ 5y =0.

Hallar los planos tangentes a la cuadrica x? 4+ 3y? — 622 — 4 = 0 que pasan por las recta r

de ecuaciones r =2y y — v/2z = 0.

Encontrar la ecuacion de la conica que pasa por A(—1,1) y que es tangente a C = 1 +

22 + 3y? — 20 — 4y + 8zy = 0 en los puntos de contacto B(1,0) y C(0,1).

En el espacio afin tridimensional, hallar la ecuacién de una cuadrica que contiene a la

recta
,= =1,
ly=2+2

y tal que los vértices del tetraedro formado por los planos coordenados y el plano 7 =
6z + 3y + 2z — 6 = 0 forman un 4-vértice autoconjugado.
Hallar la cuadrica que pasa por las rectas

r:{aﬁ:y, s:{$:2y’
Yy =z, T = 3z,
es tangente al plano m = x +y+ 2z = 4 en el punto (2,1, 1), y pasa por el punto (1,—1,2).
En el espacio afin y respecto de una referencia cartesiana, considérese la cuadrica que

admite por ecuacion:
x2+2y2+2$z+z+3:0.

Haéllense los planos tangentes a C que son paralelos al plano que tiene por ecuacién 2z +
dy+1=0.
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18. En el espacio afin tridimensional, hallar la ecuacién de una cuadrica que pasa por el punto
(4,0, 3), contiene a la elipse de ecuacion:

2 2
z Y
I A
4+5 ’
z=0,

y se sabe que la referencia afin fijada es autoconjugada.
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TEMA 1V

4. VARIEDADES CUADRATICAS. ESTUDIO AFIN

4.1. Variedades cuadraticas en el espacio afin real ampliado.

En el espacio proyectivo real n-dimensional P(V') consideramos el hiperplano Hy, = P(W) y
damos a F = P(V) — Hy una estructura de espacio afin utilizando una forma lineal f que defina
W. Esto es, de modo que ker f = W.

Si {O;el,...,€,} es una referencia afin de E, entonces {O = (0), (€1),...,(€n);(0+€1+ -+
€n)}, donde f(0) = 1, es una referencia proyectiva de P(V') con la relacion usual entre coordenadas
afines y coordenadas homogéneas. Otro modo de expresar el punto unidad es (6+€1+---+¢é,) =
Ox*(€1+---+¢é,). A Hy lo denominamos hiperplano impropio o hiperplano del infinito y admite
por ecuacién xg = 0 con respecto a la referencia proyectiva antes mencionada.

A lo largo de esta secciéon supondremos siempre que estamos trabajando con referencias pro-
yectivas asociadas a referencias afines en la forma que hemos indicado.

Clasificaciéon afin de las variedades cuadraticas

Para clasificar las variedades cuadraticas desde el punto de vista afin tenemos que estudiar
la interseccion del hiperplano del infinito con la variedad cuadrética considerada. Se tienen las
siguientes alternativas:

i) El hiperplano del infinito esté contenido en la variedad cuadratica, entonces dicha inter-
seccion es el hiperplano del infinito.

ii) El hiperplano del infinito no esté contenido en la variedad cuadratica, entonces la inter-
seccion del hiperplano impropio con la variedad cuadratica es una variedad cuadrética en
dicho hiperplano, denominada wvariedad cuadrdtica del infinito.

Segiin se dé el primer caso o como sea, desde el punto de vista proyectivo, la variedad cuadréatica
del infinito cuando se dé el segundo caso, se tendréan las distintas posibilidades que pueden surgir
dentro de la clasificacién proyectiva de las variedades cuadraticas vista en la seccién anterior.
En particular, estdn descritas con detalle las respectivas clasificaciones afines de las variedades
cuadraticas en el plano afin (conicas) y de tales variedades en el espacio afin tridimensional
(cuédricas).

Si, con respecto a la referencia proyectiva asociada a una referencia afin {O;é1,...,é,}, la
matriz asociada a una variedad cuadratica C(w) es A, ago denota el menor complementario del
elemento 00 de A y Agg es el adjunto de dicho elemento, entonces:
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i) El hiperplano impropio Hy, estara contenido en C(w) si y sélo si la matriz agg es nula.

ii) La interseccion Ho,NC(w) serd una variedad cuadratica si y solo si la matriz agg es no nula.
En este caso, agg sera la matriz asociada a la variedad cuadrética del infinito Ho, N C(w)
con respecto a la referencia {(€1),...,(€,); (€1 + -+ + é&,)} del hiperplano impropio Ho.

4.2. Clasificacion afin las conicas.
Para clasificar las conicas desde el punto de vista afin tenemos que ver como es la interseccién
de la coénica con la recta del infinito.

Definicioén 4.1. Una coénica se dice que es de tipo:

1. Hiperbdlico, si la recta del infinito es una recta secante. Es decir, si la interseccién de la
coénica con la recta del infinito son dos puntos reales y distintos.

2. Parabdlico, si la recta del infinito es tangente.

3. Eliptico, si la recta del infinito es exterior. Es decir, si la intersecciéon de la cénica con la
recta del infinito son dos puntos imaginarios conjugados.

Se tienen asi los siguientes casos, de acuerdo con el rango de la matriz A:

1. Sirango A = 3, es decir, |A| # 0. En este caso se trata de una coénica ordinaria. Una conica
ordinaria de tipo hiperbélico se llama hipérbola, de tipo parabdlico se llama pardbola y de
tipo eliptico se llama elipse.

Por tanto, para ver de cual de estas tres conicas se trata tendremos que resolver el
sistema formado por la coénica y la recta del infinito, es decir,

w(@) = 0,
xg = 0,
o lo que es lo mismo,
a117% + ageri + 2a197102 = 0,
ro = 0,
cuyas soluciones dependen del discriminante A = a%Q — aj1a99. Si denotamos por Agg la
matriz adjunta del elemento agp de la matriz A, observamos que A = —|Ag|, teniéndose

asi las siguientes condiciones:

a) Apo < 0, entonces hay dos soluciones reales y distintas y por tanto la conica es una
hipérbola.

b) Agg = 0, entonces hay una solucién doble y por tanto la conica es una parabola.
Notese que en este caso el menor g es no nulo, pues la recta impropia no puede estar
contenida en la cénica ordinaria.

¢) Ago > 0, entonces hay dos soluciones imaginarias conjugadas y por tanto la conica es
una elipse. En este caso, si la conica es totalmente imaginaria, se dice que tenemos
una elipse imaginaria. Por el contrario, si la cénica es real, se dice que tenemos una
elipse real.

2. Si rango A = 2, entonces la conica es degenerada y tiene un tnico punto singular. Anali-
cemos como es la conica en este caso atendiendo a cada uno de los tipos posibles:

a) Apo < 0, entonces hay dos puntos del infinito de la conica que son reales y distintos.
Por tanto, la conica es el producto de dos rectas reales que se cortan en un punto
propio, el punto singular.
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b) Ago > 0, entonces la conica no tiene puntos (reales) en el infinito y decimos que es el
producto de dos rectas imaginarias conjugadas que se cortan en el tinico punto real
de la coénica que es el punto singular.

¢) Ago = 0, entonces la recta del infinito es tangente. Por la proposicion 3.5, la recta del
infinito debe contener el punto singular. En este caso, tenemos dos alternativas:

1) a11 = a12 = agy = 0, entonces la recta impropia esta contenida en la conica. Por
consiguiente, la coénica es el producto de la recta impropia por una recta propia.
2) a1 # 0 6 aze # 0, entonces la recta impropia no esta contenida en la conica. Por
tanto, la conica es dos rectas paralelas (reales o imaginarias). Para ver si son reales
o imaginarias, hay que hallar la signatura de la conica. Si sig(w) = (2,0) 6 (0, 2),
se tiene dos rectas imaginarias paralelas, y si sig(w) = (1,1), se tiene dos rectas
reales paralelas.
3. Si rango A = 1, existe una recta de puntos singulares, la conica es esa recta doble y
Ago = 0. Hay dos posibilidades:

a) ajp = a2 = azy = 0, entonces la recta impropia esta contenida en conica. Por consi-
guiente, la cénica es la recta impropia doble.

b) a;1 # 0 6 age # 0, entonces la recta impropia no esta contenida en la conica. Por
tanto, la conica es una recta propia doble (real)

4.3. Clasificacion afin de las cuadricas. Para clasificar las cuadricas desde el punto de
vista afin tenemos que ver céomo es la interseccién de la cuddrica considerada con el plano del
infinito. Una cuédrica se dice que es de tipo:

i) Hiperbdlico, si su interseccion con el plano del infinito es una cénica ordinaria y real.

ii) Parabdlico, si el plano del infinito esta contenido en la cuddrica o la interseccion de la
cuédrica con el plano del infinito es una cénica degenerada. Es decir, el plano del infinito
es tangente a la cuédrica.

iii) Eliptico, si su interseccion con el plano del infinito es una conica ordinaria totalmente
imaginaria.

Si, con respecto respecto a la referencia proyectiva asociada a una referencia afin {O; €1, €, €3},
la matriz asociada a la cuadrica es A, agy denota el menor complementario del elemento 00 de
Ay Agg es el adjunto de dicho elemento, entonces:

i) El plano impropio 74 estara contenido en la cuédrica si y so6lo si la matriz ag es nula.

ii) La interseccion de 7y con la cuddrica serd una conica si y solo si la matriz agy es no
nula. En este caso, agg sera la matriz asociada a la conica del infinito con respecto a la
referencia {(€1), (€2), (€3); (€1 + €2 + €3) } del plano impropio.

Teniendo esto en cuenta, cada uno de los casos anteriores se pueden expresar como:

i) Hiperbolico si y solo si la signatura de agg es (1,2) 6 (2,1).

ii) Parabolico si y so6lo si Agg = 0.

iii) Eliptico si y s6lo si la signatura de agg es (3,0) 6 (0, 3).

Se tienen asi los siguientes casos, de acuerdo con el rango de la matriz A:

I) Sirango A = 4, es decir, |A| # 0. En este caso se trata de una cuéadrica ordinaria. Una
cuadrica ordinaria de tipo hiperbélico se llama hiperboloide, de tipo parabdlico se llama
paraboloide y de tipo eliptico se llama elipsoide. Se tienen asi las siguientes condiciones:
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i) sig A = (4,0) 6 (0,4). En este caso, la conica del infinito no puede ser ni ordinaria
real, ni degenerada, ya que en tales casos la cuidrica tendria puntos, contradiccion.
Luego, la signatura de la matriz agg tiene que ser (3,0) 6 (0, 3), por lo que se dice que
se trata de un elipsoide imaginario.

i) sig A= (3,1) 6 (1,3), la cuadrica es ordinaria real no reglada, y se tienen las siguientes
posibilidades:
~sig agp = (0,3) 6 (3,0). En este caso, la cuadrica se denomina elipsoide real.
~sig agp = (2,1) 6 (1,2). En este caso, la cuadrica se denomina hiperboloide no reglado.
~Ago = 0. En este caso, la cuddrica se denomina paraboloide no reglado. Ademaés,
la signatura de agg es (2,0) 6 (0,2), ya que para otra posible signatura la cuadrica
contendria alguna recta.

iii) sig A = (2,2), la cuadrica es ordinaria real reglada. En este caso, no puede suceder que
sig apo = (3,0) 6 (0,3), ya que la conica del infinito debe contener puntos debido a
que la interseccién del plano impropio con una generatriz rectilinea debe ser no vacia.
Se tienen asi las siguientes posibilidades:
~sig agp = (2,1) 6 (1,2). En este caso, la cuadrica se denomina hiperboloide reglado.
~Agy = 0. En este caso, la cuddrica se denomina paraboloide reglado. Ademéas, la
signatura de agp es (1,1). En efecto, el plano impropio es tangente, luego existe un
punto impropio Py, conjugado a todos los puntos impropios. Por tanto, 7w, es el plano
polar de P, y dicho punto pertenece a la cuadrica. Ademas, sabemos que por P,
pasan dos generatrices, una de cada familia, que estan contenidas en el plano polar de
P,,. De esto se puede concluir que la conica del infinito son las dos generatrices que
pasan por Pu.

IT) Si rango A = 3, entonces la cuadrica es degenerada y tiene un sélo punto singular Q.

Notese que en este caso se satisface:

.-Un plano no puede estar contenido en la cuédrica.

.-Un plano es tangente si y s6lo si su intersecciéon con la cuadrica es una céonica degene-
rada.

.-Un plano es tangente si y sélo si contiene al punto singular.

Por tanto, si @ no esta en el plano impropio, esto es, Agy # 0, entonces la conica del
infinito es ordinaria y se dice que la cuadrica es un cono. En cambio, si () esta en el plano
impropio, esto es, Agg = 0, entonces la conica del infinito es degenerada y se dice que la
cuadrica es un cilindro.

Analicemos ahora los tipos posibles de cuéadricas de rango 3:

i) sig A= (3,0) 6 (0,3) Se tienen dos alternativas:
~Ago # 0, la cuddrica es un cono imaginario.
~Ago = 0, la cuadrica es un cilindro imaginario.
i) sig A= (2,1) 6 (1,2). Aqui las alternativas que se pueden presentar son:
~Si Agp # 0, la cuadrica es un cono real.
~Si Agp = 0, en este caso se tienen la posibilidades siguientes:
(a) Si la signatura de agg es (2,0) 6 (0,2), se trata de un cilindro eliptico real. La
coOnica del infinito son dos rectas imaginarias.
(b) Si la signatura de agg es (1, 1), se trata de un cilindro hiperbélico. La conica del
infinito son dos rectas reales.
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(c) Sila signatura de agg es (1,0) 6 (0,1), se trata de un cilindro parabdlico. La conica
del infinito es una recta doble.

IIT) Si rango A = 2, existe una recta de puntos singulares y la cuédrica es el producto de dos
planos que pasan por esa recta. Ademas, los puntos singulares estdn contenidos en el plano
impropio si y sélo si el rango de g es menor que 2.

Se tienen las siguientes posibilidades:

i) Sisig A= (2,0) 6 (0,2), la cuadrica es el producto de dos planos imaginarios:
~Si rango de agg es 2. En este caso se trata de dos planos imaginarios no paralelos.
~Si rango de agg es 1. En este caso se trata de dos planos imaginarios paralelos.

ii) SisigA = (1,1), la cuadrica es el producto de dos planos reales:
-Si rango de agg es 2. En este caso se trata de dos planos reales propios no paralelos.
-Si rango de agg es 1. En este caso se trata de dos planos reales propios paralelos.
-Si rango de aqgg es 0. En este caso se trata del producto del plano impropio por un
plano real propio.

IV) Si rango A = 1, se trata de un plano doble de puntos singulares. En este caso hay dos
posibilidades:

~rango agg = 1, la cuédrica es un plano propio doble.
~rango agg = 0, la cuddrica es el plano impropio doble.

4.4. Centro de una variedad cuadratica.

Definicion 4.2. Se llama centro de una variedad cuadratica a un polo del hiperplano del infinito,
caso de que exista y sea propio.

Segiin la ecuacion de la polaridad, pU = AP, el polo del hiperplano del infinito zg = 0 tendra
que cumplir las condiciones:

1 app apr .- aon X0
0 ajp aiir ... A1n )

1% = )
0 Gno Gnl --- Qnp Ty

o lo que es lo mismo,

apoTo + ap1x1 + -+ + appxy, # 0,
a10To + ap1xy + -+ appxy, = 0,

noTo + ap1T1 + -+ + appx, = 0.

Observacion 4.3. Notese que para una variedad cuadrética ordinaria con centro, las coordenadas
homogéneas del centro vienen dadas por

(Aog, Agl, Ce ,Aon), con Ago 75 0



Estudio afin 57

Ejemplo 4.4. Hallamos un centro, caso de que exista de la cuadrica C(w) = 2? —zz+yz+y—1 = 0.
Se trata pues de resolver el sistema

24y =
20—z =
1+2 =
—r+y =

#0,

I

I

co oD

11
202
tiene —2 + % = 0. Por tanto, el punto C' es centro de la cuadrica.

La solucion de este sistema es C'/( —1). Sustituyendo esta solucion en la primera ecuacion, se

Ejemplo 4.5. En el espacio afin tridimensional, hallamos los posibles centros, caso de que existan

de la cuadrica C(w) = —1 + 222 + 3y? = 0. Se trata pues de resolver el sistema
2¢ = 0,
3y = 0,
0z = 0.

Las soluciones de este sistema son C'(0, 0, 3). Sustituyendo estas soluciones en la primera ecuacion,
se tiene —1 # (. Por tanto, los puntos C' son centros de la cuddrica. Estos centros constituyen la

recta afin
z = 0,
y = 0.

A continuacién vemos algunas condiciones necesarias y suficientes para que una variedad
cuadratica tenga centro.

Proposicion 4.6. Sean H,, = P(W) el hiperplano impropio, C(w) una variedad cuadratica v f
la aplicacion lineal de polaridad. Entonces son equivalentes:
(i) C(w) tiene centro.
(ii) P(ker f) = P(ker fjy), donde fjy es la aplicacién lineal de polaridad de w restringida a
w.
(iii) rango(w)y) = rango(w) — 1, donde wyy es la forma cuadréatica w restringida a W.

Demostracion. Si una variedad cuadratica tiene centro, entonces el hiperplano impropio debe
estar en el conjunto imagen de la polaridad. Por tanto, dicho hiperplano debe contener a todos
los puntos singulares, esto es, P(ker f) C Hy. De ahi que P(ker f) C P(ker JE\W)

Por otro lado, si () € P(ker f|W) Tomando una referencia afin {C;é1,...,é,}, donde C es un
centro de C(w), se tiene que (¥) es conjugado a los puntos C, (€1), ..., (€,) que son los puntos
basicos de la referencia proyectiva asociada a la referencia afin. Por consiguiente, (¥) es punto
singular de @(w), esto es, (7) € P(ker f). Por lo anterior, hemos probado (i) implica (ii).

Veamos (ii) implica (iii). En efecto,

rango(w|y) = rango(ﬁw) = n — dim(ker f) = rango(f) — 1 = rango(w) — 1.

Veamos (iii) implica (i). Veamos que P(ker f) C Hoo, es decir, que todos los puntos singulares
son impropios. Supongamos que existiese un punto singular ) que fuese propio. Considerando la
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referencia afin {Q;é1,...,€,}, se tiene que la matriz asociada A es
0 0 . 0
A= 0 ail . Qln
0 ap1 .. apn

Por tanto rango(w) = rango(A) = rango(ago) = rango(wy ), contradiccion.

Como todos los puntos singulares son impropios, entonces H, pertenece al conjunto imagen
de la polaridad. Sea C un punto tal que su hiperplano polar sea Ho,. Veamos que C es propio y,
por tanto, C' es centro. Si C' fuese impropio, entonces Ho, seria tangente. Por lo que, Hy C C(w)
6 Hoo N C(w) es una variedad cuadratica degenerada en el espacio Hy.

Si Heo C C(w), entonces rango(wjyy) = 0 y rango(w) = 1. Por tanto, C(w) serfa el hiperplano
H, doble. En tal caso, como C € H,, C seria punto singular, contradiccion.

Si Hyo N C(w) es una variedad cuadratica degenerada en el espacio Hy, entonces C' seria un
punto singular de Hy, N C(w) siendo no singular de C(w). Por lo que dim(ker ﬁW) > dim(ker f).
De esto se tendria

n — rango(wy) > n + 1 — rango(w).
Por tanto, rango(w) — 1 > rango(wjyy), contradiccion.
Las contradicciones han surgido del hecho de suponer que C' es impropio. Por tanto, C es

propio y es un centro.
O

Corolario 4.7. Una variedad cuadratica ordinaria tiene centro si y solo si Agg # 0.

Demostracion. Apliquese la condicion (iii) de la proposicion 4.6. O

Corolario 4.8. En un espacio afin de dimensiéon mayor que 1, una variedad cuadratica con
un tnico punto singular @) tiene centro si y sélo si @ es el tinico punto singular de la variedad
cuadrética en el infinito.

Demostracion. Es una consecuencia directa del apartado (ii) de la proposicion 4.6. O

Observacion 4.9. Una cuadrica C(w) de rango 3 tiene centro si y solo si C(w) es un cilindro
elitpico (real o imaginario) o un cilindro hiperbolico.

Una conica C(w) de rango 2 tiene centro si y solo si C(w) son dos rectas paralelas (reales o
imaginarias).

4.5. Diametros e hiperplanos diametrales.

Definiciéon 4.10. Dada una variedad cuadratica C(w) con centro. Un didmetro de C(w), es toda
recta que contiene un centro y sélo uno.

La siguiente proposicién justifica la nocién de centro de una variedad cuadratica.

Proposicion 4.11. Sea C' un centro de una variedad cuadratica C(w). Si d es un didmetro no
tangente que pasa por C, entonces C es el punto medio de {A, B} = C(w) Nd, siendo A y B
puntos reales o imaginarios.
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-

Demostracion. Sea X € €(w) N d, entonces X = (A& + pd), donde (@) = C' y (d) = Dy es el

- -

punto del infinito del didametro d, y w(A€é+ ud) = 0. Como f(¢ d) = 0, se obtiene
AN2w(@) + pPw(d) = 0.

De esta ecuacion obtenemos

A = (/0@ d+Jw(d ),
B = (J=w@d+\Jwd e,

-

Al ser el didmetro d no tangente w(¢) # 0 y w(d) # 0. Hallando ahora la razén simple

-

(CAB) = (ABCD..) = (CDsAB) = Y210, “@_ -

—/—w(@ \/w(d")

—
Por lo que CA = —1.6@ . Lo que implica que C es el punto medio del segmento de extremos A
y B. O

Definicién 4.12. Dada una variedad cuadratica C(w) con centro en un espacio afin de dimensiéon
mayor que 2. Un hiperplano diametral de C(w), es todo hiperplano que contenga a todos los
centros.

Definiciéon 4.13. Dos didametros d y d’ se dicen que son conjugados respecto de la variedad
cuadratica C(w), si sus puntos del infinito son conjugados respecto de C(w).

Definicién 4.14. Un diametro es conjugado a un hiperplano diametral, si el hiperplano diametral
es el hiperplano polar del punto del infinito del didmetro.

Sea el hiperplano diametral upxg + w1x1 + -+ + upx, = 0, y un didmetro de direccién
(0,v1,...,v,). Para que el didmetro sea conjugado al hiperplano diametral, ha de verificarse
la ecuacién

Uuo 0

Ul U1
o) =A

Unp, Un

4.6. Proyectividad central de una cénica ordinaria con centro.

Definicion 4.15. Supongamos que se tiene una cénica con centro de modo que la recta del
infinito sea no tangente (no es de tipo parabolico), es decir, una conica ordinaria con centro.
Se llama proyectividad central 6 proyectividad de didmetros conjugados a la correspondencia que
asocia a cada diametro d un didmetro d de tal forma que los puntos del infinito de d y d’
son conjugados respecto de la coénica. Esto es, los diametros se corresponden a través de la
proyectividad inducida por la cénica en la recta del infinito.
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Si d y d' tienen por direcciones (v1,v3) y (u1,us) respectivamente, los puntos del infinito
(0,v1,v2) ¥ (0,u1,us) seran conjugados si

) 0
(0,v1,v2) | a0 @ a2 up | =0.
azy G21 Q22 Us

Por consiguiente, se tiene la ecuaciéon matricial
ail a2 u1
(Ul y UQ) =0
az1 a2 U2

ui(via1n + vaaie) + ua(viagr + veags) = 0.

Esto implica

Lo que es equivalente a que el par (viag) + vaags, —v1a11] — v2a12) es proporcional al par (uq,ug).
Un modo matricial de escribir este hecho es

p Ui — a1 a22 U1
U2 —ail —a12 V2

Como se esperaba, esto coincide con la ecuacién de la proyectividad inducida por conica en la
recta del infinito 7.

Proposicion 4.16. Sea C(w) una variedad cuadréatica ordinaria con centro y H un hiperplano
diametral con d su didmetro congujado. Si r es una recta secante paralela a d con r N C(w) =
{A, B}, entonces M = r N H es el punto medio del segmento de extremos A y B.

Demostracion. Sabemos que si Dy, es el punto impropio de d y de r, entonces el hiperplano H
es el hiperplano polar de Dy,. De donde se sigue que (M AB) = (ABMDy,) = —1. Por tanto,
M es el punto medio del segmento de extremos A y B. O

Observacion 4.17. En la proposicién anterior, si uno considera la simetria s segiin el hiperplano
diametral H y de direccion d, se obtiene que s(C(w)) = C(w).

4.7. Asintotas.

Definiciéon 4.18. Dada una variedad cuadratica C(w) con centro. Se llama variedad cuadrdtica
asintotica de C(w), a la variedad cuadratica tangente a la variedad cuadratica desde un centro.

Si C(w) es ordinaria, entonces el centro es el tnico punto singular de la variedad cuadratica
asintotica cuyo rango seria n. En particular, cuando C(w) es una cuadrica ordinaria con centro,
se tendra un cono asintotico.

Pasamos ahora a considerar conicas en el plano afin real.

Definicién 4.19. Se dice que una recta propia r es asintota de una coéonica C(w), si es tangente
a C(w) y hay un punto no singular Py, = (p) de r N C(w) contenido en la recta impropia. Por
consiguiente, como para todo X = (Z) de una asintota r se tiene f(7, Z) = 0, entonces r = f(Px).
Esto es, Py es un punto de tangencia no singular de 7.

Proposicién 4.20. Una conica C(w) tiene asintota si y sélo si C(w) es de tipo hiperbélico.
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Demostracion. Veamos que si C(w) tiene asintota, necesariamente es de tipo hiperbélico. En
efecto, denotando por r a la recta impropia y por r a una asintota, se tiene que existe (p) = Px
un punto no singular de r N ry N C(w). Ademas, puesto que ro, N C(w) # @, roo €s secante o
tangente.

Si fuese ro, tangente, entonces f(p, &) = 0, para todo (¥) = X € ro. Luego r, es la recta polar
de P,. Como también se llega a que r es la recta polar de P, entonces r = r, contradiccion.
Luego, 7o es secante y la conica C(w) es de tipo hiperbélico.

Reciprocamente, veamos que si C(w) es de tipo hiperbélico, necesariamente tiene asintotas.
En efecto, en este caso ro es secante, por lo que no puede contener ningtin punto singular (en
tal caso, seria tangente, contradiccion). Ademas, si Ay, ¥ Boo son los dos puntos impropios de
la conica (que son no singulares), sus respectivas rectas polares son tangentes a la conica. Por
tanto, dichas rectas no pueden coincidir con r, y de ahi que sean asintotas de C(w). O

Para calcular la ecuacion de las asintotas sera suficiente obtener su direccién y un punto por
donde pasen.

Por ser las tangentes en los puntos impropios, el punto del infinito de dicha recta coincidira con
un punto del infinito de la cénica. Por tanto para calcular la direccion de las asintotas tendremos
que hallar los puntos del infinito de la conica. Es decir, resolver el sistema

2 2
a11x] + axnry + 2a1pr122 = 0,
rog = 0.

Si (vi,v92) indica la direccion de las asintotas, el punto (0,v1,vs) satisfara el sistema anterior.
Esto es,
a3 + 2a19v1v2 + agyvi = 0,
siendo a%Q — ajiage > 0. La asintotas son las polares de los dos puntos (0,v1,v2) que sean las
soluciones de la ecuacion anterior.
Hemos concluido que para que tenga asintotas, la cénica debe ser de tipo hiperbdlico:

- Si la conica tiene centro (es una hipérbola), la asintota tiene que pasar por el centro. En
efecto, el centro es conjugado de todos los puntos del infinito y la asintota esta formada
por los puntos que son conjugados a cierto punto del infinito que esta en la conica.

- Si la conica tiene punto singular (es dos rectas propias reales que se cortan en un punto
propio), la asintota, al ser una recta tangente, tiene que pasar por el punto singular Q.
Ademés, la asintota r = Py Q) esta contenida en la conica.

4.8. Ecuacion diagonal afin de una variedad cuadratica.

Definiciéon 4.21. Una referencia afin {O;eél,...,é,} se dice que es autoconjugada con respecto
a una variedad cuadrética, si los puntos basicos de la referencia proyectiva asociada {O, (€1),
,(€,);0+ (61 + -+ é,)} forman un n + 1-vértice autoconjugado.

Proposicion 4.22. Una referencia afin {O;éy, ..., é,} se dice que es autoconjugada con respecto
a una variedad cuadrética C(w) si y so6lo si la ecuacion, denominada ecuacion diagonal afin, de
C(w) con respecto a dicha referencia toma la forma

ap + a1yt 4+ -+ anyl =0,

donde (y1,...,yn) denotan las coordenadas afines de un punto.
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Demostracion. Si  {O;é1,...,6,} es autoconjugada, entonces para la referencia
{0,(e1), ...,{(€n); O+ (&1 + -+ + é,)} la ecuacion de C(w) es
apri + a1t + - + aprl = 0. (4.5)

Dividiendo por 3, se obtiene

ao + a1yi + -+ + any;, = 0.
Reciprocamente, si esta es la ecuacion de C(w) con respecto a la referencia afin, entonces (4.5) es
la ecuacion de C(w) con respecto a la referencia proyectiva {O, (€1), ..., (€,); O+ (€14 +€n)}.
Por tanto, los puntos basicos de esta referencia forman un n 4 1-vértice autoconjugado. O

Proposicion 4.23. Sea C(w) una variedad cuadratica. Una referencia afin {O;eéy,
...,€y} es autoconjugada con respecto C(w) si y sélo si O es un centro o un punto singular
propio y {€1,...,€,} son direcciones conjugadas dos a dos. Ademas, en dicho caso, la ecuacién
diagonal afin correspondiente,

ap + a1yi + asys + - + apys =0,

es tal que ag = w(€), donde (¢) = O y (¢+é1+---+¢é,) =C+ (é1+ -+ &,). Se tiene que
ag # 0 cuando O es centro y ag = 0 cuando O es punto singular propio.

Demostracion. Si {O;eéy,...,é,} es autonjugada, entonces O y (e;) son conjugados. Por tanto,
todos los puntos del hiperplano impropio son conjugados a O. Si O no es punto singular, entonces
el hiperplano polar de O es el hiperplano impropio. Por tanto, O es un centro de C(w).
Reciprocamente, si O es un centro o un punto singular propio y {é1,...,é€,} son direcciones
conjugadas dos a dos, es immediato que {O; €7, ..., €,} es autoconjugada. 0
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4.9.

1.

Ejercicios.
Clasificar desde el punto de vista afin, segiin los valores de A, las cuadricas:
Ae? 492 — 222 + 22y — 2z + 2y + 1 = 0.

En el espacio afin y respecto de una referencia afin, se consideran las cuadricas que, para
a € R, admiten por ecuaciéon:

22+ 2% — 20y + 2z + 22 +az+ 1 =0.

Clasificar dichas cuédricas para los distintos valores de .
Dada, en el espacio afin real y respecto de una referencia afin, la cuadrica € que, para
ciertos a,b € R, admite por ecuacion:

a+x? + 2y + 02 + 20y +yz = 0.

Se pide clasificar € desde el punto de vista afin para los distintos valores de a y b.
En el espacio afin y respecto de una referencia afin, considérense las cuadricas que, para
a € R, admiten por ecuacion:

22 =2 ot — 2224+ 2yz 4+ 20 +1=0.

Clasifiquense, segun los valores de «, dichas cuédricas.

Clasifiquense las cuadricas del espacio afin que, respecto de una referencia afin, admiten
por ecuaciones:

(a) 22 +y? + 22 + 22y — 622 + 2yz + 20 — 6y + 22+ 1 = 0.

(b) 2?2 +y? + 22 —daz — 4y +2=0.

(c) y* + 4wz +1=0.

Hallar las respectivas ecuaciones diagonales afines.

Hallar la ecuacion del diametro del punto (0,1,4) en la conica:

4y? — by — 22+ 3y +1 = 0.

Hallar la ecuacién de una cénica ordinaria que sea tangente a los ejes de coordenadas, con
centro (1,1) y de la cual se conocen las rectas conjugadas x +y =0y z+y+1 = 0.
(Sugerencia, hallar primero la conica tangencial)

a) Hallar el polo de la recta = + 2y + 7 = 0 con respecto a la conica

2 —zy+y—3z—-1=0.

b) Hallar un centro de dicha conica, caso de que exista.
¢) Hallar una referencia afin autoconjugada y la ecuacion diagonal afin correspondiente.
., De qué tipo de conica se trata?.
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10.

11.

12.

13.

Variedades cuadraticas

En el plano afin, una parébola € tiene su punto del infinito en la direccion del eje de
coordenadas OY, una recta paralela al eje OX es tangente a € en el punto (1,1) y € pasa
por el punto (2,0). Dar la ecuaciéon de C.
Se da un tridngulo OAB en el plano afin. Se pide:

a) Calcular la ecuacion general de las parabolas circunscritas a OAB.

b) Calcular el lugar geométrico de los puntos de las pardbolas cuya tangente es paralela

a la cuerda OA.

En el espacio afin tridimensional y fijada una referencia, hallar:

a) La ecuacion del lugar geométrico de las rectas que unen pares de puntos que se obtienen
r—1 y—1 .
= Z—— = z, por el sistema de planos paralelos

al cortar el eje OZ y larectar =
am=x+y+ z = 0. Describir la superficie obtenida.
b) Hallar el plano paralelo al plano XY que corte a dicha superficie segin dos rectas.
Sea el elipsoide
x2+y2+z2—2x—2y:0.
Hallar la ecuacién de la cuéadrica que pasa por (—3,0,2) y que tenga como cono asintotico
la cuadrica tangente desde (1,2,0) al elipsoide dado.
Hallar la ecuaciéon del cilindro que contiene a la cénica
224y —z+1=0,
z =0, }

vy que sus generatrices son paralelas a la recta

{ x =z,
r=
Yy = z.
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TEMA V

5. VARIEDADES CUADRATICAS. ESTUDIO EUCLIDEO

5.1. Variedades cuadraticas en el espacio euclideo. Supondremos ahora que estamos
en el espacio afin euclideo F. Es decir, hay definido un producto escalar en la direccién de dicho
espacio afin que nos permite definir angulos, distancias, etc... Asimismo, se asume que todos los
objetos geométricos estan dados con respecto a referencias euclideas {O;y, ..., u,}. Esto es,
referencias afines donde la base {7, ..., 4, } es ortonormal (compuesta por vectores unitarios y
ortogonales dos a dos).

Si W es la direccion del espacio afin euclideo E, entonces el hiperplano impropio es Hoo = P(W)
y hay definido sobre W el producto escalar (-,-). Dicho producto escalar sirve para establecer el
isomorfismo lineal b : W — W*, definido por »(wW)(y) = (W, y), para todo § € W. Noétese que si
w* € W*, entonces b~ (w*) es el vector de W tal que (b~ (w*), ) = w*(%), para todo i € W.

Definicién 5.1. Se llama referencia normal de una variedad cuadratica C(w), a toda referen-
cia euclidea que sea autoconjugada con respecto a C(w). Se denomina ecuacion reducida de una
variedad cuadratica, a la ecuacion de la variedad cuadratica con respecto a una referencia normal.

Veremos que, segtn la definiciéon anterior, las variedades cuadréticas que admiten referencias
normales son las que tienen centro o punto singular propio. Mas adelante, estableceremos la
nocién de referencia normal para las variedades sin centro y sin punto singular propio.

Proposicion 5.2. Sea C(w) una variedad cuadratica definida en un espacio afin euclideo E con
forma polar f y denotamos por Hs, = P(W) el hiperplano impropio. La referencia euclidea
{O;y,...,1U,} es normal si y sélo si O es un centro o un punto singular propio y {uy,...,U,}
es una base ortonormal de W formada por vectores propios de la aplicacién lineal b~! o JE\W :
W — W, donde ﬁW : W — W* es la aplicacién lineal de polaridad de wyy . Notese que
h=to ﬁw(w’),g’) = ﬁw(qﬁ)(gj’) = fiw(W,¥), para todo § € W. Ademads, en tal caso, la ecuacién
de la variedad cuadréatica con respecto a la referencia normal es

w(@) + Ayl + -+ Ay = 0,

donde (&) = O, (G+i1+++1ip) = O+ (W1 ++--+1pn) y \i es el autovalor de b~? of|W asociado
al autovector u;.
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Demostracion. Si{O;uy,...,u,} es normal, entonces, para ¢ = 1,...,n, O es conjugado al punto
(t;). Por tanto, si O € C(w) es un punto singular propio de C(w) y si O ¢ C(w) es un centro. Por
otro lado, como para i # j, se tiene f(u;,4;) = 0, se tiene que

Lo f|W ;) Zf Uy, Uj)U; = f(Us, U)W = N\l

7=1

Luego #; es un vector propio de b~! o ﬁW asociado al autovalor \; = f(;, i;).

Reciprocamente, si O es centro o punto singular propio de C(w), entonces es conjugado a todo
(@;), i = 1,...,n. Ademas, si %; es un vector propio de b=! o Jiw asociado al autovalor A;, se
tiene que la ecuacion de C(w) con respecto a {O; 1, ..., Uy} es

w(@) + Myt + -+ Ayh =0,

donde ¢ es tal que

(=0 y O+t + -+, =(CH+u+- - +1y). (5.6)
Por tanto, {O; 1, ...,u,} es una referencia normal con respecto a C(w). O
Observacion 5.3. El computo de w(€) es simplemente tomar las cordenadas afines (cq,...,¢,) de

O segun la referencia que se esté inicialmente usando y sustituirla en la ecuacion de C(w) con
respecto a dicha referencia euclidea. El valor numérico obtenido es w(¢).

Fijamos una referencia euclidea & = {O’; i}, ..., 4, }. Sean Ay ago la matriz asociada a C(w)
y el menor complementario de agg, respectivamente.

Corolario 5.4. En las mismas condiciones que en el lema anterior y si A es la matriz asociada
a C(w) con respecto a una referencia euclidea & = {O';u},...,u,}. Una referencia euclidea
{O; 1y, ..., Uy} es normal si y sélo si O es un centro o un punto singular propio y {u1,...,u,} es
una base ortonormal asociada tal que cada i; corresponde a vectores columnas que son vectores
propios de la submatriz oy de A.

Demostracion. Obsérvese que con respecto a la base {d},...,u,} de &€ = {O;d),...,d,}, se
tiene
—»/ —»/
1o f|W z E f 17 § azg
Por lo que la matriz asociada a b~! o f‘W es agp- De esto se sigue el corolario. O

5.2. Variedades cuadraticas ordinarias con centro: ecuacién reducida. Sea C una va-
riedad cuadrética ordinaria con centro que tiene de ecuacion X*AX = 0 con respecto a la refe-
rencia euclidea {Oq; Wy, ..., w,}. Ello quiere decir que si {¢, 1, ..., w,} es tal que (¢1) =01 y
(€1 + Wy + -+ ) = O1 + Wy + -+ + Wy, es la matriz asociada a una forma cuadratica w que
define € con respecto a la base normalizada {é, w1, ..., w,}.

Ademas, sabemos que, con respecto a {Oq;wWh,...,wW,}, el centro O tiene por coordenadas

homogéneas (Ago, Ao1,---,Aon) y por coordenadas afines euclideas (ﬁ—gé, ol ‘jg") Por tanto,
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c=0a+ A—g;dfl +- 4 %wn es tal que (€) = O y satisface las condiciones (5.6). Se tiene
%
S Ao, Aon Aoy Ay 0 [A|
w(CI+A—()(]w1++A—()Own):(1’A_(m”A_W) ) :A—OO
0
Ademés, si Aq,..., A\, son los autovalores de la matriz «gg, entonces una ecuaciéon reducida de C
es
A
Ago

Como en este caso Agg # 0, todos los autovalores \; son no nulos.

Definicion 5.5. Si son iguales todos los autovalores A; de gy de una variedad cuadratica
|A \

ordinaria con centro C(w), se dice que C(w) es una esfem Si 4— y A; tienen distinto signo, la

esfera es real. En cambio, la esfera es imaginaria, si +—— -y A tlenen el mismo signo.

5.3. Variedades cuadraticas ordinarias sin centro: ecuacién reducida. Una variedad
cuadratica ordinaria sin centro tampoco tiene puntos singulares. Por tanto, no existe una re-
ferencia normal para una tal variedad cuadrética. Luego una ecuacién reducida, en el sentido
de la definicién 5.1, no tiene. Sin embargo, vamos a elegir una cierta referencia de modo que la
ecuacion de la variedad cuadratica sea lo mas diagonal posible.

Si la variedad cuadratica ordinaria C(w) no tiene centro y A es la matriz asociada para una
cierta referencia euclidea & = {O';d}, ..., 4}, el adjunto Agy es cero. Ello quiere decir que el
hiperplano impropio Hs, = P(W) es tangente a C(w). Luego existe un punto (#;) € C(w) N
Hy tal que su hiperplano polar f({i#)) = Haso. Ademas, tomamos @, tal que (i, @) = 1. Si
consideramos la aplicacion b~ o ﬁW : W — W, donde ﬁW : W — W* es la aplicacion lineal de
polaridad de wyyy, entonces 0 es un valor propio y @ es un vector propio asociado a 0. Obsérvese
que ("1 o flw (@), @) = f (@, @) = 0.

Ahora como gy es la matriz asociada a b~! o f|W con respecto a la base {u},...,u,} vy
es simétrica, se tiene que aqg es diagonalizable y admite n valores propios 0, Ao, ..., A,. Sea
{t, Ua, .. un} una base ortonormal de vectores propios cuyo primer vector es el iy fijado
anteriormente, entonces los hiperplanos polares f((i)) = - Hoo, f F((@)), ..., f({i@,)) son distintos
e independientes (como C(w) es ordinaria, la polarldad f y la aplicacion lineal de polaridad f
son biyectivas). Por tanto, Hoo N f({@2)) N -+ N f((un>) = (@) es un unico punto y f(<u2>) N

-0 f({(@,)) = r una recta propia, porque r QZ H. Notese que (uy) € ry si P = (p) # (uy)
estd en r, se tiene que

FB,@1)° = wpw(@) = f(5,71)° - w(B) - 0= f(5,d1)° #0,

ya que al ser P punto propio no es conjugado a (7). Luego r es una recta secante a C(w) con 7N
C(w) = {0, (1)} con O punto propio. Ahora considerando la referencia euclidea {O; iy, U, . . . , Uy }
y tomando ¢ tal que (6) = Oy (C+ Uy + Uz + -+ Up) = O + Uy + Uz + - - - + Uy se tiene que la
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matriz asociada a w respecto de la base {¢, 4y, Ua,...,U,} es
0 f@éay) 0 .. 0
f(é y) 0 0 .. 0
0 0 Ao .. 0
0 0 e
0 0 e M
Poniendo p = f(¢, 41), se tiene que la ecuacion de C(w) con respecto a {O; iy, Us, ..., Un} €S

2py1 + Aoy + -+ + Agyp = 0.

En esta situacion, se adopta el convenio de denominar ecuacion reducida de C(w) a esta ecuacion.
Notese que al ser C(w) ordinaria, los valores propios Ag, ..., A, son no nulos. Ademaés, utilizando
la matriz de paso entre la referencia inicial y la referencia que nos da nuestra, asi llamada,
ecuacion reducida, se tiene que

0 f(@id) 0 .. 0 1 0 ... 0 1 0 ... 0
f(¢ ) 0 0 . 0 L piu ... P L puu ... P
0 0 A2 0 | =] ¢ pa ... pam | A| @ P21 ... P |,
0 0 .
0 0 An Cn Pnl1 .-+ DPnn Cn Pnl --- Pnn
donde
pir ... Pin
P— P21 ... DP2n
Pn1 -+ Pnn
es una matriz ortogonal, se tiene que |A| = —f(¢ @1)?X2... \p. Por tanto, Ag,...,\, son los
autovalores no nulos de agg y
oo lA
Ao An
La ambiguedad en el signo de p en este computo, viene dada del hecho que también podriamos
haber considerado la referencia {O; —ii1, s, ..., 4, } y en este caso la ecuaciéon seria

—2py1 + Aays + -+ Anyi = 0.

Al punto O se le denomina vértice de C(w) y a la recta O+ Ry se denomina eje de C(w). Notese
que la rectas O + R, i = 2,...n, son rectas tangentes a C(w) en el vértice O y el hiperplano

O + Riy + - - - + R, es el hiperplano tangente a C(w) en O y coincide con el hiperplano polar
de O.

Observacion 5.6. También si (0,v1,...,v,) representa (i) = Hoo N C(w) de modo que v1@W) +
-+ 4 v, U, = U1, entonces

n
0 21:1 ap;V;
U1 0

n
p=f(Cu)=(1,c1,...,cn)A =(1,c1,...,6n) :ZCLOiUi-
1=1
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5.4. Variedades cuadraticas cuyo espacio de puntos singulares es de dimensién m:
ecuacion reducida. No consideraremos el caso en que la variedad cuadratica C(w) sea el hi-
perplano impropio doble o sea el producto de un hiperplano propio por el hiperplano impropio.
En geometria euclidea, el estudio de estos dos casos no tiene sentido. Esto es, Hy € C(w).

(I) Si el espacio P(ker f) de puntos singulares es propio (ndtese que, en este caso, nuestra
variedad cuadrética no tiene centro). Supongamos que los puntos del infinito de P(ker f) es-
tan determinados por los vectores unitarios y ortogonales dos a dos {ui,...,un,}. Esto es,
Plker f) N Hoo = P(Rid + -+ + Riiy,). Estos son vectores propios de aqg asociados al valor
propio cero. Tomando O un punto propio de P(ker f) y completamos los vectores anteriores para

obtener una base ortonormal {u1,...,Un,...,U,} de vectores propios de agy. Una referencia
normal es {O;U1,...,Upn,...,U,} vy la ecuacion reducida correspondiente viene dada por
2 2
>‘m+1ym+1 +oeeet )‘nyn = 07
donde A\p,41, ..., A, son valores propios no nulos de oy (si A; = 0,7 =m+1,...,n, (4;) seria

singular, contradiccion).
(IT) Si el espacio P(ker f) = P(Ruy + - -+ + Ruyy, + Ruyp41) de puntos singulares es impropio
(consideramos {1, ..., U, Un+1} unitarios y ortogonales). Entonces H, estd en el conjunto

imagen de la polaridad. Ademas, si P = (p) es tal que f(P) = Ho, entonces cualquier otro
punto R tal que f(R) = Hy es de la forma R = (A\p'+ @), donde X\ # 0 y @ € ker(f). Asi, existe
un subespacio S = P + P(ker f) de dimensién m + 1, cuyos puntos no singulares tienen a H,

como hiperplano polar. Hay dos alternativas:

(a) S ¢ Huo. Entonces tomando un punto propio O de S (que serfa un centro) y una base
ortonormal {1, ..., @4, Un+1,--.,U,} de vectores propios de agp, se tiene que

{O;Ul, <oy Umy Umet1y - - - ,Un}
es una referencia normal y la ecuacién reducida correspondiente es
2 2 _
ao + )\m+2ym+2 et )\Tbyn - 01

donde ag = w(E), ¢ se elige de modo que cumpla las condiciones (5.6) ¥ Am+2,. .., A, son
los valores propios no nulos de agg (si A\; =0, i =m+2,...,n, (4;) seria singular).

Observacion 5.7. Un modo alternativo de calcular ag = w(é): si (c1,...,¢,) son las coor-
denadas afines euclideas del centro elegido O, entonces se tiene que

apg = agpo + ap1Ci + -+ agnCn.

(b) S C Hw. En este caso sean {1, ..., Un, Um+t1, Um+2} unitarios y ortogonales dos a dos ta-
les que P(ker f) = P(Rui+- - +Rupm+Rumy1) y § = P(Rur+- - -+ Ry + R 1+ Rt 42).
Notese que f((@m+2)) = Heo. Luego iy, 12 es un vector propio de agg asociado al valor pro-
pio 0. En este caso no hay referencia normal, ni ecuacién reducida en sentido estricto. Sin
embargo, como en ocasiones anteriores, se puede buscar una referencia cuya ecuacion co-
rrespondiente sea lo mas sencilla posible. Ademas, como Hy, € C(w) (esto quiere decir que
ago es no nula y no todos sus autovalores son 0), se tiene que S # H,. Es decir, m+2 < n.
Completamos los vectores anteriores para obtener {u1, ..., Um+1, Um+2, Um+3, - - - , Un } UNA
base ortonormal de vectores propios de agg. Entonces se puede deducir que los hiper-

planos f((@mn+3)),..., f({(@,)) son hiperplanos propios que son independientes. Luego
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F((@mys))N---Nf((i,)) es un subespacio proyectivo P(L) de dimensién n—(n—(m+2)) =
m + 2. Ademas, si X € P(L) N Hy, entonces X € S. Luego P(L) N Ho = S. Luego P(L)
es un subespacio de dimensiéon m + 2 propio.

Adicionalmente, se tiene que P(L)NC(w) es una variedad cuadratica en el m+ 2-espacio
P(L) que es el producto del m+1-espacio impropio S y un m+1-espacio propio 7. En efecto,
como S es un hiperplano de P(L) y S C P(L)NC(w), entonces P(L)NC(w) tiene rango dos
a lo sumo. En el caso, de que sea de rango 0. Esto es, P(L) C C(w) un punto propio de P(L)
serfa singular de C(w). Por otro lado, rango de P(L)NC(w) es 1 siy solo si P(L)NEC(w) = S2.
En tal caso, un punto propio de P(L) seria centro de C(w), cosa que ya vimos no puede ser
en este caso. Por tanto, P(L) N C(w) es rango 2 y es el producto de dos hiperplanos reales
y distintos de P(L). Es decir, P(L) N C(w) = S.7 como se apuntd anteriormente. Tomando
ahora un punto propio O de 7 y considerando la referencia {O; 41, ..., Wnt1, Um+2, Um+3,
..., Up}, denotando p = f(€, Up+2), donde € se elige de modo que cumpla las condiciones
(5.6), la ecuacion correpondiente es

2DYmt2 + Amt3Y i3+ + Anyp = 0.

Ademas, si para la referencia inicial {O'; 4, ..., 4}, las coordenadas de O son (cy, ..., ¢,)
Y Umt2 = 01Uy + -+ - + vp i, entonces
0 D i1 Qoivi .,
p=(1,c1,...,cp)A Ul =(1,c1,...,¢n) 0 :Zagivi.
Un, 0 =

Esto es, en realidad p no depende del punto propio O de 7 elegido, sino del vector @, +2.

Notese que el hiperplano polar de O es la extension proyectiva del hiperplano afin
O + Ry + -+ + Rilyp1 + Rl + - -+ + Ry, v @42 es perpendicular a este tltimo
hiperplano.

Definicién 5.8. Un punto O es un vértice de una variedad cuadratica C(w) sin centro y sin punto
singular propio, si O € C(w), es propio, no singular y existe un vector @ no nulo, perpendicular
al hiperplano polar de O tal que el hiperplano polar de () es el hiperplano impropio.

Hasta ahora las tnicas variedades que tienen referencia normal y ecuaciéon reducida son las
variedades cuadraticas con centro o con punto singular propio. Para las variedades cuadraticas
restantes establecemos estas nociones en el modo siguiente.

Definicién 5.9. Para una variedad cuadratica C(w) sin centro y sin punto singular propio, una
referencia euclidea {O;y,...,u,} se dice que es normal, si la referencia proyectiva asociada
{0, (1), ..., (U); O+t +---+1y,} es tal que los puntos basicos son conjugados dos a dos salvo
O y un unico (;), teniéndose ademéas que O y (u;) son autoconjugados. La ecuacion de C(w)
con respecto a una tal referencia viene dada por

MYT A+ N1y + 20y + Ny + o+ Ay = 0,
y se denomina ecuacion reducida de C(w).
Ejes de una variedad cuadratica

Definiciéon 5.10. Se dice que una recta propia r es un eje de una variedad cuadratica C(w), si
satisface al menos una de las siguientes condiciones:
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(a) r contiene dos centros;

(b) r contiene dos puntos singulares propios,

(¢) r es un didmetro tal que su punto impropio es perpendicular a su hiperplano polar (que
es propio),

(d) r contiene un punto singular propio y su punto impropio es perpendicular a su hiperplano
polar (que es propio).

(e) la variedad cuadrética es sin centro y sin punto singular propio, r pasa por un vértice O
y el punto impropio (@) de 7 es tal que satisface una de las siguientes condiciones:
(i) (@) es un punto singular;
(ii) (&) es perpendicular al hiperplano polar de O;
(iii) (u) es perpendicular a su hiperplano polar.

Lema 5.11. Una recta propia r es un eje si y solo si su direccion i es un vector propio de
h—1 of‘W W — W, donde f‘W W — W™ es la aplicacién lineal de polaridad de w)yy, y contiene
un centro o un punto singular propio o, cuando la variedad cuadratica es sin centro y sin punto
singular propio, r contiene un vértice de la misma y r es perpendicular o esta contenida en el
hiperplano polar de dicho vértice.

Demostracion. Sea r un eje. Si r contiene dos centros, entonces el punto del infinito de r es
singular. Por lo que esta determinado por un vector @ tal que (b~! o f‘W( ), y) = f(u,9) =
para todo i € W. Luego # es un vector propio asociado al valor propio 0.

Si r contiene dos puntos singulares, entonces el punto del infinito de r también es singular.
Por lo que esté determinado por un vector propio i asociado al valor propio 0.

Si r es un didmetro tal que su punto impropio (i) es perpendicular a su hiperplano polar (que
es propio). Entonces, para todo vector ortogonal ¢ ortogonal a #, se tendra f (@, ) = 0. Tomando
4 unitario,

bt o flw (@), 5) = f(@,5) = (i@, §) f (@, @). (5.7)
Por tanto, b~! o ﬁW("') = w(u)u.

Si 7 contiene un punto singular propio y su punto impropio (%) es perpendicular a su hiperplano
polar (que es propio). Entonces tomando # unitario y procediendo como en (5.7), se obtiene que
4 es un vector propio asociado a w(u) no nulo.

El caso en que la variedad cuadratica no tiene centro, ni punto singular propio y r pasa por un
vértice O. Si el punto impropio (@) de r es un punto singular, @ es un vector propio de b=! o ﬁW
asociado al valor propio 0 y la recta r esta contenida en el hiperplano polar de O. Si (u) es
perpendicular al hiperplano polar de O, entonces el hiperplano polar de (@) es el hiperplano
impropio. Por tanto, % es un vector propio de de b~1 o f|W asociado al valor propio 0. Por tltimo,
si (i) es perpendicular a su hiperplano polar. Tomando # unitario y procediendo como en (5.7),
se tiene que b~ o f|W(1I) = w(®)u. Esto es, 4 es vector propio asociado al valor propio no nulo
w().

Reciprocamente, supongamos que r es una recta contiene un punto O que es un centro o un
punto singular propio o, cuando la variedad cuadratica no tiene centro, ni punto singular propio,
un vértice y su direccion i es un vector propio de b~! o ﬁW W —-Ww.

Si O es centro o punto singular propio y @ esta asociado al valor propio 0, entonces () es
conjugado a O y a todo punto impropio. Por tanto, (@) es punto singular. Luego todo punto r
es conjugado a todos los puntos de H,. Si O es centro, cualquier punto propio de r también lo
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es. Si O es punto singular, entonces la recta r esta constituida por puntos singulares. En ambos
casos, T €s un eje.

Si O es centro o punto singular propio y  estd asociado al valor propio A no nulo. Entonces
(@) es no singular y es perpendicular a su hiperplano polar que pasa por O. En efecto, para
todo 7 € W tal que (i,%), se tiene que f(#@,) = (b~1o ﬁW(U),@]'} = N, y) = 0, Ademas,
fli, @) = {p"to ﬁw(ﬁ),ﬂ’) = \(u, @) = A. Por tanto, también en este caso, r es eje.

Si O es un vértice y @ esta asociado al valor propio 0. Si O y (u) son conjugados, entonces
(@) es punto singular impropio y r seria eje. Si O y (@) no son conjugados, entonces r no esta
contenida en el hiperplano polar de O. Por tanto, @ es perpendicular al hiperplano polar de O.
Luego r serfa también eje en este segundo caso.

Si O es un vértice y @ esté asociado a un valor propio A no nulo, entonces es perpendicular a
todos los vectores propios asociados al cero. Por tanto, @ es paralelo al hiperplano polar de O.
De ahi que r esté contenida en dicho hiperplano. Ademas,

fla, i) = 6"" o fiw (@), d@) = A, @) #0,
y, si U es ortogonal a i,

Por tanto, el hiperplano polar de (i) es propio con direcciéon el conjunto de vectores @' que son
ortogonales a @. De ahi que r es eje. O

De este dltimo lema se deduce immediatamente la siguiente consecuencia.

Corolario 5.12. Sea C(w) una variedad cuadrética definida en un espacio afin euclideo E. La
referencia euclidea {O;y,...,u,} es normal si y sélo si O es un centro o un punto singular
propio o, si C(w) es sin centro y sin punto singular propio, un vértice y {i1,...,u,} es una base
ortonormal de la direccién de E, de modo que las rectas O + Rii; son ejes de C(w).

Veamos la nocién de vértice en un sentido general relativa a cualquier forma cuadratica.

Definiciéon 5.13. Dada una variedad cuadratica C(w) en un espacio afin euclideo E. Se denomina
vértice de C(w), a todo punto propio que esté en la interseccion de un eje con C(w).

Lema 5.14. Si C(w) es una variedad cuadratica en un espacio afin euclideo E'y P es un punto
de F, entonces son equivalentes:

(i) P es un vértice de C(w)

(ii) P es un punto singular propio o es un punto no singular propio de C(w) tal que el punto
impropio determinado por la direccién perpendicular al hiperplano polar f(P) de P es
conjugado a los puntos impropios determinados por las direcciones paralelas a f(P)

(iii) P es un punto singular propio o es un punto no singular propio de C(w) tal que el punto
impropio determinado por la direccién perpendicular al hiperplano polar f(P) de P esta
determinado por un vector propio de h=' o ﬁW : W — W, donde h : W — W?* es la
aplicacion lineal de polaridad de wyy y P(W) es el hiperplano impropio.

Demostracion. Para (i) implica (ii). Si P es un vértice, entonces P € r N C(w), donde la recta r
es un eje.
Si el eje r contiene dos puntos singulares, entonces el vértice P es singular.
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Si el eje r contiene dos centros, entonce r N C(w) = Qs, donde Qo es un punto singular
impropio.

Si se tiene que el eje r = @ + Ra, donde @ es un punto singular propio y (@) es no singular
tal que u es perpendicular a su hiperplano polar f((@) Si P # @, P es conjugado a Py a Q.
Luego P es conjugado a (). Luego, como () es conjugado a Py a @, la recta r esta contenida
en f((@)). Lo que implica que (@) € f((i)), contradiccion. Por tanto, P = Q.

Si se tiene que el eje r = C' + R, donde C' es un centro y (@) es no singular tal que @ es
perpendicular a su hiperplano polar f((ﬁ)) En tal caso, si (¥) es un punto impropio conjugado
a P, como también es conjugado a C, entonces (¥) es conjugado a todos los puntos de r. En
particular () es conjugado a (i@). Luego si @ es paralelo f(P), entonces @ es paralelo a f((i)).
Por tanto, ' y 4 son perpendiculares. Es decir, @ es perpenndicular a f(P) y es conjugado a
todos los puntos impropios determinados por la direcciéon de ]?(P)

Si se tiene que el eje r = O + R, donde O es un vértice (C(w) no tiene centro, ni punto
singular propio), entonces se tiene las siguientes posibilidades:

(a) (@) es un punto singular. En este caso, el eje r esta contenido en C(w), O es conjugado a

P y los hiperplanos polares de O y P coinciden, f ( )=1Ff (P) Luego, como el hiperplano
polar de la direccion i perpendicular a f ( y=1Ff (P) es el hiperplano impropio, se tiene
lo afirmado en el lema._

(b) @ es perpendicular a f(O). En este caso, f (( i)) es el hiperplano impropio y P, O, (i) €
C(w), no estando el eje r contenido en C(w) ((@) es no singular). Es decir, r es secante y
O = P. La conclusion del lema se sigue.

(c) @ es perpendicular a f((&)). Si f({@1)) es el hiperplano impropio, entonces @ y ; son
perpendiculares y conjugados. Ello implica que @ es conjugado a O. Luego, todos los
puntos de la recta r son conjugados a O. En particular, P es conjugado a O. Si P y O
fuesen distintos, la recta r estaria contenida en C(w). Esto no sucede, ya que w(u) # 0.
Por tanto, P = O y la conclusiéon del lema se sigue.

Para (ii) implica (iii). Si P es un punto singular propio, (iii) es obvio. Si P es un punto no

singular propio de C(w), entonces si @ es unitario y perpendicular al hiperplano polar de P,
entonces

"o fuw (@), 9) = (@, §) f (@, @) + f (i@, § — (i@ §)i) = (W@, ),
para todo % € W. Luego b~1 o ﬁW(u) w(w)d.

Para (iii) implica (i). Si P es un punto singular propio. Tomando un vector propio @ de
b 1of|W,T—P+RuesunejeyP€rﬂG( ).

Si P es un punto no singular propio. Sea # unitario y perpendicular al hiperplano polar f( P)
de P. Sabemos que, para todo §f paralelo a f(P), f(@,7) = (' o f|W( w),y) = Nu,y) = 0.
Ademas, (i) no es conjugado a P. De ahi que (i) es no singular y caben dos posiblidades:

(i) El hiperplano f (<u>) es el hiperplano impropio. En este caso, todos los puntos singulares

son impropios y no hay centros. Si hubiese algin centro C, el punto (&) seria singular,
contradiccion.

(ii) El hiperplano f((@)) es propio y paralelo a f(P).
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5.5. Apéndice: focos de una cénica ordinaria.

Lema 5.15. Sea C(w) una cénica ordinaria, una recta r es tangente si y sélo si su polo P
pertenece a C(w).

Demostracion. En efecto, si r es tangente, existird un punto P € r tal que P es conjugado a
todos los puntos de r. Por tanto, la recta polar de P es r. Como P pertenece a su recta polar,
entonces P esta en la conica. 0

Dado un punto P no perteneciente a una conica ordinaria, sea s su recta polar que no puede
ser tangente. Para cualquier recta r que pase por P, sea X = r N s. Estableceremos una co-
rrespondencia tal que a la recta r la hacemos corresponder ', que es la polar del punto X. Es
decir que los puntos X y X’ =7/ N s son conjugados respecto de la conica. La correspondencia
establecida de esta forma entre las rectas del haz de base el punto P es una proyectivividad,
denominada proyectividad subordinada por la conica en el punto P. Ademas, se tiene el resultado
siguiente.

Lema 5.16. Dos puntos X y X’ son conjugados respecto de una cénica ordinaria si y sélo si sus
rectas polares son conjugadas respecto de la cénica tangencial.

Demostracion. En efecto, si pU = AX y pU’ = AX’ entonces
U'ATIU =0 <= (AX)!A71(AX) =0 < X'AX' =0.
O

Definicién 5.17. Se llaman focos de una conica ordinaria, a los puntos del plano tales que la
proyectividad subordinada por la conica en ellos es tal que a cada recta le hace corresponder una
recta perpendicular.

Observacion 5.18. Noétese que un foco debe ser un punto propio, puesto que son paralelas todas
las rectas de un haz definido por un punto impropio.

Para calcular los focos procederemos de la siguiente manera: Sea F'(p1, p2) y consideremos una
recta r que pasa por F'| con vector director (v1,vs),

r = (v2p1 — vip2) — v2x + 1y = 0.
Para que F' sea un foco tiene que ocurrir que la recta perpendicular a r
' = (vip1 + vap2) — viz — vay =0,
sea conjugada de 7 respecto de la conica tangencial.
En particular, consideremos la recta que pasa por F'y tiene por vector director el (1,0), esto
es, la recta de coeficientes U; = (—po2,0,1). Su conjugada respecto de la conica tangencial sera

la recta que pasa por F'y tiene por vector director el (0,1), la recta Uy = (p1,—1,0). El hecho
de que U; y Us sean conjugadas respecto de la conica tangencial nos da la condicién

fr(U1,Us) = 0.
Por otra parte, toda recta r que pase por F'y tenga por direccion (v1,vy), tiene unas coorde-

nadas tangenciales,

V2pP1 — V1P2 P —p2
U= —V9 = V9 -1 + v 0 = v1U7 + vUs
U1 0 1
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y para su conjugada 1’ serd U’ = —voU; + v1Us. Poniendo la condiciéon de conjugacion
0= f*(U, U/) = UlUQ(w*(UQ) — w*(Ul),

de donde se deduce que
w*(Uy) = w*(U7).

Por tanto, para calcular los focos s6lo es necesario recordar que para las rectas Uy y Uy se
tiene que

[ (U, U2) = 0,
WHU) = w(Us).

Esto resulta un sistema de dos ecuaciones con dos incoégnitas que son p; y pe, las coordenadas
de un foco F(p1,p2). Al resolver dicho sistema, se obtendran los focos de la conica.

Definicién 5.19. Se llaman directrices a las polares de los focos.

EJERCICIOS:
2 2

(a) Mostrar que los focos de la elipse x_2 + ?2_2 =1, con a > b, son F(c,0) y F'(—¢,0), donde
a

c es el ntmero real positivo tal que a? = b% + 2.
2

(b) Mostrar que los focos de la hipérbola x_2 — Z—2 =1, son F(c,0) y F'(—¢,0), donde c es el
a
ntmero real positivo tal que ¢? = a? + b?.
(¢) Mostrar que el foco de la parabola y* = 2pz, es F(g, 0).

2

(d) Mostrar que el foco de la circunferencia x + y* = 72, coincide con el centro C(0,0).

5.6. Apeéndice: caracterizaciones métricas (euclideas) de las cénicas ordinarias reales.

Proposicion 5.20. En una elipse real, la suma de distancias desde un punto cualquiera de
la elipse a los dos focos es constante. Ademads, la distancia entre los focos es menor que dicha
constante.

Demostracion. Dada una elipse real C(w), consideramos la referencia normal para la cual la elipse
tiene como ecuacién

donde a > b > 0. Sabemos que en este caso los focos de la elipse son los puntos F'(c,0) y
F'(—¢,0), donde a® = b 4 ¢?. Sea X (z,y) un punto de la elipse, entonces la distancia d(X, F')
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viene dada por

dX,F)? = (z—c)+y°
2, 2 2 a?
= 2°+c —2xc+b(1—a—2)
2 b? 2
= x(1—¥)+a — 2xc
x2c?

xc
= —5+a*-2—a
a a

(- %)
= la——]) .
a
Anélogamente, se puede mostrar que
2
d(X,F')? = (a + E) .
a

2
x .
Ademés, sabemos que — < 1. Por tanto, —a < x < a. Por otro lado, se tiene que 0 < ¢ < q,
a

c
teniendo en cuenta que b # 0, lo que implica que 0 < — < 1. Por consiguiente,
a

xrc

—a < —a—-< <a— <a.

(&
a a

Luego

Finalmente, se puede afirmar que
d(X,F)+d(X,F') = 2a.
O

Notese que en el caso de que la elipse anterior fuese una circunferencia, se tendria a = b,

c=0y F =F' = (0,0). Por lo que el tnico foco coincide con el centro de la circunferencia y
d(X,F)=a.

Corolario 5.21. En una circunferencia real, la distancia desde un punto cualquiera de la cir-
cunferencia al centro es constante.

Reciprocamente.

Proposicion 5.22. Dados dos puntos F' y F' y una constante positiva 2a mayor que la distancia
entre F' y F', el lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de distancias a F' y F’ es
2a, es una elipse real.

Demostracion. Sea 2c la distancia entre F'y F’ y consideramos una referencia euclidea de modo
que (¢,0) y (—¢,0) sean las coordenadas de los puntos F' y F’, respectivamente. Por hipotesis,
2¢ < 2a y si X(z,y) es un punto del lugar geométrico y se denotan d = d(X, F) y d' = d(X, F'),
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entonces d + d = 2a. Ademés, como d? = 22 4+ 2 — 2zc+y? y d? = 2? + ¢® 4+ 2xc + y?, se tiene
que d? — d? = 4zc. Lo que implica

2a(d' — d) = (d' + d)(d' — d) = 4zec.

2xc
Por tanto, d —d = ——. Teniendo en cuenta que d + d’ = 2a, se sigue que
a

xc

d = a——,
a
xc

d = a+=.
a

Ahora, a partir de
e\ 2
(a— —) =2? + & — 2zc + o7,
a
se tiene
a’(a® — ?) = 2%(a® — ) + a2

2 _ 2, se llega a la ecuacion

Denotando b% = a

que es una elipse real. O

Si la distancia 2¢ = 0, entonces F' = F’ = (0,0) y se obtiene la ecuacion

$2+y2 = a’.

Por consiguiente, resulta la siguiente afirmacion.

Corolario 5.23. El lugar geométrico de todos los puntos equidistan de uno fijo F, siendo dicha
equidistancia un nimero real positivo a no nulo, es una circunferencia real.

Proposiciéon 5.24. En una elipse real, la razén entre la distancia de un punto a un foco y
la distancia de dicho punto a la correspondiente directriz es constante. Dicha constante es la

.. C
excentricidad e = — < 1.
a

Demostracion. Sea la elipse real
2 2
x
S+ =1
a b2
donde a > b. Por tanto, sabemos que los focos son F(c,0) y F'(—c¢,0), donde ¢ es un nimero real
no negativo tal que ¢ = a® — b. A los focos F' y F' le correponden las directrices rp = cx = a?
y rpr = cx = —a?, respectivamente.
Si X (z,y) es un punto de la elipse, sabemos por una demostracion de una proposicion anterior

que
dX,F) = a——,

AX,F') = a+=—.
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Calculamos ahora los cocientes mencionados en el enunciado, suponiendo que ¢ es no nulo,

dX,F) a— % B c(a—%) _c
d(X,rp) el afa— %) a

C

Para el otro foco F”
dX,F') a+% c(a+ ) -

= — —
d(X,rp)  letesl g (a4 Z8)

&
En el caso que ¢ = 0, se tiene F' = F’, la elipse es una circunferencia y la directriz es la recta del
infinito. Por tanto, la distancia d(X, F') = a y la distancia de X a la recta impropia es infinita,

ISE e

c
por lo que el cociente es 0 = —. 0
a

Observacion 5.25. La excentricidad de una elipse real es no negativa y menor que 1. Si la excen-
tricidad es nula, entonces la elipse es una circunferencia.

Un resultado reciproco al anterior es el siguiente.
Proposicion 5.26. Sea F' un punto y r una recta tal que F' ¢ r y e una constante positiva

menor que 1. El lugar geométrico de los puntos X tales que
d(X, F)

dx,r) ~©

es una elipse real, donde F' es un foco y r una directriz.

Demostracion. Sea k la distancia de F' a la recta r. Elegimos una referencia euclidea tal que

2
a
Fle,0)yr=x= %, donde a y ¢ son tales que c+ k = " y € = . De estas condiciones se sigue
2
que a = R que ¢ = Tk El lugar geométrico considerado esta formado por los puntos
—e —e
X (z,y) tales que
d(X, F)
=e.
d(X,r
Por tanto,
22+ % — 2xc + 32 _ c?
(a2 —cx)? - a_Q
C2
De donde se tiene que
2 2, 2 o @t
Yy +ct=a+ —5.
a
Denotando b? = a? — ¢?, se llega finalmente a la ecuacion
2 2
x
4+l
a b2

O

Observacion 5.27. Si en la proposiciéon anterior, la constante e fuese nula y F' siguiese siendo un
punto no incluido en la recta r, entonces el lugar geométrico estaria constituido por el punto F'
Unicamente.
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Proposicion 5.28. En una hipérbola, la diferencia de distancias desde un punto cualquiera de
la hipérbola a los dos focos es constante. Ademads, la distancia entre los focos es mayor que dicha
constante.

Demostracion. Dada una hipérbola C(w), consideramos la referencia normal para la cual la hi-

pérbola tiene como ecuacién

2 2
-
a b2
Sabemos que en este caso los focos de la hipérbola son los puntos F(c,0) y F'(—c,0), donde

c? = a®? +b% Sea X(z,y) un punto de la hipérbola, entonces la distancia d(X, F) viene dada por

AX,F)? = (x—c)’+y°
22
= x2+c2—2xc+62<—2—1>
a
2 b? 2
= 1+—2 +a” — 2xc
a

2.2
Tec xc
- 5 + (12 —2—a
a a
(%)
= (——a]) .
a
Anélogamente, se puede mostrar que
xc\ 2
d(X, F')? = (a + —) .
a
22
Ademas, sabemos que — > 1. Por tanto, z < —a < 06 0 < a < z. Por otro lado, se tiene
a
. . . & ..
que 0 < a < ¢, teniendo en cuenta que b # 0, lo que implica que 1 < —. Por consiguiente,
a
xc xc
— < —a<060<a< —.
a
xc
Si — < —a < 0, se tiene que

a

d=d(X,F) = (%—a) >0,
E

d = d(X,F) = (a +a) >0,

Por tanto, d — d = 2a.
xc
En cambio, si 0 < a < —, se puede afirmar que
a

d:ﬂXJU:(w—%)za
J:ﬂXJU:(—%—ﬂ)za

De donde d — d' = 2a. O

Reciprocamente.
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Proposicion 5.29. Dados dos puntos F' y F' y una constante positiva 2a menor que la distancia
entre F' y F', el lugar geométrico de los puntos del plano cuya diferencia de distancias a F' y F’
es 2a, es una hipérbola.

Demostracion. Sea 2c la distancia entre F'y F’ y consideramos una referencia euclidea de modo
que (¢,0) y (—¢,0) sean las coordenadas de los puntos F' y F’, respectivamente. Por hipotesis,
2a < 2cy si X(z,y) es un punto del lugar geométrico y se denotan d = d(X, F) y d' = d(X, F'),
entonces d—d' = 2a 6 d' —d = 2a. Ademéas, como d? = z?+c? —2xc+y? y d? = 22+ 2+ 2zc+y?,
se tiene que d”? — d? = 4xc. Lo que implica

(d+d")2a = (d +d)(d —d) = 4zec.

o alternativamente,

(d+d)2a=(d+d)(d—d)=—4axc.

2
Por tanto, d’ 4+ d = +2r¢ Teniendo en cuenta que d’ — d = +2a, se sigue que
a

d = :l:(g—a>,
a
xc

d = i(;—ka).

Ahora, a partir de
2
d? = (E —a) =22+ = 2xc+ 92,
a

se tiene

22(? — a®) — a®y? = d® (& - d?).

Denotando b? = ¢ — a2, se llega a la ecuacion
2 2
x
= -%=1
a b2
que es una hipérbola. O

Proposiciéon 5.30. En una hipérbola, la razén entre la distancia de un punto a un foco y
la distancia de dicho punto a la correspondiente directriz es constante. Dicha constante es la

.. C
excentricidad e = — > 1.
a

Demostracion. Sea la hipérbola

22 42 ,

a2 27
sabemos que los focos son F(c,0) y F'(—¢,0), donde ¢ es un nimero real no negativo tal que
c® = a® 4+ b A los focos F' y F' le correponden las directrices rp = cx = a® y rpr = cx = —ad?,
respectivamente.

Si X(z,y) es un punto de la hipérbola, sabemos por la demostraciéon de una proposicion

anterior que

dwj)zj{ﬁ—@,

a

d(X,F) = i@+%)
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Calculamos ahora los cocientes mencionados en el enunciado, suponiendo que ¢ es no nulo,

dX,F) £(¥—-a) =£c(%-a)

c
a P
d(X,rp) W%ﬂ +a (%L —-a) a

Para el otro foco F”
dX, F) _£(F+a) +c(Fta) ¢
d(X,rp) la®+caz| +a (%—i—a) a

También se tiene el resultado reciproco.

Proposicion 5.31. Sea F' un punto y r una recta tal que F' ¢ r y e una constante positiva
mayor que 1. El lugar geométrico de los puntos X tales que
d(X, F)

e
d(X,r) ’
es una hipérbola, donde F' es un foco y r una directriz.

Demostracion. Sea k la distancia de F' a la recta r. Elegimos una referencia euclidea tal que
2

a .. .
Fle,0)yr=x= %, donde a y ¢ son tales que c—k = — y e = <. De estas condiciones se sigue
c
2
e . .
y que ¢ = — T El lugar geométrico considerado esta formado por los puntos
e [R—

e
ue a =

q e2—1
X (z,y) tales que

Por tanto,

2+ c? — 2zc + 42 _ c?

(a2 —cx)? T a2’
2
De donde se tiene que
2.2
xec
2yl i P =a?y -
a
Denotando b? = ¢ — a?, se llega finalmente a la ecuacion
2 2
x
a b2

Proposiciéon 5.32. Los puntos de una parabola equidistan del foco y de su directriz.

Demostracion. Dada una parabola C(w), consideramos la referencia euclidea para la cual la
parabola tiene como ecuaciéon y? = 2pz.
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Sabemos que en este caso el foco de la parabola es el punto F (g, 0) y la directriz es la recta

r=a=-L Sea X (x,y) un punto de la parébola, entonces la distancia d(X, F') viene dada por

2

2
d(X,F)? = (x—;—’) 42
P2
= x2+z—xp+2px
2

_ .2, Db
—x+4+xp

- (o

= d(X,r).

Reciprocamente.

Proposicion 5.33. Dado un punto F' y una recta r tal que F' no esté en la recta r, el lugar
geométrico de los puntos del plano que equidistan de la recta r y del punto F', es una parabola
de foco F' y de directriz r.

Demostracion. Sea p la distancia entre F'y r y consideramos una referencia euclidea de modo que
F(g, O)yr=x= —]2—). Si X (x,y) es un punto del lugar geométrico, entonces d(X, F') = d(X,r).

2= (et
(m 5 +y =+ 5)
De donde se sigue que y? = 2pz. O

Por tanto,
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5.7.

1.

Ejercicios.
Hallar las ecuaciones reducidas de las siguientes conicas:
a) 622+ 6y% + 4oy — 162 — 16y = 0.

b) 22 —y? — 2xy —dx +4y — 3 =0.

. Hallar la ecuacion de una conica que pasa por los puntos (3,0) y (0,1), con centro en el

punto (2,1) y con los ejes paralelos a los ejes de coordenadas.

Clasifiquense y obténganse las ecuaciones reducidas de las cuédricas que en una referencia
rectangular del espacio euclideo admiten por ecuaciones:

a) Tr? — 8y? — 822 + 8wy — 8vz — 2yz — 162 + 14y — 142 — 5= 0.

b) 2% +2xy + 222 — 2x + 2y — 2 = 0.

c) 2% +2xy + 222 — 2x + 2y +22 — 2= 0.

d) 22 + 9% +422 —dyz+ 4y — 82+ 4=0.

e) 22 +3y? + 422 — 6yz — 222 = 0.

f) 2?2 +9y?+222 — 224+ 4y — 32 =0.

. Obténganse la ecuacion reducida de la cuddrica que con respecto a una referencia carte-

siana rectagular del espacio euclideo admite por ecuacién 7z? — 8y? — 822 + 8xy — Sxz —
2yz — 16 + 14y — 142 — 5 = 0.
Dada la cuadrica

C=4dx? 4+ y? + 42 + 4oy — 8xz — dyz — 62 — 12y — 122 = 0.

Se pide:

a) Hallar una ecuacion reducida de C

b) Dar explicitamente una referencia normal.
Dada la cuéadrica

C=a®+y? —2xy+ 6z + 4y + 22 =0.

Se pide:

a) Hallar una ecuacion reducida de C

b) Dar explicitamente una referencia normal.



