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1. NUMEROS Y OPERATORIA

En este primer tema vamos a repasar los niimeros reales, prestando especial atencion a las
operaciones, asi como a las propiedades de las potencias. Ademés se recordaran la resolucién de
ecuaciones (lineales y cuadréticas), inecuaciones y las operaciones béasicas con polinomios.

1.1. Numeros reales y operatoria

El objetivo se esta seccion es presentar los niimeros reales asi como su manipulacién con las
diferentes operaciones.
1.1.1. Numeros reales

Aqui tenemos una lista de nimeros de diferentes tipos:

2
071,17,—4,27—?,71',\/5,6,7{'3.

= Los ndmeros naturales son los siguientes:

1,2,3,4..

= Otra clase de nimeros la forman los numeros enteros:
e —4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4..
Evidentemente, todos los niimeros naturales son enteros.

» A partir de los enteros se obtienen las fracciones (cocientes de enteros). Por ejemplo:

5 2 1 -6

50 T 10T
Esta clase de fracciones constituye el conjunto de los nimeros racionales.

El cociente de dividir 1 entre 3 lo escribimos en la forma % o bien 1/3. A % se le llama

fraccion. Significa que si dividimos una unidad en tres partes escogemos 1 de esas 3 partes.
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F1cURA 2. Representacién grafica de %

El ntimero que estd sobre la linea de la fracciéon se denomina numerador y el nimero que
esta debajo de la linea de fraccion se llama denominador.

m ~» numerador
fraccién ~~ —
n ~» denominador.

Hay muchas formas de escribir un nimero racional. Por ejemplo:

3 6 9 -3 —6 -9
3 6 9 -3 —6 -9
_1_2_3_ _—1_—2_—3_

Todo nimero entero (luego, todo niimero natural) es un nimero racional.

= Los siguientes nimeros, ademas de otros muchos, son niumeros irracionales:

T,vV2,V3, e.
= Los nimeros racionales y los niimeros irracionales forman la clase de los numeros reales.

Un numero real o es racional o es irracional.

» Hay una clase ain mayor de ntumeros, los nimeros complejos, que se estudiaran mas
adelante.

1.1.2. Ejercicios

1. Indicar si son ciertas o falsas las siguientes afirmaciones: (a) 2 es entero; (b) 3 es racional;
(c) 0 es real; (d) v/2 es real; (e) 7 es racional; (f) e es natural.
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1.1.3. Operaciones

Con los ntumeros reales hay dos operaciones muy importantes: la suma (o adicidn) y el
producto (o multiplicacion).

» La diferencia (o resta) puede verse como una suma:
z—y=xz+(-y)
Hay que tener en cuenta las siguientes propiedades:
z+0=2 ; —(—x)=2 ; a+(-2)=0 ; —(z+y)=-2—-y ;—(z—y)=—z+y
Ejemplo. Se verifican las siguientes igualdades:
a—(a—b)=a—a+b=0b
Ejemplo. Las siguientes igualdades son correctas:
(a—b)—a=a—-b—a=-b

= El producto de dos niimeros se representa de varias maneras:

3x4 = 3-4 = 12 |
2xa = 2.a = 2a |,
axXxr = ar = ax

Algunas propiedades del producto son:
lr=z2 , O0z=0 |,
zy=0=x=06y=0
s La propiedad distributiva o propiedad del factor comin relaciona la suma y el producto:
z(y+z) =2y + a2
Ejemplo. Se cumple lo siguiente:
a—bla+1l)=a—ba—b
Ejemplo. Se verifican las siguientes igualdades:
(1-bat+a=a—-ba+a=2a—ba=(2—b)a
También se puede hacer asi:

I-ba+a=[(1-b)+1lla=(1-b+1)a=(2—b)a
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» El cociente (o division) de dos nimeros se suele escribir de varias formas

a:b:%:a/b

1 0
No tiene significado la divisién por 0, asi que no se debe escribir 0’ ni 0

El cociente se puede contemplar como un producto:

x
— = x—
Yy Yy
Se verifican las siguientes propiedades:
T  u
—=—&Sav=yu ;
Yy
1 T % TV
xr = T N — = N =
1 1 Y yu
Ejemplo. Se tiene
a ab
a pr— pr— b
D a

Ejemplo. Se verifica que

(%+a)b:aTb+ab:a+ab:a(l+b)

» El producto repetido de un mismo factor da lugar a las potencias (de exponente natural):

2" =zxx..x (nveces)

Conviene definir 2° = 1, para  # 0. Ejemplos: (a) 23 = zzx; (b) a® = aa; (c) m! =m
Ejemplo. Se verifica
r(1+y+9y?) —y(l+x+2%) = z+ay+azy?—y—yr —yz?

r—y+ayly — )
= (z—y)—ay(z —y) = (v —y)(1 - zy)

Ejemplo. Se cumplen las siguientes igualdades

ab® + 2a*6? + a®b = ab(b? + 2ab + a?) = ab(a + b)?
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1.1.4. Ejercicios
1. Escribir como diferencias las siguientes sumas: (a) 5+7; (b) 2+ (—7); (c) e+ 1; (d) 2+v/2;
(e) 44 (—1); (f) =2+ 3.
—11

3 () 3-—=5(c) 3-25 (d) 4+ (=1);

~| =

2. Escribir como cocientes los siguientes productos: (a) 2-
(e) =6-7; (f) 2-2.

3. Simplificar las siguientes expresiones: (a) (a —b) — (a +b); (b) a+b— (a — b); (¢) —a +
z—(2e+a); (d) —(u—v) = (v-u) () v-a+(-v—u) ) z - [(r—y)+(y— )]

rT+y T+vy

T Y

4. Efectuar: (a) a + o (b) u— o (c) b* — T3 (d) o +b; (e) m

2
—%; (f)

1.1.5. Paréntesis y factorizacién

Cuando una expresién algebraica contiene dos o méas sumandos con un factor comin, entonces
ese factor se puede sacar fuera de un paréntesis. Por ejemplo,

ab+ac=a(b+c).
A este proceso se le llama factorizacion.
Ejemplos:

1. Factorizar zy — 3x2

Observamos que cada término tiene un factor comun, x, por tanto

xy —3xz = x(y — 32) .

2. Factorizar 2ax — 3ay + 2bx — 3by

Sacando factor comtn se tiene que

2ax — 3ay + 2bx — 3by = a(2x — 3y) + b(2x — 3y) = (a + b)(2x — 3y)

3. Quitar paréntesis y simplificar (3a +b) + 2(b + ¢) — 4(c + d).
Empezamos quitando paréntesis y agrupamos factores comunes
3a+b+2b+2c—4c—4d

= 3a+b(1+2)+c(2—-4)—4d
= 3a+3b—2c—4d.

(Ba+b)+2(b+c)—4(c+4d)
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1.1.6. Ejercicios

1. Quitar paréntesis y simplificar
(a+0b)(a—0b)
(3z — 3y)?
20 =3(¢+7)+¢%)
x(2zx — 4y) — 2z(4z + v)

2. Simplificar
a

-3
@) 5a + 2a “
b) 3¢+ 2¢c x 4c+

c
5c — 8¢

2a -3
c) a4a +5%x6—3a

1.1.7. Divisibilidad

En esta seccién se trabaja solamente con nimeros naturales (1,2, 3...).

= Sean m y n numeros naturales. Se dice que m es multiplo de n 'y que n es divisor de m si
existe otro natural k de modo que m = kn. Por ejemplo:

Multiplos de 6 = {6,12,18,24...} (conjunto infinito)
Divisores de 6 = {1,2,3,6} (conjunto finito)
= Un nimero natural p se dice que es primo si p > 1 y sus tnicos divisores son 1 y p. Los

primeros ntimeros primos son

2,3,5,7,11,13...

s Todo nuimero natural se puede representar de forma tnica como producto de nimeros
primos (y sus potencias). Por ejemplo: 12 = 22 - 3,

= Se define el mazimo comiun divisor de dos o mas nimeros naturales, y se denota por m.c.d.,
como el mayor de los divisores comunes a dichos nimeros.

Si queremos hallar el maximo comun divisor de 12 y 18, formamos los conjuntos de sus
divisores:

Divisores de 12={1,2, 3,4, 6,12} y Divisores de 18={1,2,3,6,9, 18}.

La interseccién de estos dos conjuntos es {1,2,3,6} y estd constituido por los divisores
comunes de 12 y 18. El mayor de ellos es 6; por tanto, el m.c.d.(12,18) = 6.

Para determinar el m.c.d. se siguen los pasos: (i) Se descompone cada nimero en producto
de factores primos. (ii) Después se toman los factores comunes con sus menores exponentes.

Ejemplo. En el caso anterior, 12 = 223 y 18 = 2-32. Sigue que el m.c.d.(12,18) =2-3 =6
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Ejemplo. Se tiene que 225 = 32 - 52 y 300 = 22 -3 - 52. Los factores comunes son 3 y 5,
con exponentes menores 1y 2, respectivamente. Luego m.c.d.(225,300) = 3 - 52 = 75.
Ejemplo. Se tiene que 72 = 23 .32, 108 = 22 -33 y 180 = 22 .32 . 5. Los factores comunes
son 2 y 3, con exponentes menores 2. Luego, el m.c.d.(72,108,180) = 22 - 32 = 36.

= Se define el minimo comin miltiplo de dos o més nimeros naturales, y se denota por
m.c.m., como el menor de los miiltiplos comunes a dichos niimeros.

Para determinar el minimo comin multiplo de 12 y 18, formamos los conjuntos de sus
multiplos (que son infinitos):

Miiltiplos de 12={12, 24, 36, 48, 60,72, - - - }
Miiltiplos de 18={18, 36,54, 72,90, 108, - - - }.

Los multiplos comunes son {36, 72,108, - - - }, siendo el menor 36. Asi pues, el m.c.m.(12,18) =
36.

Para determinar el m.c.m. se siguen los pasos: (i) Se descompone cada nimero en producto

de factores primos. (ii) Después se toman todos los factores, comunes y no comunes, con

Sus mayores exponentes.

Ejemplo. En el caso anterior, 12 = 22 .3 y 18 = 2 - 32, Sigue que el m.c.m.(12,18) =

22.32 = 36

Ejemplo. Se tiene que 225 = 3252 y 300 = 22 -3 - 52. Los factores presentes son 2, 3 y 5.

Eligiendo sus mayores exponentes se obtiene que el m.c.m.(225,300) = 22 - 32 . 52 = 900.

Ejemplo. Se tiene que 72 = 23-3%, 108 = 223 y 180 = 22.32.5. Los factores son 2, 3 y 5.

Tomando sus mayores exponentes, resulta que el m.c.m.(72,108,180) = 23 .33 .5 = 1080.
. . . 1 2

Ejemplo. Simplificar 5 + =

El minimo comin multiplo de los dos denominadores que aparecen en nuestra expresion
es m.c.m(3,7) = 21. Si escribimos cada fraccién con el m.c.m.(3,7), obtenemos que:

1 1 7 7
—_ = = X = = —
3 377 21
2_2 3_6
7 773 21
Por tanto
12 1.7 2 3 7 6 13
37 377 773 21 21 21

Otra forma de hacerlo es la siguiente:

+g_(7><1)+(3><2)_§
7T 7x3 21

1
3

1.1.8. Ejercicios
1. Calcular todos los divisores de los nimeros (a) 60 ; (b) 315 ; (c) 1111.

2. Hallar el méximo comun divisor de los nimeros (a) 62 y 70 ; (b) 415 y 520 ; (¢) 530 y
1250.
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3. Encontrar el maximo comin divisor de los nimeros (a) 180, 252 y 594 ; (b) 600, 900 y
1200 ; (c) 924, 1000 y 1250.

4. Hallar el minimo comtn multiplo de los nimeros (a) 62y 124 ; (b) 52y 76 ; (c) 540 y 711.

5. Encontrar el minimo comin miiltiplo de los nimeros (a) 20, 30 y 45 ; (b) 39, 52y 76 ; (c)
140, 980 y 1400.

6. Se quiere embaldosar el suelo de una habitacién de 1620 cm de larga por 980 cm de ancha
con losetas cuadradas lo més grandes posible, sin que haya que romper ninguna. ;Cuél
serd el lado de cada loseta? ;Cudntas se necesitaran?

7. En su ferreteria José tiene los tornillos metidos en bolsitas. En la caja A tiene bolsitas con
18 tornillos cada una, en la caja B las bolsitas contienen 24 tornillos cada una y en la caja
C las bolsitas son de 30 tornillos cada una. Todas las cajas tienen el mismo numero de
tornillos. ;Cudntos tornillos como minimo hay en cada caja?

8. Un viajero va a Madrid cada 12 dias, otro cada 18 dias y un tercero cada 24 dias. Hoy
estan los tres en Madrid. ;Dentro de cudntos dias volveran a coincidir los tres en Madrid?

9. Juana tiene un reloj que da una senal cada 60 minutos, otro que suena cada 150 minutos y
un tercero que lo hace cada 6 horas. Los tres dan la senial a las 10 de la manana. ;Cuantas
horas transcurriran, como minimo, para que los tres vuelvan a sonar a la vez? ;A qué hora
lo haran?

10. Simplificar

2 1
IX=—2x%x=
a) X 3 X5
3 14
p) 2w =
)7 15
5><§
c) 1
7% =
*3
2><1
34 3
d) 24_} +5
3 4
1
6)71
2+ ——
1
4 _
+2

1.1.9. Forma decimal

Todos los nuimeros reales se pueden escribir en forma decimal. Por ejemplo:

1 8
32718 =3.100+2. 10+ 7+ — + — ;
* e 10 - 100

aqui 327 es la parte entera y 0'18 es la parte decimal.
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= En ocasiones la parte decimal es periddica, como en los siguientes ejemplos:
875 = 8'757575...  (periddica pura)
165'03 = 165'0333...  (periédica mixta)
Si la parte decimal es finita, se puede escribir como periddica. Por ejemplo:
25'6 = 25'60 = 25'6000...  (peri6dica mixta)
Los niimeros que tienen una parte decimal peridédica son exactamente los niimeros racio-

nales. En los siguientes ejemplos se ve cémo se pasa de decimal a fraccién y de fraccion a
decimal.

Ejemplo. Dado z = 875, claramente se puede escribir

o 5
100

Ejemplo. Para pasar a fraccién z = & 75 se hace lo siguiente: llamamos
x = 8'75 = §'T575757...
Como el periodo tiene 2 cifras multiplicamos por 10 = 100:

100z = 875/757575...

x =  8'757575...
Observemos que x y 100z tienen la misma parte decimal. Restamos y se obtiene 100x —x =
99x = 875 — 8. Lue o:n—ﬁ—@
- SISO T T 00T T 99

Ejemplo. Para escribir como fraccién z = 165203 realizamos lo siguiente. En primer
lugar, pasamos a una expresién decimal periddica pura:

r = 165203 =  1652030303...
10z = 165203 = 1652'030303...

Como 10z es periddico puro, hacemos algo similar al ejemplo anterior:

1000z = 165203'030303...
10z = 1652'030303...

165203 — 1652 163 551

Restamos: 1000z — 10z 65203 — 1652. Por tanto x 1000 — 10 990

2
Ejemplo. Dada la fraccion 5 se utiliza el algoritmo de la divisién y se obtiene
2
- =04
5

Ejemplo. La fraccién 3 se escribe, después de realizar la division, del siguiente modo:
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= Todo nimero real tiene un desarrollo decimal, pero no siempre es tnico. Hay que tener en
cuenta que
0’9 =09999... =1

Por ejemplo: 247 = 2/469. Otro ejemplo: 13/9 = 14.
= Los ntmeros irracionales son los que tienen un desarrollo decimal infinito no periddico:

7 =314159... ; V2=1141421... ; 3 =173205... ; e=271828...

Por tanto, al escribir un nimero irracional en forma decimal siempre estamos haciendo
una aproximacién y nunca es una representacion exacta.

= Representaciéon geométrica. Se toma una recta y en ella dos puntos cualesquiera, a
los que asociamos los nimeros 0 y 1 (lo haremos quedando el 0 a la izquierda y el 1 a la
derecha). Entonces se pueden representar todos los niimeros reales en esa recta, de modo
que a cada punto le corresponde un nimero y a cada nimero le corresponde un punto.
Ese nimero se suele llamar abscisa del punto.

6

3
5 1
0 1

[NJEN]

1.1.10. Ejercicios

1. Escribir como fraccién los siguientes nimeros: (a) 2'3; (b) 0/12; (c) 3'14; (d) 51234; (e)
6'11; (f) —11'23.

1 — -1
2. Escribir en forma decimal: (a) ;; (b) g; (c) 7 (d) g; (e) ?3; (f) -

3. Indicar cudles de los siguientes niimeros son racionales y cuéles irracionales: (a) 2'676767...;
(b) 8'123321123321...; (c) 5'55999...; (d) 0°010101...; (e) 0°010010001...; (f) 00100101001....

4. Escribir de forma més simple: (a) 0/09; (b) 3/459; (c) 10'9; (d) 9'9; (e) 0/089; (f) 9'89.
5. Calcular: (a) 12 . 10° 4+ 2 . 10'%; (b) 1’2 . 10° — 2 . 10'0; (¢) 2 . 1010 . 12 . 10?; (d)

1'2.10°
271010;(@ (1'2.10%)%; (f) (12 . 109)72.

6. Dibujar en una recta los niimeros: (a) 3'2; (b) —2'3; (c) 0'6; (d) V/2; (e) =; (f) .

1.2. Potencias

Recordemos que el producto repetido de un mismo factor da lugar a las potencias (de expo-
nente natural):
2" =xxx..x (nveces)

y que se define 2 = 1, para x # 0. Ejemplos: (a) h°> = hhhhh; (b) ! = .
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Si descomponemos en factores el nimero 2000, tenemos que 2000 =2 X 2x2 X2 x5 x5 X5
y que podemos escribir como 2% x 5% = 2% .53 = 2453 donde 2 y 5 son las bases y 4 y 3 son los

indices o exponentes.

base abe exponente

» Varias igualdades muy importantes son:

(a+b)?=a*>+2ab+b> , (a—0b)?%=da>—2ab+b> ,

(a4 )% =a® +3a®b + 3ab®> +b* | (a—b)? =a® - 3ab + 3ab® — b*

a? == (a—b)(a+b) , a®—b=(a—0b)(a®+ab+b?)
= Para x = 0 se definen las potencias de exponente entero negativo:
ol o193
X = n=1,4,9...

No esta definido 0~ ™.

1 1
: . -2 _ . -1 _
Ejemplos: (a) x7¢ = ol (b) a™" = .

= Leyes de exponentes

1. a" x @™ = g™

an

2. a_m = an_m
4. a®=1,cona#0
—n _ 1
5. a "= an
6. a™™ = Y/an
Ejemplos

32 x 374 x 3
3x372x36°
Si utilizamos las propiedades de las potencias tenemos

1. Evaluar

32X3_4X35 B 32—4+5 _3_3_33—5_3—2_i
Ix3-2x36  31-24+6 " 35 - 32

2. Simplificar a'/2b%¢=2 x a!/6p1/2¢.

Aplicando las leyes de exponentes obtenemos

_ 1.1 1 _ 4 5 _
a/2h2c2 x a0 2 = 35 x B2 x ¢ = g8 x b2 x ¢t =

9
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1.2.1. Notacién en ingenieria y prefijos comunes

Es habitual utilizar las potencias de 10 para escribir nimeros grandes y niimeros pequenos,
tal como se hace en los siguientes ejemplos:

23 x 10'° = 23 x 107 = 23 x 1 000 000 000 = 23 000 000 000
2’3 x 10719 = 23 x 107! = 23 x 0/000 000 000 01 = 0’000 000 000 23

Prefijo | Nombre | significado

T tera 1012

G giga 10°

M mega 106

k kilo 103

m mili 1073

7 micro 1076

n nano 1079

p pico 1012

Ejemplo
1. Evaluar
1’6 x 1075 x 25 x 103
100 x 106
Aplicando las leyes de exponentes obtenemos
16 x 1077 x 25 x 10> 16 x 107! x 107° x 52 x 107
100 x 106 B 102 x 106
4% x 5% x 1071 75+3

- 102+6
102 x4x107?
B 108

= 4x10>3 8% =4x10""

1.2.2. Foérmula del binomio de Newton

Queremos calcular las potencias de un binomio a + b. Ya sabemos que
(a+0b)°=1=1a""
(a+b)' =a+b=1a"t" +1a"%!
(a+b)? = a® + 2ab + b* = 1a*° + 2a*b" + 1a°p?
(a+b)® = a® + 3a®b 4 3ab® + b* = 1a° 4 32" + 3a'b* + 1a°0°

Vemos que se obtienen sumas en las que las potencias de a disminuyen, mientras las de b
aumentan. Con los coeficientes podemos formar el siguiente tridngulo de Tartaglia:
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1 2 1
1 3 3 1

La regla de formacién es que cada numero es suma de los dos que estan encima y que en los
extremos aparece siempre el 1. Podemos continuar el tridngulo de Tartaglia:

1

1 2 1
13 3 1
1 4 6 41
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

Entonces se tiene
(a+b)* = a* + 4a3b + 6a2b* + 4ab® + b*

(a4 b)° = a® + 5a’b + 10a>b* + 10a%> + 5ab* + b°
(a+b)% = a® +6a°b + 15a*b* + 20a°b® + 15ab* + 6ab” + b°

(2

para referirnos al nimero que estd en la fila n (n = 0,1,2...) y que ocupa en ella el lugar
k (k=0,1,2...). Por ejemplo:

e O O s Qo ()

s Paran =1,23..., el factorial de n es

s Es habitual escribir

nl=nn-1)---3-2-1

Conviene escribir 0! = 1. Ejemplos: 2! = 2; 3! = 6; 4! = 24.

» Hay varias expresiones para ( ) en las que se utilizan los factoriales:
n

<m) n!(mmi n)! i 'ﬁ!(m -

= 560.

1 16-15-14
Ejemplo: ( 6) = 16-15-14

3 3-2-1
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= Observamos las siguientes propiedades

()= (0) -
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Ahora podemos escribir la igualdad para (a + b)", llamada férmula del binomio de Newton:

n_ (™ n0 Y n—121 . . n 1pn—1 Y\ opn
(a+0) —(O>ab+(1)a b + +(n_1>ab +(n)ab

Se escribe de forma abreviada asf:

(2

1.2.3. Ejercicios

1. Evaluar

33 x 57

a) —=——
53 x 34

" 23 x 35 x (7%)?

T4 x 24 x 33

41,5 % 81/3
22 x 32-2/5

V42716
1) s

2. Simplificar: (a) z7223; (b) 272y~ + 271y 72; (c) :

3. Simplificar a'?b?c2 x o/%p1/2¢
4. Simplificar

a3bct

a) —— y evaluar cuandoa =3, b= —

abc—2
:132y3 + :13y2

b) oy

(”) A"l
—o \!

(a—i—b)"zz
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R

(z5y3)1/2
1\3
5. Escribir el desarrollo de: (a) (14 z)2; (b) (1—u)3; (¢) (z —1y)3; (d) (x - 5) :(e) (v—1)%4
(f) (14 z)5.
3 4 3
6. Desarrollar: () (2~ )% (b) 3+ )% (¢) (3-1) 5 (@ (1- )+ (@) (a—2) 5 ()
(2 — )t

7. Caleular: (a) (107); (b) (125); © (143); () (161); (© (131); (t (3)

8. Calcular el coeficiente de x'® en el desarrollo de (1 + z)2°.

1.3. Variaciones, permutaciones y combinaciones

Ejemplo. En un club de 20 personas hay que nombrar un presidente, un secretario y un
tesorero. Se puede hacer de muchas formas. El presidente puede ser cualquiera de las 20; elegido el
presidente, el secretario puede ser cualquiera de las 19 restantes; elegidos presidente y secretario,
el puesto de tesorero lo puede ocupar cualquiera de las otras 18. En total hay

20!
Vop3 =20-19-18 = —
20,3 17!
maneras de hacer las designaciones. Hay que observar que la eleccién de Juan como presidente,
Andrea como secretaria y Yomina como tesorera, es diferente de Andrea como presidenta, Juan
como secretario y Yomina como tesorera; es decir, resulta importante el orden (presidente,
secretario y tesorero) en el que se elijan las personas.

= Se llama wvariacion de m objetos de tamano n a cualquiera de los grupos ordenados de n
objetos que se pueden formar con los m. Dos variaciones son diferentes si tienen objetos
distintos o estan en orden diferente.

= El numero total de variaciones de tamano n que se pueden formar con m objetos es

|
Vign =m(m—1)e(m —n—+1) = — =

)

(m —n)!

= Un caso especial de variacién es la permutacion, que se tiene cuando m = n:

|
n:

Ejemplo. Hay que colocar a cinco personas en una fila; se puede hacer de Ps; = 5! = 120
maneras distintas.

= A veces nos interesan grupos sin orden. Se llama combinacidon de m objetos de tamano n
a cualquiera de los grupos de n objetos que se pueden formar con los m, sin importar el
orden. Dos combinaciones son diferentes si tienen objetos distintos.
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= El nimero de combinaciones de tamano n que se forman con m elementos es

o Von _mlm—o(m—nt1) <m>

mP, n! n

La dltima igualdad motiva que a las expresiones se les llame numeros combinatorios.
n

Ejemplo. Una persona sélo puede llevar 3 de sus 12 libros en una maleta. En total tiene

12 12-11-10
C1273 (3) 32 O

elecciones diferentes.

1.3.1. Ejercicios

1. Una persona tiene 4 pantalones y 5 camisas. ;De cuantas formas puede vestirse?

2. Hay 8 bebidas diferentes. Una persona elige 2 de esas 8 bebidas para mezclarlas. ;Cuantas
mezclas distintas de bebidas puede hacer?

3. (De cuantas formas distintas pueden oirse 4 discos?

4. Una persona que posee 7 camisas decide llevar 2 a un viaje que va a realizar. ; Cudntas
posibilidades tiene?

5. ;De cuantas modos distintos se pueden meter tres objetos en tres cajas si sélo se puede
meter un objeto en una caja?

6. Angel, Belinda, Carlos, Diana y Ernesto desean hacerse una fotograffa poniéndose todos
en la misma fila. ;Cudntas formas hay de colocarse?

7. Angel, Belinda, Carlos, Diana y Ernesto desean hacerse una fotografia de modo que alter-
nen chico y chica. ;Cuantas formas hay de colocarse?

8. Una linea de guagua sale de la parada 1, pasa por otras 5 (paradas 2,3,4,5 y 6) y llega a
la dltima (la parada 7). ;Cudntos billetes diferentes habré que imprimir si se desea que en
cada billete figure la parada en la que se sube el pasajero y la parada en la que se baja?

1.4. Ecuaciones

Una ecuacidn con una incégnita es una igualdad que sélo se verifica (sélo es cierta) para
determinados valores de la incognita.

Resolver una ecuacién es encontrar el valor (o valores) de la incégnita para los que la igualdad
es cierta. Al valor (o valores) que verifican una ecuacién se le llama solucion o raiz de la ecuacién.
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1.4.1. Ecuaciones lineales

Una ecuacion lineal es una ecuacion que se puede reducir a la forma ax + b = 0, siendo z la
incognita y a y b datos o parametros. La solucién es x = %b .
Ejemplos:

1. 4z — 3 = 5 es una igualdad y la incégnita es x.
8
495—3:5@495:5—#3:8(:}3::1:2.

La igualdad sélo se verifica si x = 2. Su solucién o raiz es x = 2.
2. 4u — 8 = 4(u — 2) es una igualdad y la incégnita es u.
du—8=4(u—2) < 4du—-8=4u—-8< 0=0.
La igualdad se verifica para cualquier valor de wu.

3.3xt—-2=3x—-2)3r—-2=3r—-6<3x—2—-3r+6=0< 4 =0. La igualdad no se
verifica para ninguin valor de la incégnita x. La ecuacién no tiene solucién.

4. 4x — y = 8 es una igualdad pero, en este caso, tenemos dos incégnitas; debemos decidir
cudl es la incognita y resolver la ecuacién en funcién de la otra.

Si la incégnita es x, entonces

8
4x—y:8@4x:8+y@x:%.

Si la incégnita es y, entonces,
—y=8—4r & y=—-8+4x.

— 1
5. % = + 3 . Observar que x # 0.

5-3z 1 4 2
:E:—+3<:>5—3x:1+3x@5—1:3x+3x©4:6x@x:€:?.
XT

X

6. Hallar el peso de una municién de artilleria sabiendo que la carga pesa 0,8 kg., el proyectil
pesa % del peso total de la municién y el casquillo pesa % del total de la municién.

Sea x = peso total de la municién en kg. Entonces:

2r  x 9,6 + 8x + 3z
r=084+4—+-<r=—"———

& 120 =9,6 + 11le < 2 = 9,6 ke.
3 1 B T ,0+ 11z x ,6 kg
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1.4.2. Ejercicios

6b+7a  3ay ay

1. Resolver la ecuacién en y: TR R e

2. Resolver las ecuaciones en z:

2 aa:—b+ba:+a_a2+b2
a+b a—b  a?2—b2

b) a:+1:$_2w+3
2 4
3—=x 2z
C)£E+ 3 - —3
0 x—1+2n2§1—$):2x—}1_1—x
n—1 n*—1 1—n 1+n
T+m ax am b2z

e) a+b (a+0b)? T @202 ad—ab?+aZb— b3
f) Va2 —z+ V2 —z=a+b

NEEL \/1 IR
Y73 V9T 9742
3. En una cierta fabrica las mujeres representan el 35% del total de trabajadores, siendo el

resto hombres. El niimero de hombres excede en 252 al de mujeres. Determinar el total de
trabajadores.

4. Un conjunto de mercancias fue vendido en 1386 euros con un beneficio del 10 %. Determinar
el precio de coste de las mercancias.

5. En una prueba matemética el 12 % de los estudiantes de una clase no resolvié un problema,
el 32% lo resolvié con algunos errores y los 14 restantes obtuvieron la solucién correcta.
. Cuantos estudiantes habia en la clase?

1.4.3. Ecuaciones cuadraticas

Una ecuacion cuadrdtica o ecuacién de segundo grado es una ecuacion que se puede reducir
a la forma ax?® + bx + ¢ = 0, siendo z la incégnita y a # 0, b, ¢ datos o pardmetros.
Esta ecuacién tiene dos soluciones o raices que son:

. —b+ Vb?2 — dac v —b—vb?2 —4dac
1= 2 = .
2a 2a

Las raices de una ecuacién de segundo grado cumplen:

1. $1+$2:—3

2. ZUl'II:Q:g
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Ejemplos:

1. “"323_1 +(z—2)%= _x22+2
( El m.c.m. de los denominadores es 6 ) < 2(z? — 1) +6(z? — 42 +4) = 3(2% +2) &
222 —24 627 — 242+ 24 =32+ 6 < 5z? —24x + 16 =0 =

:>a:1:4yx2:%

_ 2444/(—24)%2-4-516 __ 24416
r= 25 =710

2. (z+1)2 = (z-2)% = (z+3)%+ 22— 20.

2?4204+ 1— (22 —dx+4) =22+ 62 +9+2%2-20=

=22 4+20 41— 440 —4=2224+62—-11=222-8=0=>22=4=0,=2, x9=—2

3. % + 4%,0 + ﬁ = 0. Observemos que # —4 y x # —2.
Multiplicamos por 4(4 + z)(2 + z) =
Ad+z2)24+2)+42+2)+24+2)=0=>
P +1204+24=0=>2,=—-6+2V3y o =—-6—2V3

4. ;Para qué valores reales de « tiene la ecuacién 22 + 2awv/a? — 3 + 4 = 0 raices iguales?

Las raices 21 y x son iguales cuando el discriminante A = b? — 4ac = 0. En este caso:
40%(a® -3)—16=0=a*—3a®> —4=0= Hacemos a®> =z conloque a = +/z y o =22 =
=22_-3:-4=0=2=4 Yy 2=—1l=>a1 =2y ay=-2

Completar cuadrados

Una ecuacién de segundo grado se puede escribir como diferencia de cuadrados:

ar’? +bx+c = a($2+§$)+cza((x+%)2_%>+c
_ b\2 _ p2-4
= a($+%) - 4aac

Por ejemplo
322 —4r -5 = 3($2—%$)—5
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1.4.4. Ejercicios

1. Resolver las siguientes ecuaciones en x:

a

S

o

)
)
) 3zt-1 + l(m‘l o 2) _ %xz _ m24—5
)

d

2. Después de los exdmenes finales en una escuela, los estudiantes (todos) intercambiaron
fotografias. ;Cuantos estudiantes habia si se sabe que intercambiaron un total de 870
fotografias?

3. Dos barcos se encuentran, uno va hacia el sur y el otro hacia el oeste. Dos horas después
del encuentro estan separados 60 Km. Hallar la velocidad de cada barco, sabiendo que la
de uno de ellos es 6 Km/h mayor que la del otro.

4. Completa cuadrados en las siguientes expresiones
a) x? —2x — 18
b) 322 +4x — 1
¢) 2%+ 14z + 13
1.5. Desigualdades y valor absoluto

El objetivo de esta seccién es resolver inecuaciones y ecuaciones con valor absoluto.

1.5.1. Desigualdades

Una desigualdad es una expresién con alguno de los simbolos siguientes <,>,< 6 >.

p < q significa que p es menor que ¢

p > ¢ significa que p es mayor que ¢

p < g significa que p es menor o igual que ¢

p > q significa que p es mayor o igual que q.
Propiedades

1. Al sumar desigualdades se conserva el orden.
2. Al multiplicar una desigualdad por un ntimero positivo se conserva el orden.

3. Al multiplicar una desigualdad por un nimero negativo se invierte el orden.

Para resolver una inecuaciéon de debe despejar la incégnita, siguiendo las propiedades ante-
riores.
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Ejemplos:

1.

1.5.2.

1.

Resolver 2 + 4z < —1.

. . . . -3 .
La inecuacién 2+4x < —1 es equivalente a 4x < —3, es decir x < T Por tanto, cualquier

, 3 ., . .,
nimero menor que 1 es solucién de la inecuacion.

Resolver 2 —z < x — 7.

Para resolver 2 — x < x — 7, pasamos las z a un lado de la desigualdad, por ejemplo a

la derecha y lo demaés al otro lado de la desigualdad. Se obtiene primero 9 < 2z, asi que

x>0
5"

Resolver 2+ < —x + 8

Las soluciones de 2 4+ x < —x + 8 se pueden obtener asi: 2z < 6, luego x < 3.

1
Resolver x +1 < ——
r—1

Pasamos todos los miembros a un lado de la desigualdad, por ejemplo la izquierda,
1
r+1+——<0.
z—1

Realizamos la operacion
(z+1)(z—1)+1
z—1

<0 ,

luego

2

0.
x—1<

Para que un cociente sea de signo negativo es necesario que el numerador y denominador
sean de signo contrario. En ete caso el numerador es positivo, por tanto, el denominador
debe ser negativo, esto es, x — 1 < 0; es decir, x < 1.

Ejercicios

Resolver las siguientes inecuaciones

a) t—1<1—ux;

x

b) 3z —1 < —;

) xz —_3’
1

) ~ >3
1

d) — <Tx—4;
x

e) v+ 2 < 3x+4;
1

f) = >1.

x2 =
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1.5.3. Valor absoluto

Se define el valor absoluto |z| del nimero real = del siguiente modo:
r si x>0
|z| =
—x si x<0
Por ejemplo: | — 3| = [3| = 3; V2| = | — V2| = V2.
Propiedades
1. Jz| >0

2. |z|=0<=2z=0

3.zl =]—2] , |r—yl=y—=|
X X
doleyl =Ll 5= @20
Y Yl
5. x4yl <lz|+ |yl , |v—y| <|z|+]y|

6. Sea a > 0. Entonces
lz| <ae —a<z<a

7. Sea a > 0. Entonces
lz] >a<ex>abx< —a

La distancia entre dos nimeros reales se expresa usando el valor absoluto:
d(z,y) = |z —yl =y — |

Ejemplos:

1. d(—2,3) =5; d(3,7) = 4.

2. Resolver |2 —z| < 1

R-—z|<l<=-1<2—-2<]l<= 3< 1< -1l<=1<z<3

3. Resolver |z — 1] < 2

|z —1]<2+= 2<2-1<2= -1<z<3.
4. Resolver |z —4| =2

Primera forma: \x—4!=2<:>$_4:i2<:>{ii
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Segunda forma: Por definicién tenemos que
o — 4] = Tz —4 si x—42>0
Sl —(x—4) st z—-4<0

es decir

o — 4] = r—4 si x>4
Tl —x+4 si x<4

Por tanto debemos resolver dos ecuaciones

r—4=2 si x>4 r=6 si x>4
lr—4] =2 & 9

—rx+4=2 si xz<4 =2 si z<4

Luego las soluciones son z =6 y z = 2.
1.5.4. Ejercicios.

L. Halla: (a) | = 7] (b) | 57fs (0) | S5 (@) 1=l (@) e =l (6) [VE - 11

-1 2

1+ 22

1+ u?
02

1—z
1+ 22

; (F) :

2. Hallar: (a) |z%|; (b) |1+ 22[; (c) ‘

(d) Ja® + b2 (e) ‘

3. Determinar todos los nimeros que cumplan las desigualdades: (a) [r—2| < 3; (b) |[z—2| < 2;
() |l —4] <5, (d) [z +1] <3;(e) [z +2| <2 () [+ 1| <O0.

4. Escribir usando valores absolutos: (a) —1 < x < 1; (b) =7 <z < 1; (¢) =5 <z < &; (d)
l<z<8(e) b<zx<—1;(f) —2<z<0.
1.6. Polinomios y fracciones algebraicas

Un polinomio es una expresién de la forma
f(x) =apz™ + an_12" 1+ ... + a1x + ao,

donde los coeficientes ag, aq, ..., a, son numeros reales.

1.6.1. Operaciones con polinomios

Las operaciones usuales, suma, resta y producto de funciones polinémicas son nuevamente
funciones polinémicas. Sin embargo, el cociente de funciones polinémicas no es, en general, una
funcién polinémica. Recordamos brevemente cémo se realizan estas operaciones con algunos
ejemplos.

» Suma y resta de polinomios. Sean P(z) = 423 + 522 — 6 y Q(z) = —3x + 5 + 7Tz%. Para
calcular la suma y la resta de P y () debemos agrupar los monomios semejantes, esto es,
aquellos que tienen la misma variable y el mismo grado.

P(z) + Q(z) = 423 + (52% + T2?) + (=3z) + (=6 + 5) = 423 + 122% — 3z — 1 ;

P(z) — Q(z) = 42 + (52% — T2%) — (—32) + (=6 — 5) = 42> — 222 + 3z — 11.
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= Producto de polinomios. El producto de dos polinomios es otro polinomio que se obtiene
multiplicando cada uno de los distintos términos de uno de ellos por el otro, realizando a
continuacion la suma de todos los polinomios obtenidos.

Ejemplo: Sean P(z) = —223 + 72z — 5y Q(x) = 22 + 3. Se tiene entonces que
P(z)Q(z) = (—223+ 7z —5)(2? +3) = —22° — 62° + 723 + 21z — 522 — 15
= —22° 4+ 2% — 522 + 21z — 15.

» Cociente de polinomios. Sean dos polinomios P(z) y Q(z), tales que el grado de P es
mayor o igual que el de Q. Realizar la division entera entre P (dividendo) y Q (divisor)
consiste en encontrar dos polinomios C(z) (cociente) y R(zx) (resto), que verifiquen:

P(z) = Q(2)C(x) + R(x)

siendo el grado de R menor que el de Q.

Ejemplo: Efectuemos la divisién entera entre P(z) = 202% — 1822 + 4 y Q(z) = 4x — 2.

2023 — 1822 +4 4y — 2

—2023 + 1022

522 —2x — 1
—8z2 +4
—8x2 — 4z
—4x +4
+4xr —4
2
Por tanto Pla) 5 )
x 202° — 18x° + 4 2 2
= = —2r—1
Q) Az — 2 bt — 2w =14 T
Esto es,
P R
(©) _ oy 4 B
Q(x) Q(x)

= Si queremos dividir un polinomio P(x) entre Q(z) siendo Q(z) un polinomio de la forma
T — a, entonces podemos usar la regla de Ruffini. El resto que se obtiene de este cociente
coincide con el valor que toma el polinomio P en a. Cuando el resto de este cociente nos
da 0, entonces decimos que a es una raiz o cero del polinomio P.

Ejemplo: Sea P(x) = 423 —6x2+52—11. Si dividimos este polinomio por 2—2 obtendremos
un polinomio cociente de grado 2, como vemos ahora:

3 2 T término independiente
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4 -6 5 —11 4 -6 5 —11
2] 8 4 2] 8 4 18
@@ o O @ @ © 0
Luego
423 — 622 + 5x — 11 = (. — 2)(4x® + 22 +9) + 7 ;
es decir,
423 — 62° —11
v 627+ 5r :4x2+2x+9+—7
T —2 x—2

Observemos que P(2) =T7.

= La regla de Ruffini es 1til cuando queremos factorizar un polinomio, esto es, descomponer
el polinomio como producto de polinomios més sencillos. Veamos con el siguiente ejemplo
cudl es el procedimiento. Consideramos el polinomio

P(z) = z* — 323 + 42% — 62 + 4.

1. Confeccionamos la lista de divisores del término independiente, que es 4.

divisores de 4 = {1,—1,2,—2,4, —4}.

2. Probamos, haciendo uso de la regla de Ruffini, si los divisores obtenidos en el paso
anterior son raices del polinomio P.

En este caso 1 si es raiz.

3. Una vez localizada una raiz, debemos comprobar si ese nimero vuelve a ser raiz, com-
probando con el polinomio cociente obtenido.
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Como vemos, 1 no vuelve a ser raiz.

4. Pasamos a comprobar el siguiente candidato a raiz, 2.

El 2 si es raiz.

5. Seguimos este proceso hasta que el polinomio cociente tenga grado 2, como es en este
ejemplo. Para seguir buscando raices en este polinomio de grado 2 la mejor opcién es
utilizar la formula de la ecuacién de segundo grado.

22 +2=0= z? = —2. No tiene soluciones.
Ya que este polinomio de grado 2 no tiene raices, el proceso de factorizacién termina.

6. Escribimos la factorizacién de P(x): P(x) = (x — 1)(z — 2)(2? + 2).

NOTA. Cuando un polinomio carece de término independiente, el primer paso que se da
para efectuar la factorizaciéon es sacar factor comun la mayor potencia de x que sea posible.

2 — a3 =23(2? — 1) =23 (x + 1)(x — 1).

En este caso a = 0 es raiz (triple) del polinomio.

1.6.2. Ejercicios
1. Calcular el polinomio P(z) si P(z) + (22 — 42z — 1/2) = 3/2 — Tx.

2. Saca factor comin en cada uno de los polinomios P(z) = 102° — 523 + 3522 y Q(wx) =
423 — 622 + 122.

3. Calcula la divisién entre P(z) = —22* + 322 — 5y Q(v) = 2% + 2.
4. Factoriza el polinomio P(z) = 2% + 523 + 22 + 5z.

5. Simplificar

a3 +y3
a)
r+y
b) 4a® — 6a2b+ b3
2a — b
1422 — 192 — 3

) 2x — 3
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6. Factorizar

273 + 512 —dx — 7
223 — 22 — 162 + 15

7. Resolver las ecuaciones

a) 23 —222 —52+6=0
b) 23 +422 +1r-6=0

8. Decidir sin dividir si 222 — 3z + 4 es divisible por = — 2.

9. Decidir sin dividir si 323 — 222 + x — 5 es divisible por x + 2.

1.6.3. Descomposicién en fracciones simples

1 x+7
U on algebrai I cociente de d li ios. Por ejemplo: ,
na fraccion algebraica es el cociente de dos polinomios. Por ejemplo T3 P el y
2+ 4 +1

r—1

Al realizar la suma de

3:—2+3:+1

1 . 3 (z+1)+3(x—-2)
r—2 z+1 (x —2)(x +1)

obtenemos

dr — 5

2 —x—-2

4z —5 1 y .
+ se llama descomposicion en fracciones

El proceso inverso, esto es, ir de a
’ ’ 22—x—-2 -2 x+1

simples.

Para obtener la descomposicién en fracciones simples de una fraccién algebraica seguimos
los siguientes pasos:

1. El grado del numerador debe ser al menos un grado menos que el denominador, en caso
contrario realizamos la division.

2. Factorizamos el denominador.

3. Buscamos los coeficientes de los polinomios del numerador segin la siguiente tabla.

Factores del denominador | Expresion Descomposicion en fracciones simples

, . fx) A B C
Raices reales simples + +

(z+a)(z+b)(z+c) | z+a xz+b x+c

) s f(z) A B C
Raices reales multiples m o + Zta? + @t ap
Rad loi o] fx) Ax + B R C

aices complejas y simples
PIeJas y STp (ax®?+br+c)(x+d) | ax’?+bx+c  xz+d
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Ejemplos:

11 — 3z
2+ 21— 3
Lo primero que observamos es que el grado del numerador es menor que el del denominador.
Factorizamos el denominador, esto es 22 + 22 — 3 = (z + 3)(x — 1). Se tiene que las raices
del denominador son reales y simples. Por tanto buscamos una descomposicién en factores
de la forma:

1. Descomponer en fracciones simples

-3 _ A B
2?2 +2x-3 x4+3 -1
Operando
11-3z  A(lx—1)+ Bz +3)
2 +2r -3  (z+3)(z—1)
Por tanto,

11-3z=A(x—-1)+B(x+3).

Para calcular los valores de A y B, podemos darles valores a la x y resolver el sistema que
resulta. Por ejemplo, para

x:1:>11—3(1):A(1—1)+B(1+3):>8:4B:>B:§:2
—2
a::—3:>11—3(—3):A(—3—1)+B(—3+3):>20:—4A:>A:T0:—5.

Luego se tiene que la descomposicion en fracciones simples viene dada por

11 — 3z -5 2

3:2+23:—3_3:+3+:E—1'

1.6.4. Ejercicios
1. Descomponer en fracciones simples

23— 222 —dx — 4

2) 2 —x—2
2r+ 3

p)y ==

) wo2p

0 5z2 — 2z — 19
(x +3)(z —1)2

d) 722 4 5x + 13

(224 2)(x+1)
3+ 6z + 422 — 223
z2(x? + 3)

e)
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1.6.5. Operaciones con fracciones algebraicas

Al igual que se procede con las fracciones numéricas, para sumar fracciones algebraicas se
calcula el minimo comiin multiplo de los denominadores, que pasa a ser el denominador de la
fraccion que resulta. Fijémonos en el siguiente caso. Para calcular

x n x 20 — 1
l—2 142z 1-—22

descompondremos los denominadores en factores: 1 —x =1 -2, 1+ =1+2y 1 —2% =
(1 — z)(1 + z). Entonces el m.com(l —z,1+ 2,1 —2?) = (1 —z)(1 +2) = 1 — 2% y podemos
escribir

z_ L 20 -1 w(1+w)+w(1—w) 2z — 1
l—z 14z 1—22  1-—22 1— 22 1— 22
- :1:—1—3:2+:13—x2—2:13+1_ 1
N 1— 22 1 — a2

Ejemplo. Efectuar la suma algebraica

x4+ 2y -y 2
22—y? 2+ 2xy+y? w+y

Obsérvese que 22 — 4% = (z +y)(x —y), 22 + 2y +y*> = (x +y)? y 2 +y = = +y. Por tanto,
el m.cm.(2? — y?, 2% + 22y + %,z + y) = (x + y)*(z — y). Luego,

T+ 2y r—y 2 @+t y)t+(@—y)(r—y) -2z +y)(r—y)
2 2"' 2 2 - 2
22 —y? 22 +2zy+y? c+y (r+y)*(z —y)
2?4 3zy+ oyt et -y - 222+ 29%) 3wy +2y7
(z+y)*(z—y) (x+y)*(x —y)
3zy + 212

x® —xy? + 2%y — 3
1.6.6. Ejercicios

1. Efectuar las operaciones siguientes, simplificando el resultado si es posible

T 2a 3b 4c 1 4x 4

x
Ty - -
(a)a+3a’()3b+4c+5a+6abc7(c)x2—y2 z+y

2. Realizar las operaciones

2a 3b a?® — ab + 4b?
(a)

a—b a+b  aZ—0b2
1 1 2 4
(b) 1—n+1—|—n+1—|—n2_1—n4
(©) a N b n c
@ 0a—0 b-ab-09 @-ob-0
3. Calcular

Yyz X xz n Ty n 2xyz
@+y)let+z) W+2)y+z) (E+a)(z+y) @+y)y+2)(z+2)
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1.7.

Ejercicios complementarios

1. Indicar cudles de los siguientes niimeros son enteros: (a) v/2; (b) v/2—2v/2; (¢) vV2+2—/2;

2.

10.

11.

12.

13.

V2 V2

@) 22 0) oV () 2 Y

33V 2

Simplificar las siguientes expresiones:

a) yb—y(1—b)
b) zy — 2%y + xy?
¢) a—{a—fa—(a—1)]}
d) a—{u—fa—(u—-a)}
e) (1—a)—(1—a)?
f) (@ —2?)(a® + 2?)

2 « 1

Simplificar % N 411 + g
3 4

Un deposito tiene 450 litros de combustible cuando tiene tres cuartos de su capacidad.
i Cuanto es la capacidad del depédsito? ;Cuantos litros contiene si sabemos que tiene dos
tercios de su capacidad?

Tres personas, Pedro, Miguel y Angel tinen una sociedad. Pedro invierte % del total, Miguel
2 de lo que falta y Angel 8 euros. Determinar (a) el total de los fondos, (b) los fondos con
los que participa Pedro y Miguel.

Calcular 023 + 0/456
Hallar 0'23 + 0/15\6, escribiendo primero los sumandos en forma de fraccion.
029 + 0’39
0'99 — (/89
32 x 55
3% x 5% 433 x 53
3

Hallar

Evaluar

-2

ol
X

Evaluar

wlow

LGN

82 x5%2x 374
vl 2T % 92

. Cuantos litros hay que sacar de un tonel de 560 litros para que queden en él g del
contenido inicial?

Simplificar

a) %—I—ab
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a u
b 5+
1
1— =
c) .
a
B a
Q) -3
C

)
SN—
° ~—/~ o
SN
|
—_
N——
VR
SR
+
—
N—

-b A2
f) c a?—b?
14. Simplificar
1
a) 1+ T
1+ T
14+1
a=b
b @}
) a-+b
a2—b2
C) aib
T
1
v i
d) -2
) o1
0 (z +9)*(=* — v°)
(x —y)*(2? +y?)
1,1
s Ty
f) 3
y X

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Calcular z sabiendo que verifica <94> = <94>

78 T
15 15
Hall
e (5)+(5)

Simplificar la expresién
(D) + (%)
17 17
(14) + G5)

. Qué relacion existe entre m y n para que se verifique la igualdad

£

12
Encontrar el valor de x para que se cumpla la siguiente igualdad ( )
x

Calcular el valor de z en la igualdad <1306> = <a7c)

Tema 1. Pagina 31

-(5)
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21

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Hallar el coeficiente de ' en el desarrollo de (x + 2)2°
Desarrollar (3 + 2z)°

15
Calcula el término independiente (en el que no figura x) en el desarrollo de <2x2 — %)

Desarrollar las siguientes potencias:

T 3
@ @+aP; 0)@-a75 @ (3+3) 5 @ (-3+22)

Tenemos 5 juguetes diferentes que deseamos entregar a 5 nifos, uno a cada uno. jDe
cudntas formas puede realizarse el reparto?

. Cuantas diagonales hay en un poligono de 17 lados?

Hay tres ninos, a cada uno de los cuales se le da un juguete de los 7 distintos que hay en
una tienda. ;De cudntas formas puede hacerse?

Completar cuadrados

a) 3z2 —Tx +6
b) 22— —2

¢) =323 +5x+5
d) 322 + 17z + 10

Resolver las inecuaciones siguientes:

a) t+2<6-—=z
b) 4 —2>7—bx
¢) 2 +1<0

1
d) ——>2x+2

x

1

<1
f) T—2 = +x
Resolver las siguientes inecuaciones:

a) lx—1]<0
b) |z —2| <3
c) lt+5]>5
d) |z —5| <|z+1]
e) lz+1|+]z+2>1
)

f) |lz—1.Jzr —2] <3



Curso Introductorio a las Matematicas Universitarias Tema 1. Pagina 33

31.

32.

33.

34.

35.

36.

1.8.

Demostrar la identidad

R AN AR
2 2 S

El polinomio P(z) es de grado 5y Q(z), de grado 3. ;Cuadl es el grado de: P(z) + Q(x),
P(2)Q(z) y P(z)/Q(z)? (Suponiendo que P(z)/Q(x) sea un polinomio).

(a) Calcula el valor de m en el polinomio P(x) = 23 — 6z + m, sabiendo que al dividirlo
por Q(z) =+ 2 da de resto 7 .
(b) Sin efectuar las divisiones, ;podrias saber si son exactas los siguientes cocientes de
polinomios?

(@) (22 =32 +5): (x —1); (B) (z3 + 3z +14) : (z + 2).
Factoriza los siguientes polinomios.

(a) 2% + 42? — 3z — 18 ; (b) 925 — 1622 ; (c) 3 — 222 — 5 +6 .

Calcular el cociente y el resto al dividir P(z) entre Q(x).
(a) P(z) = 3z* — 222 — 1, Q(z) = 22 - 3;

(b) P(z) = 62° — 32 + 2% — x, Q(z) = 22 — 2x + 1.

(c) P(x) = -3+ 322 + 52+ 6, Q(z) =2 + 1.

Descomponer en fracciones simples

222 — 91 — 35
(x4 1)(x —2)(x+3)
22 +1
22— 3z + 2
322 4 162 + 15
(x +3)3
z? —x—13
(2 4+7)(x —2)
6x — 5
(x —4) (22 + 3)

a)

b)
)
d)
)

Soluciones a los ejercicios

1.1.2 Numeros reales.

(1a) Cierta. (1b) Cierta. (1c) Cierta. (1d) Cierta. (1e) Falsa. (1f) Falsa.

1.1.4 Operaciones.

(1a) 5 — (=7). (1b) 2 — 7. (1c) e — (=1). (1d) 2 — (—v/2). (1e) 4 — 1. (1f) —2 — (-3).
3 6 2

(2a) % (20) 37 (20) % (2d) _il (2¢) - (20) 75
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(3a) —2b. (3b) 2b. (3c) —2a — x. (3d) 0. (3e) —z — u. (3f) =.
(1) “ L ab) Mt a0) LT ey M g T an U

1.1.6 Paréntesis y factorizacion.

(1a) a® — 2. (1b) 922 + 9y? — 18zy. (1c) 2p? — 6q — 67 + 2¢°. (1d) —622 — 62Y.
(2a) =212, (2b) 3¢ + 8¢ — L. (2¢) —L20°H12%0=3,

1.1.8 Divisibilidad.

1.1.10

1.2.3

(1a) 1, 2, 3, 4, 5, 6, 10, 12, 15, 20, 30, 60. (1b) 1,3,5,7,9,15,21,35.45,63,105,315. (1c)
1,11,101,1111.

(2a) 2. (2b) 5. (2¢) 10.

(3a) 18. (3b) 300. (3c) 2.

(4a) 124. (4b) 988. (4c) 42660.

(5a) 180. (5b) 2964. (5¢) 9800.

(6) 20cm, 3969.

('7) 360.

(8) 72.

(9) 30; a las 16:00 del dia siguiente.

(10a) 3. (10b) 2. (10c) 2. (10d) 2. (10e) .

Forma decimal
283 46111 550 1011

1—1b—1—1d—1—1f——.

(1a) . (1b) o2 (1) =0, (1d) “o ot (1e) 20 (1F) o

(2a) 3'5. (2b) 2. (2c) 0'25. (2d) 0'83. (2e) —0'6. (2f) —0'142857.

(3a) Racional. (3b) Racional. (3c) Racional. (3d) Racional. (3e) Irracional. (3f) Racio-
nal.

(4a) 0. (4b) 3'46. (4c) 11. (4d) 10. (de) 0'09. (4f) 9'9.

(5a) 212 x 10°. (5b) —18'8 x 10°. (5c) 24 x 10'. (5d) 0'06. (5e) 144 x 10'8. (5f)
694 x 10720,

Potencias

(1a) 3. (1b) ¥ (1c) 2*. (1d) 2'6/15.

(2a) z. (2b) 2 xﬂ’ - (2¢) z. (2d) . (2e) L. (2f) 2P,

2/3 5 p5/2
(3) =——
(4a) a?bcS, 3223, (4b) zy? + 3. (4c) y~ /3.
B2 5 1

(5a) 1+2z+22. (5b) 1—-3u+3u®—u. (5¢) 23 —322y+3xy®—1>. (5d) 2° — 2

(5e) vt — 4v3 + 6v? — 4v + 1. (5f) 1+ 5z + 1022 + 102 + 52* + 5.
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27 9 4 6 4 1
(6a) 4—4x+x2. (6b) 27+27x+9x2+23. (6¢) 27 — — a3 (6d) 1 — St oI

(6e) x —33:—1—2—F. (6f) 16 — 32z + 2422 — 823 + 4.
(7a) 1. (7b) 11 935. (7c) 715. (7d) 462. (7e) 165. (7f) 6.

(8) 15 504.

x6 8

1.3.1 Variaciones, permutaciones y combinaciones.
(1) 20.
(2) 28.
(3) 24.
(4) 21.
(5) 6.
(6) 120.
(7) 12.
(8) 21.
1.4.2 Ecuaciones lineales.
(1) y= H
(2a) z = 0. (2b) No tiene solucién. (2c) Infinitas soluciones. Cualquier valor real. (2d)
=3 (2¢) 2 =™ 20 (2f) 2 =0. (2g) = = 2.
(3) 840 trabajadores.
(4) 1260 euros.

(5) 25 estudiantes.

1.4.4 Ecuaciones cuadraticas.
(layz=4 y . (1b) z=6. (1c) z =0, x:\/g, w:—\/g. (1d) z=3 , -4
(2) 30 estudiantes.
(3) 18 y 24 Km/h.
(4a) (z —1)? — 19. (4b) 3(z + 2)? — %. (4c) (z +7)? — 36.

1.5.2 Desigualdades.

(1a) z < 1. (1b)x<0’3 (1c)0<x<0’5. (1d) 2_7\/ﬁ<x<0, 2+7\/ﬁ<m. (Le)
—1 < z. (1f) —7§x<7
1.5.4 Valor absoluto.
(1a) 7. (1b) % (1c) % (1d) 7. (1e) 7 —e. (1f) V2 — 1.
(22) 7. (2b) 1432 (20) . (2d) a® +17. (2e) LEw ap) ’1+ )



Curso Introductorio a las Matematicas Universitarias Tema 1. Pagina 36

(Ba) - 1<2<5.(83b)0<zx<4 (3c) -1<2<9.(3d) 4<z<2. (3e) -4<z<0.
(3f) x = —1.

(4a) |z| < 1. (4b) |z + 3| < 4. (4c) |z — 1'5| < 6'5. (4d) |x — 4'5] < 3'5. (4e) |z + 3| < 2.
(4f) |z + 1| < 1.
1.6.2 Operaciones con polinomios.
(1) 2 — 3z — 223,
(2) 2.
(3) —222 + 17— +2
(4) z(z +5)(x* +1).
(5a) 2% — yx + y2. (5b) 2a® — 2ab — b?. (5c) Tz + 1.
(62) (z —3)( +2)(x + 1). (6b) (z+3)(x — 1). (6¢) 2(z +1) (v + 2F) (3 4 2/B),
(6d) (2x —5)(z — 1)(x + 3).
(7a) 1, 3, —2. (Tb) 1, —3, —2.

1.6.4 Descomposicién en fracciones simples
(la) o —1- 45+ x—i—l (1b) %5 + 2 2. (16) o + 707 + 7ps- (1) 255 + 35
1 —4243
(le) 3 + 555 + 3.
1.6.6 Operaciones con fracciones algebraicas.

2 2
(la) (lb) i40a ¢ + 45b“a + 48¢“b + 10

(2a) 1. (2b) 0. (2c) 0.
(3) 1.

. (1c) m24_yy2

abe



