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4. NUMEROS COMPLEJOS

FEn el presente tema consideraremos los ntimeros complejos. Nos ocuparemos principalmente
de las diferentes formas de representarlos, asi como las operaciones bésicas entre ellos.

4.1. Introduccién

Si intentamos resolver la ecuacién 22 + 1 = 0 nos encontramos que no tiene solucién ya que
ésta deberfa ser z = v/—1 y, como sabemos, la raiz cuadrada de un niimero negativo no existe en
R, conjunto de los niimeros reales. Denotemos v/—1 por i y definamos un nimero complejo como
una expresion de la forma x + iy, donde x e y son nimeros reales. Dado un nimero complejo
z =1x+ 1y, a x e y se les denomina parte real y parte imaginaria de z respectivamente y se
denotan por

r=Rez e y=1Imz.

En caso de que z = x 410 escribiremos z = x y diremos que z es real. Por otro lado, si z = 041y,
escribiremos z = iy y le llamaremos imaginario puro. En particular 0 = 0 + 0 e 4 = 0 + ¢1.
El conjunto de todos los nimeros complejos se denota por C y éste contiene al conjunto R
de los nimeros reales que podemos identificar con el conjunto de los nimeros complejos cuya
parte imaginaria es 0, es decir R = {z € C: Im z = 0}. El conjunto C se puede representar
graficamente en el plano real (R?) sin més que asociar el nimero complejo z = z + iy con el par
o punto (z,y) de R?. Este punto se conoce como afijo de z. La forma de expresar z como a + ib
se conoce como expresion bindmica de un ntimero complejo.

eje real

eje imaginario

FicurA 1. Plano complejo
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4.2. Operaciones algebraicas

Para sumar o restar dos nimeros complejos hemos de sumar o restar sus respectivas partes
reales e imaginarias:
(x +1y) + (a+ib) = (x + a) +i(y + b)

(x +iy) — (a+1ib) = (x —a) + i(y — b).
La multiplicacién viene definida por la regla:
(x 4+ 1y)(a +ib) = (za — yb) + i(zb + ya).
Esta regla parece complicada y dificil de recordar, pero si tenemos en cuenta que
i2=(0+i1)(04i1)=(0—-1)+i(0+0) = —14i0 = —1, (1)
y multiplicamos (z + iy)(a + ib) como dos polinomios en i, obtenemos dicha regla:
(z +iy)(a +ib) = za + x(ib) + (iy)a + (iy)(ib) = xa + izb + iya + i*yb = (va — yb) + i(xb + ya).

Notemos que (1) nos dice que i es una solucién de z2 + 1 = 0.
La suma y la multiplicacién de ntimeros complejos verifican las mismas propiedades que las
de los nimeros reales:

1. Asociativa: z1 + (22 + 23) = (21 + 22) + 23 ; 21(2223) = (2122)23.
2. Conmutativa: zq1 + 29 = 29 + 21 ; 2129 = 2921.

3. Elementos neutros: z4+0=0+2=2 ; zl1=12z2=z.

4. Distributiva: z1 (22 + 23) = (2122) + (2123).

5. 2:0=0-2=0.

4.3. Conjugacion y médulo

Dado un ntimero complejo z = x + iy, llamamos conjugado de z al complejo que resulta al
cambiar de signo la parte imaginaria y lo denotaremos por Z. Asi Z = x — iy. Se puede observar
que:

Z = z si, y solamente si, z € R

Z = —z si, y solamente si, z = 1y.
Ademds, con la definicién que hemos dado del producto de dos nimeros complejos se tiene
2z = (x +iy)(z —iy) = 22 + %,

lo que implica que 2Z es un nimero real positivo y +/2Z estaria siempre bien definida. A este
valor se le llama mddulo de z y se denota por |z|, esto es,

|z = V2z = Va2 + y2
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El hecho de que zZ sea un ntmero real nos permite definir el inverso de un complejo z = a+ib # 0:

1 1 a—1b a—1b a b

: a+tib (atib)(a—ib) aZ+b2 a2 +b2 RPN

y consiguientemente la division de niimeros complejos vendria dada por

Al 1
Z9 Z9
Yy
z=x+ 1y
‘ — =
- .
—z=—T—1y z=xz+ 11y

FicuraA 2. Médulo, conjugado y opuesto

Propiedades del médulo y conjugacion respecto de las operaciones:

1. (21:|:Z2) =71 2.

2. 71z = 71 Z2.
21\ E
3 (Z) =5 (22 #0)
4. ‘2’122’ = ’21"22‘.
5. |z = [7]
6. (2=l (20
z9 ’22‘

4.4. Forma trigonométrica

Recordemos que un nimero complejo z = = + iy puede ser representado como un par (z,y)
y como tal constituye un punto del plano, lo que permite asociarle un vector con punto inicial
en (0,0) y final en (z,y). Podemos entonces determinar el complejo z dando el médulo de dicho
vector, que coincide con el médulo de z definido anteriormente, y el angulo que forma con el eje
real, que se denomina argumento de z. En otras palabras, lo podemos expresar en coordenadas
polares:
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Y
z=x+ 1y
< |
AN O
© 7 !
= < |
Il !
= |
0 :
T
x =rcosf

FicurA 3. Mdédulo, conjugado y opuesto

Observemos que si nos dicen que un nimero complejo z tiene por médulo r y argumento 6,
entonces (como indica la figura) su parte real serd © = rcosf y su parte imaginaria serd y =
rsen . Podemos expresar z como

z=x+1y =rcosf+irsenf = r(cosh +isend),

expresion que se conoce como forma trigonométrica de z. Una de las grandes ventajas de esta
manera de representar a los nimeros complejos es que facilita la operacién de potenciacién

2" = r"[cos(nf) + isen(nd)] (n € N). (2)

Adems4s la multiplicacién y divisién se pueden expresar de forma maés sencilla como sigue:

. z r ,
2129 = ri7r2[cos(01 + 02) + isen(6; + 62)] ; z—l = r—l[cos(ﬁl —09) +isen(f; —03)] (22 #0).
2 2
Por otro lado, si nos dan un complejo z en forma binémica z = x + iy, tenemos que su moédulo
es 2| = r = 2?2 +y? y su argumento serd un angulo 6 tal que tgf = 4. Podemos entonces
expresar z de una forma abreviada por z = 1y, expresion que se conoce como forma polar:

z=rp=r(cosf +isend). (3)

Es importante observar que el argumento de un complejo no es unico ya que si el angulo 6
es un argumento de z y le sumamos un angulo de amplitud 27, es decir le damos una vuelta
completa, volvemos a caer en el mismo sitio, por lo cual 6 + 27 seria también un posible valor
del argumento de z. Lo mismo sucede si damos k vueltas y por tanto 6 + 2k7 serd también otro
valor del argumento de z.

La expresién en forma polar nos permite introducir la radicacién de los nimeros complejos
de forma m4&s o menos sencilla. La {/z seré cualquier complejo w tal que w™ = z. Asi, expresando
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ambos nimeros en forma polar w = p, y z = rg, y recordando que segin (2) y (3) (pa)"

obtenemos que

= (pn)nou

0+ 2k
pr., =Ty si,y solamente si, p = V/rya = vt 2km (k=0,1,2,....,n —1).
n

Luego un complejo z = ry tiene n raices n-ésimas {zj }Z;é que podemos expresar como:

2 2
2= Ur (COS (W) + ¢ sen (#)) (k=0,1,2,....,n —1).

A modo de ejemplo, observemos en el siguiente grafico como se representan en el plano las cinco
raices quintas de z = cos(%§) + isen(%). Todas tienen el mismo médulo y se distribuyen de
manera que forman un pentdgono regular (en el caso de raices n-ésimas formarian un poligono
regular de n lados).

Z2 = €15 K 27 /5
' /3

_ ilemN\gy
z3 = e'’15 .

FIGURA 4. Raices quintas de z = cos(n/3) + isen(mw/3).

4.5. Ejercicios complementarios

1. Calcula las raices de las siguientes ecuaciones:
o)’ +2+1=0; b) 2® + 22 +5=0.
2. Efectia las siguientes operaciones entre ntimeros complejos:
a) (34 5i) + (4 — 3i) ; b) (54 3i) — (6 —4i) ;
) (6—5i) + (2 —1i) —2(=5+6i); d) (2—14)— (5+4i) + 1(6 — 4i).

3. Multiplica:
a) (341)(4 —2i) ; b) (24 1)(5 —6i) ;

c) (—i+1)(3 —2i)(1 +3i);; d) 5(2 —4i)(1 + 31)i.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

18.

Efectia las siguientes divisiones de niimeros complejos:

244i
4—2i

1—@_0)4—M
3+ -3+ 50

a) b)

Calcula las potencias:
a) (2-3i)% b) (3—1)3 ¢ i'%; d) (2 - 4)%

Efectia las siguientes operaciones y simplifica:

(—=3i)%(1 — 2i)
2+ 2i ’

(2 —3i)(1 + 69)
1+ 5i

2 3i(—4i+2)
a)6—3(5—|-gz)7 b) 13 c)

d)

Calcula ¢'7, ¢, 10, 25, 3%,

;Cuanto debe valer  para que el niimero (2 + 24)? sea imaginario puro?
Calcula (1 +4)%, (1 —1d)*, (=144 y (—1—i)*

Resuelve las siguientes ecuaciones en el campo complejo:

z
5+i)z=3—T7i b —3-5i;
W (i) =8-Ti  b) g =3 s
z 2z —1 z 2z — 3 .
s T s S iy sl

Representa graficamente los afijos de todos los niimeros complejos z tales que al sumarlos
con su respectivo conjugado, se obtenga 1.

Representa graficamente los niimeros complejos z tales z — Z = i. ;Qué debe verificar z7

Representa graficamente el nimero complejo 4 — 3i. Aplicale un giro de 90 grados alrededor
del origen. ;Cudl es el nuevo nimero? Multiplica ahora 4 — 3i por i.

Escribe en forma trigonométrica y polar los nimeros:
a)1+3i; b) —1+4+14; ¢)5—12i.
Escribe en la forma binémica y trigonométrica los nimeros:
a) 5z; b) 213505 ¢) 32400-

Calcula tres argumentos del nimero 1 + 1.
Expresa en forma binémica y en forma polar el conjugado y el opuesto de 5%.

Calcula sin desarrollar los binomios y expresar el resultado en forma polar:

a) (1+4)1% ) (—1+ L)% o) (1-9)b.
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

4.6.

10.
11.
12.
13.
14.

.a

Utiliza la férmula de Moivre, (cosf + isenf)” = [cos(nf) + isen(nf)] (n € N), para
deducir las férmulas de las razones trigonométricas del angulo doble.

Calcula las raices sextas de la unidad.

Resuelve la ecuacién 3 4 27 = 0. Representa graficamente todas sus soluciones.

-1+
Calcul
alcula v/—i; v/1 1—1-\/_2

Halla las coordenadas de los vértices de un cuadrado (de centro el origen) sabiendo que
uno de estos es el afijo del niimero complejo lz.

Halla las coordenadas de los vértices de un hexagono regular, de centro el origen, sabiendo
que uno de estos es el afijo del niimero complejo 3.

Representa graficamente las igualdades siguientes. ;Qué figura se determina en cada caso?
a) |zl =2; b)|z—(1+1i)|=5.

Escribe todos los niimeros complejos cuyos afijos estén en la circunferencia de centro (1, 1)
y radio 3.

Soluciones a los ejercicios
oy =143 b) 142
a) 7+ 2i, b) —1+47i, ¢) 18 — 18, d) —7i

a) 14 — 2i, b) 16 — 7i, ¢) 16 — 2i, d) —10 + 70i

&

a

)
)
)
)i, b) —15 — 134, ¢) T2 — i
)—5 — 120, b) 18 — 26i, ¢) —i, d) —112 + 384
a)

—9—8i,b) 5 — F3i.0) —§+73i,d) 3 Fi

l\DI\I

ivi,—1,i,—i
r =42

—4

a) % igz, b)29 — 3i, ¢) 25’29 - 5l2z‘7 d) 1_21 5

Recta x =

(ST I

Recta y =
3+ 41

a) V101/95, V10(cos(125) + isen(1'25)); b) \/5%, V2(cos(2F) + isen(2)); ¢) 13_117,
13(cos(—1'17) 4+ isen(—1'17))



Curso Introductorio a las Matematicas Universitarias Tema 4. Pagina 8

15. a) 533 + 24, 5(cos(Z) + isen(%)); b) —v2 4+ v/2i, v2(cos(2L) + isen(2X));
3(cos(2F) +isen(4)).

16. %7 9r _ Trm

—@ 5\/_1 forma polar 5M

5\f 5\f

17. Opuesto: forma bindémica

Conjugado: forma binémica 1, forma polar 5__

18. a)32%, b) 14%, c)8

19. sen(20) = 2sen(#) cos(d), cos(20) = cos?(f) — sen?(8)

20. 1; 4+ 35 1 4 8 1 -1 - 3 13,
2. x= -3,z =3+3%; x =3 - 3%3

. 3 1. 3 1.. 9o 4 4 4
22. a) 1, —5 57/, 5 = EZ’ b) \/51_6, \/i?_ﬂ-, 217_(?-, \/_%
23. i, —1, —i, 1

24. —3, 3 - 3Y3; 3 33, 3 3 1 33 3 33,

\S][SV]

25. a) Circunferencia de centro (0,0) y radio 2, b) circunferencia centrada en (1,1) y radio 5

26. (1+3cos(f)) +i(1+ 3sen(d)), 0 <60 < 2w



