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6. GEOMETRIA

La Geometria, en sus origenes, se preocupd por resolver problemas practicos, como el calculo
de longitudes, areas y volimenes. Sin embargo, la naturaleza y dificultad de los problemas
geométricos se fue ampliando y los métodos antiguos resultaron insuficientes. La introduccion
de las coordenadas permitié reducir la resolucién de problemas geométricos a la de ecuaciones
algebraicas, cuyas soluciones se interpretarian geométricamente.

El presente tema estara dedicado, en primer lugar, a repasar las longitudes, areas y voliimenes
relacionados con las figuras geométricas mas usuales. En segundo lugar, usando referencias,
se identificardn vectores y puntos del plano (espacio) con pares (ternas) de nimeros reales.
Asimismo, se determinardn expresiones de algunos objetos geométricos elementales (puntos,
rectas, planos, etc.) y algunas de sus caracteristicas importantes, considerados contenidos tanto
en el plano como en el espacio.

6.1. Calculo de longitudes, areas y volimenes

Empecemos recordando la definicién de las figuras geométricas mas usuales y las férmulas
correspondientes de cédlculo de longitudes, areas y voliimenes.

6.1.1. Figuras planas

Las figuras planas que consideraremos son: el tridngulo, el paralelogramo (sus casos particu-
lares, el rectangulo y el cuadrado), el trapecio, el poligono regular de n lados y la circunferencia.

Tridngulo
Un tridngulo es un poligono de tres lados. Si la base tiene longitud b y la altura longitud h,
su area es

a=
2

Recordemos ademas que la suma de los dngulos interiores de un tridngulo es de 7 radianes o 180°.
Por otro lado, todo triangulo se puede descomponer en dos tridngulos rectangulos mediante la
altura trazada desde uno de sus vértices. Asi, muchas veces podemos usar el teorema de Pitdgoras
para calcular la altura.
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FicurA 1. Triangulos

Paralelogramo
Un paralelogramo es un poligono de cuatro lados paralelos dos a dos. Si las longitudes de
la base y altura son [ y h, respectivamente, y P y A denotan el perimetro y el drea, tendremos
(véase la figura):
P =20+ 2m, A =lh.

En el caso particular del rectangulo de lados a y b:

_P:2(],—i—2b7 A:ab

FicuraA 2. Paralelogramos

Trapecio
Un trapecio es un poligono de cuatro lados, formado por dos lados paralelos (denominados
bases) y otros dos no paralelos.

a

Ficura 3. Trapecios

Si las bases del trapecio miden a y by h es su altura, el area del mismo viene dada por

A= g(a+b).
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Poligono regular de n lados

Un poligono es regular cuando tiene todos sus lados iguales y todos sus angulos iguales.
Ejemplos de esto son el tridngulo equilatero y el cuadrado. En la figura vemos un pentagono
regular:

FIGURA 4. Pentdgono regular

Se denomina radio del poligono r a cualquiera de los segmentos que une el centro O del mismo
con uno de sus vértices. El tridngulo formado por un lado y los dos radios correspondientes a los
dos vértices de ese lado es siempre isdsceles (un caso muy particular es el del hexdgono, donde

s
se obtienen tridngulos equilateros). El angulo central o es de — radianes, por lo que los otros
n

27
, m— = .
dos angulos son de 8 = —5=- radianes.

La altura, desde el centro del poligono, de cada uno de estos tridngulos, recibe el nombre de
apotema (se suele denotar por a). Si denominanos p al perimetro del poligono, el drea del mismo
viene dada por

Circunferencia y circulo

La circunferencia es el conjunto de puntos del plano que equidistan de uno dado, llamado
centro. La distancia comin de cada uno de sus puntos al centro se llama radio. La zona del plano
comprendida en el interior de una circunferencia se llama. circulo.

FicurA 5. Circunferencia

La longitud de una circunferencia de radio r y el drea del circulo correspondiente vienen

dados por:
L =27, A = 7.
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6.1.2. Ejercicios

1. Calcular la superficie del cuadrado cuya diagonal mide 10 cm.

2. Calcula el area de un trapecio isosceles sabiendo que las bases miden 14 cm y 6 cm y los
lados iguales 8 cm.

3. El 4rea de un cuadrado es de 1764 m?. Calcular el drea de un hexdgono regular que tiene
el mismo perimetro.

4. Calcular el area y el perimetro de un hexdgono regular inscrito en una circunferencia de 4
metros de diametro.

5. Hallar las longitudes de las circunferencias inscrita y circunscrita a un cuadrado de lado 4
dm. Asimismo, calcular las dreas de los circulos correspondientes.

6. Una pista circular estd rodeada por dos vallas concéntricas de 1500 m y 1200 m de longitud.
Determinar el ancho de la pista.

6.1.3. Solidos en el espacio

Veamos como calcular volimenes de los cuerpos mas habituales en el espacio: los parale-
lepipedos (el cubo como caso particular), el cilindro y el cono circulares rectos y la esfera.

Paralelepipedo

Un paralelepipedo es un sélido formado por seis caras planas paralelas dos a dos. El volumen
de un paralelepipedo viene dado por el producto del area de la base por la altura. Puede tomarse
como base cualquiera de sus caras y la altura serd la distancia de ésta a la cara paralela.

FiGuRrA 6. Paralelepipedos

El paralelepipedo més importante es el cubo, donde todas las caras son cuadrados. Si la
arista del cubo es de longitud [, tenemos para el volumen y el area:

V=13, A =62

Cilindro circular recto
Un cilindro circular recto es el solido generado al hacer girar un rectangulo sobre uno de sus
lados. Queda caracterizado completamente al conocer el radio de la base r y la altura h.
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Ficura 7. Cilindro

Las areas lateral y total del cilindro y su volumen vienen dados por:
Ap = 2nrh, Ap = 27rh + 2712, V = 7r?h.
Cono circular recto

Un cono circular recto es el sélido que se obtiene al hacer girar un tridangulo rectangulo sobre
uno de sus catetos. Se llama generatriz a la hipotenusa del tridngulo.

Ficura 8. Cono

El cono queda completamente determinado si conocemos el radio de la base r y la altura h. Con
estos datos, es inmediato calcular la longitud g de la generatriz. Usando el teorema de Pitagoras:
g = Vr? + h2. Para las dreas lateral y total y el volumen del cono tenemos:

1
A =7rg, Ap = 7rg + 72, V= §7T7"2h.

Observemos que el volumen de un cono circular recto es la tercera parte del cilindro circular
recto de igual base y altura.

Esfera
Una esfera es el sélido que se obtiene al hacer girar una semicircunferencia sobre su didmetro.
Queda completamente caracterizada si conocemos su radio 7.

F1GURA 9. Esfera
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El drea de la esfera y su volumen vienen dados por:

A = 4772, V = —mre.

6.1.4. Ejercicios

1. Una caja de galletas tiene forma de cubo de 24 cm de arista. ;Cudnto cartén se necesita
para construirla?

2. Una caja de hojalata tiene 1’8 m de largo, 1’08 m de ancho y 1’5 m de profundidad. ;Cual
es en litros su capacidad?

3. Un depdsito de gas tiene forma cilindrica y sus extremos estan cerrados por dos semiesferas.
La longitud del cilindro es de 1’5 m y su didmetro es de 1 m. Calcula el volumen del
depdsito.

4. La altura de un bote de tomate frito es de 11 cm y el didmetro de sus bases mide 7 cm. La
superficie curva esta recubierta de papel. ;Qué cantidad de papel se necesita para forrar
50 botes?

5. Un embudo de hojalata con forma de cono mide 8 cm de radio y 24 cm de altura. ;Qué can-
tidad de hojalata se necesita para construirlo? ;Cual serd la capacidad del embudo cuando
estd lleno?

6. ;Cuanto costarda pintar de dorado una bola de 25 cm de radio si el metro cuadrado de
pintura dorada vale 10 euros?

6.2. El plano euclideo

En el plano conviven dos entes distintos pero intimamente relacionados: los vectores y los
puntos.

6.2.1. Vectores

En la geometria del plano, un wvector se define como el segmento orientado que une dos
puntos P y @, a los que se denomina origen y extremo, respectivamente, y se denota por P().
La direccion del vector estd determinada por la recta que lo contiene. Dos vectores se dice que
tienen la misma direccion , si las respectivas rectas que los contiene son paralelas o coinciden.
El sentido de un vector P() indica que el segmento se recorre desde el origen P hacia el extremo
Q.

Dos vectores son iguales si tienen la misma longitud o mddulo, misma direccién y mismo
sentido. Un modo de ver que dos vectores son iguales, es comprobar que son lados opuestos de
un paralelogramo con el mismo sentido. Asi, si ABC'D es un paralelogramo, AB = DC, y a
todos los vectores iguales a estos los denotaremos por una unica letra del tipo .

Esta igualdad de vectores permite definir dos operaciones: una llamada suma y otra llamada
producto por un escalar.
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= La suma de dos vectores i y v es el vector @ + ¥ obtenido poniendo ¢ a continuacién de
i, esto es, tiene por origen el origen de @ y extremo, el extremo de . Dada la igualdad
de vectores, esta suma también se puede obtener como la diagonal del paralelogramo que
determinan representantes de @ y ¥ con igual origen.

F1Gura 10. Suma de vectores

s Kl producto de un escalar A € R por un vector @ consiste en modificar la longitud de
usando el escalar A como factor de proporcionalidad. Si A > 0, el sentido de A& coincide
con el de 4. En cambio, si A < 0, el sentido de Al serd el opuesto al de .

Ficura 11. Producto de un vector por un escalar

Esta operacién esté relacionada con el paralelismo de vectores, de forma que dos vectores o, ¢/
son paralelos si y sélo si existe un nimero real A tal que @ = A Uy se escribe 4 || 7.

Componentes de los vectores

El vector cero o nulo se denota 0 y es el vector de longitud cero. Se representa como un
vector P?’ cuyo origen y extremo coinciden.

Dos vectores no nulos @ y ¢ del plano con direcciones distintas, se dice que forman una base.
Usando la definicién de la suma y el producto por un escalar, cualquier otro vector w del plano
se puede poner de forma tnica como

w=atd+ b, a,beR.
A estos unicos elementos (a,b) se denominan componentes de W respecto de la base {u, v}, e

identificamos @ = (a, b) € R2.

Las operaciones con vectores y escalares se expresan de forma muy sencilla utilizando com-
ponentes: si @ = (x1,z2) y U = (y1,y2) entonces

— —

U+ 0= (z1,91) + (22, y2) = (1 + 22,51 + ¥2)
= )\(%1,%2) = ()\%1, )\1’2).
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Ejemplos:
w (1,2) +(—4,5) = (1+[-4],2+5) = (=3,7).

2 2
1,-3)=(5-1,%
(7 ) (3 73

[N )

Una base del plano cuyos vectores son unitarios (de longitud uno) y perpendiculares se llama
base ortonormal. Es siempre conveniente utilizar componentes respecto de bases ortonormales.
Tanto en geometria como en fisica, se suele trabajar con la base ortonormal constituida por
los vectores de longitud uno {;, ;}, donde 7 es horizontal y con sentido hacia la derecha y j es
vertical y con sentido hacia arriba.

FIGURA 12. Base ortonormal en el plano

Moédulo de un vector

Si un vector 4 estd dado por @ = zi + yj que expresamos 4 = (x,y) como antes se ha
indicado, entonces su mddulo estd dado por

|t| = \/22 + y2.

Este nimero mide la longitud del vector y se obtiene sin méas que usar el Teorema de Pitagoras.
Los vectores con moédulo 1 se llaman unitarios.

FiGurA 13. Modulo de un vector

Ejemplo:

= [(2,3)] = V22 + 32 =V4+9=V13.

Producto escalar de vectores

Dados dos vectores no nulos @ y ¥, se define el producto escalar de estos como el niimero real:

w-0 =]V cosa
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siendo « el dangulo que forman dichos vectores. Si uno de los vectores es nulo, el producto escalar
es cero. El producto escalar también dard cero cuando los vectores sean perpendiculares, ya que
en dicho caso el angulo formado por estos es de 90° y cos(90°) = 0.
En términos de componentes respecto de una base ortonormal, el producto escalar se expresa
como:
U-U=x1- -T2+ Y1 Yo (@ = (z1,11) , U= (22,92) € R?).

Es facil comprobar que el médulo de un vector puede escribirse como Vi - . Una de las prin-
cipales utilidades del producto escalar, aparte de la de comprobar perpendicularidad de dos
vectores, es el calculo del angulo que estos forman.

s 7=(1,3),7=(0,-2) = @-7=1-0+3-(~2) = —6.
» Calcular el d4ngulo « entre los vectores @ = (—4,2) y ¥ = (2, —1).
(T 10

cos o = = = -1 = o = 7 radianes.

jal - 19 V205

6.2.2. Ejercicios

-
—

1. Dados los vectores @ = (2,1), b= (=3,1) y &= (=2, —2), calcular @+ b, G+ Cy b+ ¢
2. Con los vectores del ejercicio anterior calcular: 3d + 25; 2d — 3¢, d — 2b + 5¢.

3. Dado el vector @ = (3, —1) encontrar un vector que sea perpendicular a d.

4. Hallar el médulo de los siguientes vectores: @ = (2,1); b= (4,3); @= (1,2).

1 3
V10© V10

6. El producto escalar de dos vectores es igual a 18, el médulo de uno de ellos es igual a 6 y
el angulo que forman es de 60°. Hallar el médulo del otro.

).

5. Comprobar si los vectores siguientes son unitarios: @ = (3, 2); b= (1,0); &= (

7. Dados los vectores @ = (1,1) y ¥ = (a, 1), hallar a para que el dngulo entre @ y ¥ sea de
45°.

6.2.3. Puntos en el plano. Ecuacion de la recta en el plano

Una referencia en el plano consiste en fijar un punto como origen, O, y dos vectores que
forman una base. Para utilizar los conceptos métricos anteriormente vistos, supondremos que
hemos fijado una base ortonormal. Asi, diremos que {O; Z, j} forman una referencia rectangular
en el plano.

Fijado un punto P, del plano, las coordenadas del punto Py coinciden con las componentes
del vector O, respecto de la base {f, j} Asi, si O—PS = (z0,Yo), pondremos Py(zg, o). De esta
forma, las componentes del vector que une dos puntos Py(zo,y0) v P(x,y) se calculan restando

las coordenadas del punto extremo P y las del punto origen Py. Esto es, PoP = (x — 2,y — 4o)-
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OP():('x(]’y(}) r
Cﬁ=(x, V) P, P(x,y)
V=(v,1,)

O3

FI1GUurA 14. Ecuacion de la recta en el plano

La distancia entre dos puntos Py y P se define como el médulo del vector que los une, esto es,

d(Py, P) = [PoP| = /(z — 20)2 + (5 — v0)2.

La ecuacién de la recta r que pasa por el punto Py(zg,y0) y que tiene como vector director a
U = (v1,v2) (paralelo a se obtiene al tener en cuenta que, dado un punto cualquiera P(z,y)
de r, debe ocurrir que ]?F% es paralelo a ¥. Este hecho caracteriza a todos los puntos de la recta.
Por tanto, ]ﬁ = A v. Luego:

(r —xo,y —yo) = A (v1,v2) & r=(z,y) = (xo,y0) + A (v1,v2)  (Ec. vectorial)

r= { T =z0+ A v , A€R (FEcs. paramétricas).

Y=1yo+ v

Habitualmente, es mas cémodo trabajar eliminando el parametro A, con lo que se obtiene la

ecuacion continua de la recta
T—To Y — Yo

U1 V2

T

Multiplicando en cruz en la ecuacién continua para quitar, obtenemos
V9T — V1Y + V1Yo — v2xo = 0.

Denotando ahora a = ve, b = —v1 y ¢ = v1y9 — v2Z0, Se obtiene la ecuacion general (o implicita)
de la recta
r=ar+by+c=0.

Obsérvese que el vector @ = (a,b) = (v, —v1) es perpendicular a r. En efecto,

-

w-v:vgvl—i-(—vl)vg:O.

Ejemplos:
» Hallar la recta r que pasa por el punto Py(1,1) y tiene como vector director a v = (—2, 3).
(z—1ly—1)=A(-2,3) & r=(z,y) = (1,1) + A (-=2,3)  (Ec. vectorial)

:{:17:1—2)\

J—1+3A (Ec. Paramétricas).
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= Hallar la ecuacién general de la recta s que es perpendicular a r =z + 2y — 3 = 0 y pasa
por el punto P(1,—1).

Observemos que un vector director de r es ¥ = (2, —1). El vector @ = (1, 2) es perpendicular
a . Luego w = (1,2) nos sirve como vector director de s. Por lo que ecuacién general de
s viene dada por

s=2r—y+c=0.

Para calcular ¢, usamos que la recta s pasa por P(1,—1). Estoes,2-1—1-(=1)+¢=0.
De ahi, ¢ = —3 y la ecuacién de la recta pedida es:

s=2x—y—3=0.

Supongamos que una recta r y el eje coordenado horizontal, denominado eje de abscisas (el
eje vertical se denomina eje de ordenadas), se intersecan en el punto P. Ahora consideramos el
angulo a formado por el semieje coordenado horizontal que parte de P hacia la derecha con la
semirrecta de r que parte de P hacia arriba.

A

A
v

T
v

FiGURA 15. Pendiente de una recta

La pendiente m de la recta es la tangente de este d&ngulo a: m = tg a. Si ¥ = (v, v2) es un
vector director de la recta, tenemos

U1
En el caso particular que la recta r sea paralela al eje de abscisas, se considera a =0y m = 0.
La pendiente simplifica cuestiones relacionadas con el paralelismo y la perpendicularidad
de rectas. Asi, dos rectas son paralelas si y sélo si tienen la misma pendiente. Dos rectas con
pendientes mj y mso son perpendiculares cuando m; - me = —1. Para saber la pendiente de una
recta r dada su ecuacion, basta escribirla en la forma explicita:

r=y=ax+b

En tal caso, tenemos m = a. El coeficiente b se denomina ordenada en el origen.
Cuando se conoce la pendiente m de una recta y uno de sus puntos (zg,yo), es cémodo usar
la llamada ecuacién punto-pendiente:

y —yo = m(x — xo).
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Ejemplo:
Hallar la ecuacién de la recta que pasa por el punto P(—2,3) y es perpendicular a la recta
r=2x—3y+6=0.

La ecuacion explicita de la recta dadaesr =y = %az +2. Por lo que su pendiente es m = 2/3.

Asi, la pendiente de la recta pedida sera m’ = —3/2. Luego la ecuacién de esta recta s serd:
3 3
szy—3:—§(x—(—2)) = s=y=-—3

6.2.4. Ejercicios
1. Dados los puntos A(3,1) y B(5,4), hallar las componentes del vector E .

2. Sean CD = (2,-3) y C(5,7). Calcular las coordenadas de D.

3. Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto Py(—2,4) y tiene a
¥ = (4, —4) como vector director.

4. Hallar el valor del pardmetro k de forma que:
a) 3kx + 5y + k —2 =0 pase por el punto (—1,4).
b) 4z — ky — 7 = 0 tenga pendiente 3.

5. Comprobar, usando el concepto de pendiente, que los puntos A(8,6), B(4,8) y C(2,4) son
los vértices de un tridngulo rectangulo.

6. Hallar las ecuaciones de las rectas que pasan por el punto (4, —2) y distan 2 unidades del
origen.

6.3. El espacio euclideo

Los conceptos de vectores y puntos en el espacio son completamente analogos a los definidos
en el plano. Asimismo, también lo son los conceptos de base ortonormal, producto escalar y
referencia rectangular. Consideraremos siempre la referencia rectangular en el espacio {O; Z, j’, lg},
glonde el sentido del vector k es el de un ”sacacorchos” que girase desde el vector i hacia el vector

VE

FicurA 16. Referencia rectangular en el espacio



Curso Introductorio a las Matematicas Universitarias Tema 6. Pagina 13

6.3.1. Producto vectorial de dos vectores

Dados dos vectores 4 y ¥ en el espacio euclideo, su producto vectorial es un nuevo vector
i X U tal que:

(i) Su médulo es el producto de los médulos de los dos vectores por el seno del dngulo que
forman. Esto es,
|t x ¥] = |u||] sen(i, D).

(ii) Su direccién es perpendicular a @y ¢. Esto es, 4+ (@ X ¥) =0y ¢ (4 x ¥) = 0.

(iii) Su sentido estd determinado por la regla del sacacorchos: el resultante de girar el vector @
sobre el vector ¢ como si se tratara de un ”sacacorchos”.

Ejemplo:
A partir de la definicién del producto vectorial se tiene que

IXj=k=—jxi, kxi=j=—ixk, jxXk=i=—-kxj.
Para cualesquiera que sean los vectores u, ¥ W y el escalar a, se tiene:

— —

UXU=—7Xd, U X (T+ W) = (U x?)+ (@ xd), (ad)XxT=1ux (a¥) = a(d x 7).

Dados @ = uii+usj+usk y ¥ = vii+wvej +vsk, usando las identidades anteriores, se obtiene
la expresion del producto vectorial en términos de componentes:

—

1+

—

u2 U3 j+

V2 U3

uz  uj
R

up U2
V1 U2

UX U= k.

Para ayudar a recordarla, la iltima expresion se suele escribir:

i 7 k
UXU=|u up u3
U1 U2 U3

Queremos ahora aqui indicar que, en el espacio euclideo tridimensional, la expresion del
producto escalar en términos de componentes y respecto de una base ortonormal, estd dada por

U - U = u1v1 + ugvs + uzvs.
Ejemplo:
Sid=(1,2,3) y ¥y=(-2,1,1), entonces
i j ok o
uxv=| 1 2 3|=-1i—7j+5k=(-1,-7,5), w-v=1-(-2)+2-1+3-1=3.
-2 11

Noétese que (—1,—7,5) es perpendicular a (1,2,3) y a (—2,1,1).
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6.3.2. Ecuacion de la recta en el espacio

La ecuacién de la recta r que pasa por el punto Py(zo, Yo, 20) ¥ que tiene como vector director
a ¥ = (v1,v9,v3), de forma andloga a lo que ocurre en el plano, sera:

r = (x—20,Y—Y0,2—20) = A (v1,v2,v3) & 1= (2,y,2) = (20, Y0, 20)+A (v1,v2,v3)  (Ec. vectorial);

T =x0+ Av;
r=% y=yo+Ava , A€ER (Ecs. paramétricas).
z=20+ Avs

Ejemplo:
» Hallar la recta r que pasa por los puntos Py(1,—2,0) y P1(2,3,—1).

En primer lugar hemos de averiguar el vector director de la recta, pero es obvio que debe

T
ser el que une los dos puntos dados, es decir ¥ = PyP; = (1,5,—1). A partir de aqui la
cosa es sencilla

(z—1,y—(-2),2—0) =X (1,5,—-1) & r=(z,y,2) = (1,-2,0)+X (1,5,—1)  (Ec. vectorial)

r=1+A
r=9 y=-24+5X , AeéR (Ec. Paramétricas)
z==A

6.3.3. Ecuacién del plano en el espacio

El producto escalar nos permite hallar la ecuacién de un plano m que pasa por un punto
dado Py(xo, Yo, 20) y tiene como vector perpendicular a ¥ = (v1, ve, v3).

N

HT’:(V]: V,,V3) /

213():()( vVoZ l))
OP=(x,),z)

O

FicuraA 17. Ecuacién de la recta en el espacio

Nétese que si P(x,y,z) es cualquier punto del plano mencionado, ha de ocurrir que los
vectores Py P y v sean perpendiculares. Por tanto,

]ﬁ)LU & ﬁ-ﬁzO < vi(z —x0) +v2(y — yo) + v3(z — 29) = 0.
De donde se obtiene la ecuacion general del plano

r=Ax+ By+Cz+ D =0, donde A =wvy, B=wvy, C =wv3, D= —(v1ix0+ v2yo + v320).
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Por consiguiente, el vector perpendicular ¢ al plano 7 estd dado por v = (A, B, C).

Eliminando el pardametro A en las ecuaciones paramétricas de la recta se puede comprobar que
ésta no es mas que la interseccién de dos planos. Un vector director de la recta es el producto
vectorial de dos vectores donde el primero es perpendicular a un plano y el segundo lo es al otro.

Ejemplos:

» Hallar la ecuacién del plano 7 que pasa por el punto Py(2,1,1) y tiene como vector per-
pendicular a ¥ = (9,6, 12).

(x—2,y—1,2—1)-(9,6,12) =0 < 9(z —2)+6(y — 1)+ 12(z — 1) = 0.
De donde, m = 9z + 6y + 12z — 36 = 0. Finalmente simplificando

T=3x+2y+42—-12=0.

» Hallar la ecuacién del plano 7 que contiene a los puntos Py(2,1,1), P;1(0,4,1) y Pa(—2,1,4).
Por lo visto hasta ahora, lo pedido seria sencillo si conociésemos un vector perpendicular
al @)o. Este vector puede obtenerse efectuando el producto vectorial de los vectores Py Py
y PoPs. N

U= POP1 X POP2 = (9,6, 12)

Por lo que el plano buscado sera

9z —2)+6(y—1)+12(z—1)=0 & 7=3x+2y+42z—12=0.

6.3.4. Ejercicios

- —

1. En el sistema de referencia rectangular R = {O;1, j E}, se consideran los vectores siguientes:
a=(2,3,-1); b=(0,1,3); ¢=(5,0,4). Hallar: @- b, @ x ¢y b x C.

3 4
V5 V5

3. Dados los vectores @ = (2,0,1) y b= (0,3,1), comprobar si son perpendiculares. En caso
negativo, cambiar una componente del vector b para que lo sean.

2. Comprobar si los vectores siguientes son unitarios: @ = (3,2,0) y ¢ = (0,

).

4. Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto Py(1,—2,4) y tiene a
U = (2,4,—4) como vector director. Expresarla como interseccién de dos planos.

5. Hallar el plano que pasa por el punto P(2,1,2) y tiene a i como vector perpendicular.
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6.4.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Ejercicios complementarios

. Entre un cuadrado y un rectangulo con el mismo perimetro, ;cudl tiene mayor area?

Un cuadrado y un tridngulo rectdngulo tienen la misma area de 36 cm?. El tridngulo tiene
un cateto de 0’4 dm. Determinar el perimetro de las dos figuras.

Calcular el area de un rectangulo de perimetro 96 cm inscrito en una circunferencia de
radio 2’3 dm.

Las diagonales de un trapecio rectangulo miden 26 cm y 30 cm, y su altura es de 24 cm.
Calcular el area.

Calcular el area de un trapecio isdsceles sabiendo que tiene 180 m de perimetro, la diferencia
entre las bases es de 2’4 dam y los lados iguales miden 200 dm cada uno.

Determinar la longitud de la circunferencia inscrita en un cuadrado de drea 144 m?.

Dado un hexagono regular de apotema 10 cm, calcular el radio del circulo inscrito al
hexéagono, el radio del circulo circunscrito al hexdgono y el &rea de la corona circular
determinada por ambos circulos. Comprobar que este area coincide con la del circulo que
tiene por didmetro el lado del hexagono.

La longitud de una circunferencia es de 87 m. Calcular su radio y el perimetro del cuadrado
inscrito en la circunferencia.

. Cuél es la diagonal de un cubo cuyo volumen es el doble de otro cubo que tiene 220
metros de arista?

Una caja de zapatos mide 36 cm de largo por 22 cm de ancho y tiene 14 cm de altura.
. Qué volumen tiene? ;Cudnto carton se necesita para hacerla? jPodemos guardar en ella
45 cubos de 5 cm de arista?

4
Una piscina contiene agua hasta los — de su capacidad. Sus dimensiones son 14 m de largo

por 6 m de ancho y por 2’5 m de profundidad. ;Cudntos litros de agua tiene la piscina?

Si queremos envasar 12.000 litros de tomate frito en botes cilindricos de 12 ¢cm de diametro
y 18 cm de altura, ;cudntos botes necesitaremos?

El agua contenida en un vaso cilindrico de 35 cm de didmetro y de 1 m de altura ha de
envasarse en otro cilindro de 80 cm de didmetro. jHasta qué altura subira el nivel del agua
en el segundo cilindro?

La longitud de la base de un cono es de 31’4 cm. Sabiendo que su generatriz mide 13 cm,
calcula el area de la base, el area lateral, el area total y el volumen del cono.

Si se duplica la altura de un cono o un cilindro, ambos rectos, jse duplican sus volimenes
y sus superficies laterales?

Un balén de fitbol mide 22 ¢cm de didmetro. ;Cuél es su volumen?
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17.

18.

19.

20.
21.
22.

23.

24.
25.

26.

27.

28.

29.
30.

6.5.

Si se considera la Tierra como una esfera de 12.728 kilometros de didmetro, jcudl es su
volumen? ;Y su superficie? ;Cudl es la relacion entre el volumen de un balén de futbol y
el de la Tierra?

Un cubo y una esfera de radio r tienen la misma superficie. ;Cudl de los dos sélidos tiene
mayor volumen?

—.

J} se consideran los vectores siguientes:

En el sistema de referencia rectangular R ={0; i
j=1(0,1). Hallar: @-b; a- ¢ i-j.

a ( ) )a b - (07_1)7 (570)7 ( )
Dados los vectores @ = (3,1) y b= (—1,2), calcular: @ - byb-

)

-

Dados los vectores @ = (3,1); b= (2,—4) y €= (5,3), calcular: @- (b+¢&) ya-b+a- @
Hallar la ecuacién de la recta:

a) que pase por (—4,3) y tenga pendiente %
b) que pase por los puntos (—3,5) y (3, —4).

Hallar la ecuacién de la recta que pasa por (2,—3) y es paralela a la recta que une los
puntos (4,1) y (—2,2).

Demostrar que los puntos A(—3,4), B(3,2) y C(6,1) son colineales.

Comprobar que los puntos A(—1,2), B(0,1), C(—3,2) y D(—4,3) son los vértices de un
paralelogramo.

. . 3 .
Hallar las ecuaciones de las rectas de pendiente —1 que formen con los ejes coordenados

un tridangulo de drea 24 unidades de superficie.

Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por los puntos P(—2,1,0) y tiene
a Q(1,3,5). Expresarla como interseccién de dos planos.

Hallar el plano que pasa por el punto P(3,2,2) y tiene a ¥ = (2,3 — 1) como vector
perpendicular.

Hallar la ecuacién del plano que pasa por los puntos P(0,0,0), Q(1,2,3) y R(-2,3,3).

Sabiendo que ABCD es un cuadrado A(2,0,v2), B(1,1,0) y C(0,y, z), héllense razo-
nadamente las coordenadas que faltan de C.

Soluciones a los ejercicios

Seccion 6.1.2

1.
2.
3.
4.

Superficie = 50 em?.
Area = 40/3 em?2.
Area = 1176v/3 m? =~ 2036,9 m?.

Area = 6v/3 m? ; perimetro = 12 m.
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5. Circulo inscrito: Area = 47 dm?; longitud = 4 dm. Circulo circunscrito: Area = 87 dm?;
longitud = 4v/27 dm.

6. Ancho = 175T—0 m.
Seccion 6.1.4

1. Cantidad de cartén = 3456 cm?

2. Capacidad = 2916 1.

3. Volumen = 1237? m3.

4. Cantidad papel = 38507 cm?.

5. Cantidad hojalata = 64v/10m em? ; Capacidad = 5127 em?.

6. Coste = 2,57 euros. Aproximadamente 7'85 euros.

Seccion 6.2.2

—

L@ b =(-1,2; T4+ =(0,-1); b+7@=(-5-1).

2. 37 +20 = (0,5); 20 —37 = (10,8); @ —20b +5¢ = (—2, —11).

w

(1,3). No es la tnica solucién; cualquier multiplo de este vector también lo es.
@ =5 V=5 2] = V5.

5. @ nolo es; 3) Y 7 si lo son.

V| =6.

7. a=0.

B

(=)

Seccion 6.2.4
1. (2,3).
2. (7,4).
3. x==-24+4)N y=4—4X AeR.
4. (a) k=9; (b) k=4/3.

5. Las pendientes de las tres rectas que forman el tridngulo son map = —1/2, mpc = 2,
mac = 1/3. Como map - mpe = —1, los lados AB y AC' son perpendiculares.

6. Las rectas pedidas son y = —2 y 4z + 3y = 10.
Seccion 6.3.4
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2.

3.

4.
O.

Ninguno es unitario.

No son perpendiculares. b = (0,3,0), si cambiamos la tercera componente; b= (—5,3,1)
si cambiamos la primera componente.

c=142X y=-244X z=4—-4A\

r = 2.

Seccion 6.4

1.

2.

10.

11.
12.
13.
14.

15.

16.
17.
18.
19.

20.

El cuadrado.

Devadrado = 24 €M Y Diriang = (22 + 2v/85) em =~ 40,4 cm.
Area = 94 em?.

Area = 336 cm?.

Area = 1120 m?2.

Longitud = 127 m.

Radio circ insc = 10 em ; Radio circ circuns = % cm ; Area corona = % em?.
Radio = 4 m ; Perfmetro del cuadrado = 16v/2 m.

Diagonal = 2,2/2v/3 m.

Volumen = 11088 ¢m?3 ; Cartén necesario = 3208 ¢m? si la caja tiene tapa. En caso de
no tenerla Cartén necesario = 2416 cm?. Si se pueden guardar en ella los cubos.

Solucién = 168000 {.
Numero de botes ~ 5898.
Altura = 19,14 c¢m.

Si tomamos 7 = 3,14, Area base = 78,5 cm? Area lateral = 204,1 cm? ; Area total =
282.6 cm? ; Volumen = 314 em?.

Los volimenes se duplican en ambos sélidos. En cuanto a las superficies laterales, la del
cilindro se duplica y la del cono no se duplica.

Volumen = 1774,667 cm?.
Volumen = 343660208725,33 m# K'm3 ; Superficie = 1620019847 Km?2.
La esfera tiene mayor volumen.

- - =

d-b=-3 d- =10, i -4 =0.

7-?:—1; ?-?:—1.
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21.
22.
23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

T (V+7)=20, @-b+a-7 =20

Los vectores AB = (6,—-2) y AC = (9, —3) son proporcionales.

Se comprueba que@:lﬁ: (1,-1).
yz—%x:l:&

r=-243X\ y=14+2X z=5A\
2z + 3y — z = 10.

3z +9y — 7z =0.

C(0,2,V2) 6 C(0,-2,—¥2).

wino
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