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A lo largo de esta presentacion nos vamos a camareat
espacios Euclidios, gran parte de los resultadpsdegan
generalizar a espaciogimcos completos.
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Conjunto Potencia: conjunto potencia del conjunid’ty).
es el conjunto de todos los subconjuntos del comjn

Correspondencia entre dos conjuntos X e Y es
aplicacion que asocia cada elemento de X col
subconjunto (no vacio) de Y. Es decir, @sa funciol
[:X - P(Y) que asocia cada elemento del conjunto X
el conjunto potencia del conjunto Y (excluido ehgmtc
vacio). En economia las correspondencias se sasteibil
simplemente N: X - -Y (no se usa la notaciome
conjunto potencia)
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Ejemplo 1: la correspondencia que relaciona eloredt
precios y la renta con el conjunto presupuestael

consumidor:
CP:O0"™ - - 0" CP(p,m) :{XDDE/ PX < m}
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Ejemplo 2:Si una funcion de utilidad no es estrictam
cuasi concava podemos tener una correspondend
demanda en vez de una funcion de demanda. ¢
ejemplo tenemos la funcion de utilidadineal,
u(x, x,) = x, + X,.entonces la correspondeaae demant

sera:

(%, (Pys P2 M), X, (Py, P, M)) =

(2] " anes

{(Xl’Xz)DDi/ PX + P X, = m} Sip, = p,

(6] -

J\
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Ejemplo 3. Cuando la funcion de produccion de
empresa es estrictamente cuasicOncava y pr
rendimientos constantes a escala, entonces hawifude
demandas condicionadas de factores pero la “fuhcié
oferta de bienes y de demanda de factor®@ses un
funcion, es una correspondencid&l problema d
minimizacion de costes seria:

max Wz
sa: y<f(z)

De este problema obtendriamos la funcion de c
c(w,y) y las funcionesde demandas condicionales

factoresz(w, y).
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Problema de maximizacion del beneficio:
max py-—wz

Y:4,%

sa: y<f(2

La correspondencia de oferta y demanda (no conmiidia
de factores seria como sigue:

{(000)} si p<c(w))
<{(y, z)O0"™/y00, z=z(w, y)} si p =c(w,)
O si p>c(w)l)
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Una correspondencid : X - -Y es de valc
compacto siIx[0 X el conjuntol (x) es compacto.

Una correspondencid : X - -Y es de valc
convexo six X el conjuntol (x) es convexo.

ORI

http://bit.ly/818DDu
Fernando Perera-Tallo




Definicion 1 de correspondencia hemicontinua S
una correspondencia: X - - Y es hemicontinua superio
en x°0X si para cualquier conjunto abierdddY tal qu
r(x°)O A , existe un entorno de’, B(x% &), tal qu

OxOB(x%, &) r(x)OA.

Definicion 2 de correspondencia hemicontinua Sup:;
una correspondencié: X - - Y de valor compacto
hemicontinua superior en xX°0OX si y so6lo si par:

cualquier secuencit"} convergente a&°, lim x" =x°, y

I
para cualquier secuenc{y”} dondey" OO (x"), existe un

subsequencia que convergg’e] (x°). OO
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Definicion 1 de correspondencia hemicontinua riofe
una correspondencia: X - - Y es hemicontinua infeno
en x°0X si para cualquier conjunto abierd]Y tal que
r(x°)n Az 0O , existe un entorno de’, B(x’,¢), tal qu

OxOB(x%, &) T(x)n Az 0.

Definicion 2 de correspondencia hemicontinuagliar,
una correspondencia: X — - Y es hemicontinua iefiol

en x°0OX si y so6lo si para cualquier secuem{bd}
convergente a x°, limx"=x", y para cualqui

y°Or(x°), existe una secuencigy"Or(x") tal que
lim y" = y°.
N - 400 @@@@
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No | es  hemicontinu Es hemicontinua inferior en
inferipr en estos puntos estos puntas
NG X 2 e 4 NE



Se dice que una correspondenciaX — - Y escontinui
en x°0OX si es hemicontinua superior e inferior en
punto

Se dice que una correspondencia:X —» -Y €
hemicontinua superior si lo éx 0 X.

Se dice que una correspondencia:X —» -Y €
hemicontinua inferior si lo eSx 0 X .

Se dice que una correspondenciaX — - Y escontinu:
silo esOxO X.
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Teorema del @ximo: SeaX O" e yOO™. Dada &
funcion continuaf : X xY - [0 vy la correspondenciac
vacia, continua y de valor compactoX - - Y, entonce
V(X) =max -, f(X) es wuna funcion comua,
Q(x) =arcmax ., f(xX) es una corresponden

hemicontinua superior aovalores compactos y diferer
del vacio.
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Sea XOO" y POO™ (donde X es el espacio de variables
eleccidon yP es el espacio de parametrd3ada la funcion contint
y cuasiconcavaf : XxP - [0 y la correpondencia no vaci
continua y de valor compacto y convekoP - - X, entonce

vd) = max -, f(X) es una funcion continua,
Q) =arcmax-, f(X) es una correspondencia hemicont

superior con valores compactos, convexos y difesetiél vacio.

Six,x,0Q00)=x,x,0rQ)=0A0(01) Ax +@-A)x,0rQA)
f (A%, + (L= 2)%,) 2 min{ f (x), £ (%, )} = max ¢, F(x) =
A, +(1-A)x, 0QU) = QU )esdevalorconvexo.

ORI

http://bit.ly/818DDu
Fernando Perera-Tallo




Sea XOO" y POO™ (donde X es el espacio de variables
eleccidon yP es el espacio de parametrd3ada la funcion contint
y estrictamente cuasiconcava X xP - [0 vy la correpondenci
no vacia, continua y de valor compacto y convex® - - X,

entonces v({d) =max, f(X) es una funcion continua,

Q) =arcmax,, f(x) es una funcion continua.

Six,x,0Q0)=x,x,0rA)=0A0(01) Ax +@-A)x,0rQA)
F (A% +(@-2)x,) 2 min{ f (x), (6 )} = max ) f(x) =0
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SeaX OO"yPOO™ yla correspondencia: P — - X
tal quer(d)={x/g(x,0)=0} dondeg: X xP - O" es
una funcién continua. Si({d) es no vacia ye valo

compacto, entonces es una corresponden
hemicontinua superior.

Demostracion:
Sea{D ”} tal quelimO" =07, y {x”} dondex"OIr@")

n—)+00

y lim x* = x', por continuidad g(x*,0")=0,
im g(x*,0")=g(x',0)z0=x0Or@".
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SeaXOO"y POO™ vy la correspondencia: P —» - X tal
que M3)={x/g(xd)=0 donde g: XxP - 0" es un
funcion  continua. Si Og>0 OxOr(@) Cx'#x/

xOB(x,£) y g(x,0)»0 entonces es una corresponde
hemicontinua inferior.

Demostracion:
Caso en qug(x,l]) = a»0: Sea{D ”}/ imO" =0y

n—)+00

xdIr@d) tal queg(x,)»0, por continuidad
lim g(x,D ”) —a=[n/On>n g(x,D ”)»0:> On>n

n:??(D rg")=ox"/On>n" x"=x0rQ@")= lim x" = x

n—>+OO
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e Caso en queg(x,0d)=0: Sealmd" =0 y xOrQ@) ta

que g(x,d)=0, Ix'/ g(x',0 p0/ lim x' = x, dado el aparta
anterior, 00"}  tal que limO"=0. {&"} tal que
"Or@")ylim " =x'.  Definamos la  secuen

X"} = 8" = d(X", x) = d(8™, x) < d (8™, x" )+ d(x", x) =
lim d(%",x)= lim d(%™, x)< lim d(x™,x")+ lim d(x",x)=0

n - +oo n - +oo n - +oo n - +oo

= lim X" =x

n - +oo
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Ejemplo de correspondencia del tip@l ) ={x/ g(x,0) = 0}
gue no es hemicontinua inferior:

A

a(x,,)
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Ejemplo de correspondencia del tip@l ) ={x/ g(x,0) = 0}
gue no es hemicontinua inferior:

! g(x,5)
a(x,0,)

a(x,,)
X
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Ejemplo de correspondencia del tip@l ) ={x/ g(x,0) = 0}
gue no es hemicontinua inferior:

! g(x,05)

o g(x )
No es hemicontinua inferior

/ g(x,.0,)

X
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Corolario: Up»0 la correspondencia (@

define el conjunto presupuestario es

correspondencia continua:
cpP:O - O
CP(p,m)={x00"/ px< m}
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SeanX, Y, y Z=XXxY tres espacios métricammpleto
cuyas distancias verifican la signte desigualdad: s

7 =(x,y')0z, dondex' OX, y' OY eil{1,2}, entonce
d“(Z',z°) <d* (X, x*)+d" (y', y?). Sean dc
correspondencias compactas y hemicontinuas suegrior
"P--X vy Q:P--5Y. Si definimos |
correspondenciaW =l UQ:P - - XxY=Z tal que
wO)={z=(x,y)0z/xOr@)yyoQ@)}), entonce
W([O) es hemicontinua superior.

Demostracion:
Sea{l"} tal que lim 017 =0", y {z"} ={(x",y")} dondk

z"O0WY@O"), entonces existez" tal que limz" =

| - 00

im (x™,y™)=(x",y" )= z", dado quer@) y QU)

| - ©0

son hemicontinuas superioresOFd") e y 0QO"),
por tantaz =(x',y')Or@)0Q@") =wa@").



Definicion de Punto fijo:

Un punto fijo de la funcionf : X - Y dondeX nY £, e

un puntox’ O X n'Y tal quex® = f(x°)

Un punto fijo de una correspondendia X - —» Y donde

X nY#0O,esunpunto® 00X nY tal quex® O (x°).
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SeaX un espacio métrico completo.

Definicidon: una funcionf : X - X es una contracci

siCa<1tal quedx,yOX d(f(x), f(y))<ad(x,y).

Proposicion: Una contraccidn en un espacio meé

completo tiene un solo punto fijo.
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Aplicaciones en economia: optimizacion dinamica.

V(k,)= > B
(k)= max 3 fu(c)

sa.: ki, = f(k)+@-9)k —c,
V (k) = maxu(f (k) + (1~ 8)k ~ k) + BV (k)

Se puede demostrar que la anterior ecuacion fual
es una contraccion en el espacio métrico de fume

continuas y acotadas, por tanto tiene un punto fijo
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Teorema del punto fijo de Brower Sea X ur
subconjunto no vacio, compacto y convexo de vy
f: X - X una funcion continua. Entoncdy.) tiene ul

punto fijo.
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Supuesto 1.1u"(x") es una funcién continua y crecie
(en todos sus argumentos) ehl]. Ademas ¢
estrictamente creciente en todos sus argumen

estrictamente cuasiconcaenl’,.
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Supuesto 1.2:f " (z') es una funcién continua, crecie

(en todos sus argumentos) y estrictamente cormaivd,

y f'(0)=0. Ademas es estrictamente creciente en

sSus argumentos y estrictamente cuasicéncavalgn

Ademas el vector de dotaciones de factores

estrictamente positive»C.

La estricta concavidad implica que hagndimiento

decrecientes a escalése excluye los rendimiens

constantes escala) . O0lC®
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Sean(y" (p,w),z"(p,w)) y 7i(p,w) respectivamente las funciol

restringidasde oferta de bieneslemanda de factores y beneficio:

la empresa | del sector i. (Como la funcion dedpozion e

estrictamente céncayvéas ofertas deibnes y demandas de factc

son funciones):

yi 2l
sa fi(z') =y

7" < 2e

i{p,w)= maxpy' —wz'
7 p, w) Py

yJI,ZJI

sa fi(z') 2y

7' < 2e CORI®
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En realidad las funciones restringid#es oferta de bienes

demanda de factores y beneficios de la empredageder

| dependen del precio del bignp., no del vectorp.

H H H H
e=(e,e,..e )= (Ze{‘ Ze';Ze,';j =>e" es e
h=1 h=1 h=1 h=1

vector de dotaciones de factores de la economia.
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X"(p,w) es las funcién de demanda restringitéh consumidoh

(como las funciones de utilidad son estrictameni#sicconcavas,
las demandas de bienes son funciones, no correspoad):

X"(p,w)= Argmax u"(x")

sa. pxX'swe +3 38" (p,w)

i=1j=1
h max
X' <2y
donde:
Jo y
yimax — ‘max 3 £ (ZJI)
717229 =1
Jo.
. S |
S.a. ez Elz COE®
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Seaall{l....A} el indice de todos loagentes de la econor

. n ,
(consumidores y empresas), dordle H + > J. es el numero (
i=1
agentes:

a(h)=h sia<H
a(ji)=H+>J-+i sia>H
I =1

Sea dn*:O0"" - O™ las funciones de demargdaneta

restringidade los agentes (consumidores y empresas):

dn?(p,w) = (X(p,w),—€") sia<H

dnH+TZ:1JT+i(p,W): 0,0,...—¥"(p,w),...0,Z"(p,w)| sia>H

T
|



Seab{1,...n+m} el indice de todos los bienes y fact

de la economia (consumidores y empresas):
b(i) =i sii<n
b(i)=n+k sib>n

O =(p,w)O00O7™ es el vector de precios de biene
factores.

Definicién: A :{] ggmm/'y 0, = 1}.
=1

Con esta normalizacion para cada equilibrio soOlp Uma

vector de precios de equilibrio
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Se define el exceso de demanda en un mercado emora d

las demandas netas en ese mercado:
A a
ed,(0) = £are(1)
SW:A - A es la funcion “subastador Walrasiano” definida oom

_ 0, +maxed, ()0} |
SWO) 1+ E:ma){ecL(D ),0}

Note que la funcidon “subastador lIrasiano” es continua y

Imagen esta ef:

%%48 n+m
> 0, + X maxed, ()0}
SiD0A= > Sw(@)=1bt b2 =1
=1

1+ 2 maxed, (1 ),0}




Segun el Teorema del punto fijo de Brower exist@umic
fijo de la funcionSW

Ademas como las funciones de utilidad y produccotl
estrictamente crecientels»0.

La Ley de Walras implican que los excesos de dea
son cero en todos los mercados.

Como las funciones objetivo son estrictamente odas;a
las excesos demandas netasel punto fijo son interiore
las funciones de exceso de demanda restringidasl

punto fijo coinciden con las no restringidas, @oto es u

equilibrio. CIoCle)
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Teorema del punto fijo de Brower Sea X ur
subconjunto compacto, convexo y no vacio [dé vy
[ : X - X una correspondencia hemicontingwgerior, d
valor convexo, compacto y no vacio. Entonkcés tiene ul

punto fijo.
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Supuesto 1.2:f ' (z") es una funcién continua, crecie

(en todos sus argumentos)_y (no estrictamertircaveer

O y f'(0)=0. Ademéas es estrictamente crecient
todos sus argumentos y estrictamente ichasava e
O7.. Ademasel vector de dotaciones de factores

estrictamente positive»C.

Como l|a concavidad no es estrictauede habe

rendimientos constantes escala.
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Supuesto 1.1:u"(x") es una funcién continua y crecie
(en todos sus argumentos) efl]. Ademas e

estrictamente creciente en todos sus argumentQsy

estrictamenteguasicéncava en?’,.
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En realidad las funciones restringid#es oferta de bienes

demanda de factores y beneficios de la empredageder

| dependen del precio del bignp., no del vectorp.

H H H H
e=(e,e,..e )= (Ze{‘ Ze';Ze,';j =>e" es e
h=1 h=1 h=1 h=1

vector de dotaciones de factores de la economia.
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Sean (¥'(p,w),z"(p,w)) y 7i(p,w) respectivamente |

correspondencias restringidade oferta de bienesdemanda c

factores y la funcion de beneficide la empresa j del secti. (Comc

la funcion de produccion no s@strictamente concayvkas ofertas ¢

bienes y demandas de factores pueden ser correspas).

7" (p.w).2" (p,w))= argmaxpy” - w2’
y".z!

sa. fi(z') 2y
7' <2e
A(pw)= maxpy” -wz
s Fil(zi) 2yl
7' <2e

(¥ (p,w),Z" (p,w)) es hemicontinua superior (Teorema del maximo)
y de valor convexo.



X"(p,w) es la _correspondenciale demanda_ restringidalel
consumidorh (como las funciones de utilidath son estrictamer
cuasi concavas,las demandasde bienes por parte de
consumidores pueden ser correspondencias):

X"(p,w)= Argmax u"(x")

sa px'swe +3 30" (p,w)
i=1j=1
max

X" <2y

‘]i .. ..
yimax — _1n!aX_J > f (ZJI)
. z4,7°,..2° j=1
donde: 5
s.a. ex Yz
j=1
X"(p,w) es hemicontinua superior (Teorema del méaximo) yader

convexo.



SeaaD{L...,H + ﬁJi} el indice de todos los agentes de la ecor
=1
(consumidores y empresas):

a(h)=h sia< H
a(ji)=H+3J-+i sia>H
I =1

Seaed®:0"" - - O™ las correspondencias de demandHa:

restringidade los agentes (consumidores y empresas):

ed®(p,w) = (%(p,w),—€") sia<H

i-1
H +Z Jr+i

ed = (pw)= {0,0,...,—V’(p,w),....D}'z”’(p,w) sia>H

1
I



Seab{1,...n+m} el indice de todos los bienes y factores ¢

economia (consumldores y empresas):
b(i)=i sii <n

b(i)=n+k sib>n

0 =(p,w)007™ es el vector de precios de bienes y factores.

S={dnOR™™/dn, O|- y™*,2y™>|sib<n,ydn, O[-e,,2¢]sib>r
:[ ymax 2ymax] [_ yme 2ymax] [_ e,2e]
A:{jDDTm/’gDiﬂ}

Q=S"xA

dondeA=H +zJ eselnumeradeagentes.
i=1
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Sea SW:Q - - A como la correspondencide valo
unico (es decir la funcidon) “Subastador Walrasiaga

minimiza el valor de los excesos de demanda:
) ] +ma><L§dn§‘ O}
1+ z maxL >dn, 0

Sea I :Q - - Q como la correspondencia del prodi

SW(drt,...,dn* 0

cartesiano de las correspondenal@sdemandas netas

todos los agentes y la correspondencia “Subas
WalrasianolT =dn* Odn° O...0dn* O SW.



Segun el Teorema del punto fijo de Kakutamiste ul
punto fijo de lecorrespondencii.

Ademas como las funciones de utilidad y produccotl
estrictamente crecientels>0.

La Ley de Walras implicgue los excesos de demanda
cero en todos los mercados.

Como las funciones objetivo son concavas, Yy loesx
de demanda en el punto fijo son interiores, Igauato fijc
pertenece a las demandas netas mstringidas, por tan

es un equilibrio.
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