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Fundamentos matematicos Ecuaciones diferenciales

Tema 8. Ecuaciones diferenciales

Ley del calentamiento de Newton

La velocidad con que se calienta (o enfria) un objeto es proporcional a la diferencia entre su
temperatura T y la temperatura ambiente T,,.

Formulacion de la ecuacion diferencial

Si T(t) es la funcion que nos da la temperatura del cuerpo en cada segundo de tiempo t, esta ley
puede expresarse mediante una ecuacion diferencial de variables separables.

dT—kT T,
dt_ ( a)

Donde T, es la temperatura ambiente y k es una constante de proporcionalidad que depende en
cada caso concreto de las caracteristicas fisicas del objeto.
Problema

Una pequena barra de metal, cuya temperatura inicial es de 20°C, se deja caer en un recipiente con
agua hirviendo. Sabiendo que su temperatura aumenté 2°C en un segundo:

1. Calcular la funcidn que nos proporciona la temperatura del cuerpo en cada instante t.
2. Calcular el tiempo que tarda la barra en alcanzar 90°C.

3. Calcular el tiempo que tarda la barra en alcanzar 98°C.

Solucién

Cuando un objeto absorbe calor del medio que lo rodea sigue la ley del calentamiento de Newton. En
este caso debemos resolver la ecuaciéon

ar =k(T-T,
dt - ( a)
Sabiendo que
T, = 1002
T(0) = 20¢
T(1) =22¢
Resolucién
Para resolver la ecuacién
ar = k(T —100)
dt
Separamos las variables
ar =kdt
T—100
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Integramos
[ [ka
T—100

In|T —100| = kt + ¢,

Y obtenemos

|T —100| = e€1 - ekt
T—100 =+ e - ekt
T—100=cekt,c+0
Comoc =0 = T = 100 también es solucién de la ecuacién diferencial, podemos escribir
T—100=cek,ceR
Y la solucidn general de la ecuacion diferencial queda
T(t) = 100 + c e*t.
En este caso concreto, podemos calcular los valores de las constantes c, k sabiendo que

T(0) =100+ ce® = 209} _,c=-80
T(1) =100 + c ek =229) 7 k =1In(39/40)
Por tanto, la funcién que nos proporciona la temperatura del cuerpo en cada instante es
In(39/40)t 39\
T(t) =100—80e™ =100—80<E).
Es decir
t

T(t) = 100 — 80 (%) .

El tiempo que tarda la barra en alcanzar 902 debe verificar

90 = 100 — 80 (39)t =t = In(1/8) = 82.1
- 40 ~In(39/40) 4™
El tiempo que tarda la barra en alcanzar 982 debe verificar
98 = 100 — 80 (39)t L LRy
= 40 “n@9/a0)

Nota

Como puede comprobarse facilmente, en el caso general de un cuerpo con temperatura ambiente
T,, la funcién (solucién de la ecuacidn diferencial) que nos proporciona la temperatura del cuerpo en
cada instante t es

T(t) =T, +cekt
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