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Fundamentos matematicos para la Ingenieria Matrices y sistemas de ecuaciones lineales

Tema 2. Matrices y sistemas de ecuaciones lineales

Matrices

Una matriz A de orden m X n es una tabla de m X n nimeros reales dispuestos en m filas y n
columnas.

ai; Qg QAin

a1 Q22 Aon
A=

An1 Am2 ° Amn

Suele representarse abreviadamente por A = (aif)mxn' o simplemente 4 = (aij).

Los numeros a;; son los elementos de la matriz. El elemento a;; ocupa la fila i y la columna j. Dos
matrices del mismo orden son iguales si tienen los mismos elementos en cada posicién.

Ejemplos
1
1 2 3 4 1 1 1 2 0 0 O
A=(2 3 4 1|B=(2 2 2]C=(1 2 3 4)D= 3 0=|0 0 O
3 4 1 2 3 3 3 4 0 0 O

Algunos tipos de matrices

e Matriz fila: solo tiene una fila.

e Matriz columna: solo tiene una columna.

e Matriz cero o matriz nula: todos sus elementos son cero. Se representa por O.

e Matriz cuadrada: tiene el mismo numero de filas que de columnas. Los elementos
aq1,Qa33 -, Any forman la diagonal de la matriz.

Los siguientes tipos de matrices cuadradas reciben una denominacién especial.

e Matriz triangular: Todos los elementos por debajo (o por encima) de la diagonal son cero.

e Matriz diagonal: Todos los elementos que no estan en la diagonal son cero.

e Matriz unidad: Matriz diagonal en la que todos los elementos de la diagonal son la unidad. Se
suele denominar I o I, para indicar que tiene orden n.

1 2 3 1 0 0 1 0 0 1 0 0
A=10 1 2)B=|2 1 0)JC={0 2 0)3=(0 1 O
0 0 1 3 21 0 0 3 0 0 1

Suma y producto por un escalar

La suma de dos matrices de la misma dimension A y B se obtiene sumando los elementos que ocupan
la misma posiciéon en las dos matrices.

A+ B = (ay;) + (bij) = (ay + byj)

1 2 3 9 8 7 10 10 10
(4 5 6> + <6 5 4> = <10 10 10)
7 8 9 3 2 1 10 10 10
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El producto de una matriz A por un nimero real A € R se obtiene multiplicando cada elemento de la
matriz por dicho nimero.

A-A=2-(a;) = (Aayj)
1 1 1 5 5 5
5.<1 ) 1):(5 : 5)
11 1 5 5 5

Dos matrices A y B son multiplicables, en este orden, si el nUmero de columnas de A coincide con el
numero de filas de B.

Producto de matrices

Si Ay B son multiplicables, su producto es la matriz C = A - B dada por
Cij = ailblj + aizsz + -+ al-pbpj

Es decir, el elemento ¢;; de la matriz C es la suma de los productos, término a término, de la fila i de
la matriz A por la columna j de la matriz B.

Ejemplo
1 2 3 2 3 1-24+2-1+3-2 1-34+42-14+3-5 10 20
(4 0 2)-(1 1>=<4-2+0-1+2~2 4~3+0-1+2-5)=(12 22)
2 5 1-24+2-1+5-2 1-342-14+5-5 14 30
Nota

e SiAesdeordenm X pyB esdeordenp X n, entonces C es de ordenm X n.
e Engeneral,A-B +# B -A.

Determinantes

El determinante de una matriz cuadrada de orden n es un niumero que refleja ciertas propiedades de
la matriz y se obtiene de la matriz siguiendo un procedimiento determinado.

Notacion. El determinante de la matriz A se escribe |A| o det(A4).

ai; 0 Qqn
El determinante de la matriz{ *=* -+ |]se escribe
An1 " Qpn

ai; vt Qipn

An1 " Qnn

Determinante de una matrizde orden 20 3

El determinante de una matriz de orden 2 o 3 se calcula de la siguiente manera.

Matriz 2 X 2 |a11 a12| = Qo — (e
o lay,  apy 11422 12421-
a1 Q12 Qi3
Matriz3 X 3. |Q21 Q2 Q3| =a |a22 a23| |a21 a23| a |a21 a22|
. 11 az; Qasz 12 asz1 Q433 13 as; aspl’
az1 04zz dAzz
Ejemplos

. |§ i|=1-4—2-3=—2.
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Fundamentos matematicos para la Ingenieria Matrices y sistemas de ecuaciones lineales

12 3
o |24 1 2_1| |—2|4 5|+3| 3——5+12+18=25.
2 3 1

Este proceso se generaliza para determinantes de orden n de la siguiente manera.

Adjunto de un elemento

Sea A un determinante de orden n, y sea a;; un elemento de A. Llamaremos menor complementario
de a;; al determinante de orden n—1 que resulta al eliminar la fila y la columna de q;;. Lo
denotaremos por a;;.

-1 1

Azg _1 §:a21=|£1_4=—3
6 -1 4 a33=|3 1|=

Llamaremos adjunto de a;; al menor complementario precedido de un signo positivo o negativo segun

sea par o impar lasuma i + j. Lo denotaremos por A;j, con 4;; = (=1 a;j.

2 -1 1| Ay =(1D**a =—|_1 J=
A=[3 1 2|=
6 —1 4 As; = (—1)33 ¢« :+|3 1|=+5

Nota. En la practica, los signos del adjunto se alternan de la siguiente manera

+ +

+ |+ 1
+ |+ |

+ +
Determinante de una matriz de orden n

El determinante de una matriz cuadrada de orden n se calcula sumando el producto de todos los
elementos de una fila (o columna) por sus respectivos adjuntos. Este valor no depende de la fila o
columna por la que se desarrolle.

Ejemplos. Calcular el siguiente determinante desarrollandolo por la primera fila.

o236 op 4 0, L4 6_
‘2‘?2 1|1 2| 2|2 2|+3|2 1= 28

Desarrollar el mismo determinante por la tercera columna.

123 e -
g?g +3|2 1| 0|2 |+2|4 6l = 728

Desarrollar el siguiente determinante por la tercera columna (aprovechando que tiene dos ceros).

123? 16 1 10 2

=432 1 0|/+2|1 6 1|=ejercicio]
2120 o013 o1 3
010 3

Calcular el siguiente determinante.
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1 2 3 4
2 3 4

0 2 3 4|_.. i o 13 4

0034_1832‘12|04|_1234'

0 0 0 4

Propiedades de los determinantes

1. || =1.

2. Si A es una matriz triangular de orden n, entonces |A| = a4 az5 *** Ay

3. Siintercambiamos dos filas entre si, el determinante cambia de signo.

4. Si multiplicamos una fila por un nimero A, el determinante queda multiplicado por A.
5. Siauna fila le sumamos una combinacion lineal de las demas, el determinante no varia.
Determinante nulo

6. Si A tiene una fila de ceros, entonces |4] = 0.

7. Si A tiene dos filas iguales o proporcionales, entonces |A| = 0.

8. En general, si una fila es combinacion lineal de otras filas, entonces |A| = 0.

Nota. Si Fy, F,, ..., F, son filas de un determinante, una combinacion lineal de F;,F,, ..., F, es una
expresion del tipo A F; + A, F + -+ A,F,, con A4,4,,...,4, nimeros reales, denominados
coeficientes de la combinacién. Nota: todo lo dicho para filas es vdlido también para columnas.

Calculo practico de determinantes

En la practica, para calcular un determinante utilizamos las propiedades para transformar en ceros el
mayor numero posible de elementos de una fila o una columna, y después desarrollamos el
determinante por esa fila o esa columna.

2 1 2 5 2 1 2 3

5 2 0
5 21 1/_1[5 2 1 0f__ _ ., 11
3111_3110_3321‘3321 32, 4|=6
3 2 1 1 3 2 1 0
Método de Gauss

Utiliza las propiedades de los determinantes para reducirlo a un determinante triangular superior.

2 0 1 1 2 0 1 1 2 0 1 1 2 0
3-1_|0 -1 1 -1 _ (0o -1 1-1]_J0 -1 1 -1
o 11 |10 0-2 1| o 0-2 1] [0 0 -2 1
2 2 0 -2 0 2 0 0-2 4 0 0 0 3

=(-1)-(-2)-3=6.

Menores de una matriz

Llamaremos menor de orden n de una matriz A, al determinante formado por la interseccion de n filas
y n columnas de la matriz A.

1 2 3 4
Ejemplo. La matriz A = (2 0 2 3> tiene 4 menores de orden 3 que son
3 0 0 2
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1 2 3 1 2 4 1 3 4 2 3 4
Mi=12 0 2|My=|2 0 3|Mz=1)2 2 3IM,=1{0 2 3
3 00 3 0 2 3 0 2 0 0 2

Algunos menores de orden dos son
|1 2 11 3 _ 12 3
M=ly ol me=ly Glm=15 3
Los menores de orden 1 estan formados por los propios elementos de la matriz.

Rango de una matriz

Las filas (o las columnas) de una matriz se dicen linealmente independientes, si ninguna de ellas puede
escribirse como combinacién lineal de las demas. En caso contrario, las filas (o las columnas) se dicen
linealmente dependientes.

Teorema 1. En una matriz, el numero de filas linealmente independientes es igual al nimero de
columnas linealmente independientes.

Este nimero se denomina rango de la matriz, y serd muy importante a lo largo del tema. El siguiente
teorema nos proporciona un método para calcular el rango utilizando los menores de la matriz.

Teorema 2. El rango de una matriz coincide con el orden mdximo de sus menores no nulos. En
particular, si A es una matriz cuadrada de orden n, entonces rango A = n & |A| # 0.

Ejemplos

e la matriz unitaria I,, tiene rango n (su determinante es distinto de cero).

1 2 3
e lamatrizA = (0 1 2) tiene rango 3 (su determinante es distinto de cero).
0 0 1

Matrices equivalentes

Diremos que dos matrices son equivalentes, y lo escribiremos A~B, si tienen el mismo rango. Las
siguientes transformaciones proporcionan matrices equivalentes.

1. Cambiar el orden de las filas.

2. Multiplicar una fila por un nimero distinto de cero

3. Sumarle a una fila otra fila multiplicada por un ndmero.

4. Suprimir una fila que sea combinacidn lineal de las demas.

Estas propiedades son igualmente validas sustituyendo filas por columnas.

Calculo del rango de una matriz

Para calcular el rango de una matriz podemos utilizar varios métodos. En este curso veremos el método
de Gauss-Jordan y el método de los menores no nulos. Cada uno tiene sus ventajas e inconvenientes,
asi que la eleccion dependerd de cada caso particular.
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Método de Gauss-Jordan

El método de Gauss-Jordan utiliza las propiedades del rango para transformar la matriz en una matriz
equivalente a una matriz unidad I,,. El rango de la matriz unidad es el rango buscado.

Ejemplo. Determinar el rango de A.

1 011, /1 0 11, /1 0 00, /10 00
Rk 103>~0 1 -2 1\ [0 1 -2 1| (01 -2 1
1 -1 32){o -1 21/7lo -1 2 1)7loo o2
4 125 \o 1 -21 o 1-21 \oo oo
1000, /1000
100
0100 (0100
~<0002>~0001~(8(1)(1)>:”ang°‘4_3'
0000/ \o o000

Método de los menores no nulos

Seguln el teorema anterior, el rango de una matriz es el orden maximo de sus menores no nulos. Para
calcularlo, inspeccionamos la matriz tratando de descubrir un menor no nulo de orden maximo.

1 2 3 4
Ejemplo. Determinar el rangode lamatrizA={0 1 2 3.
0 0 1 2

e La matriz tiene 3 filas y cuatro columnas, por tanto, su rango es < 3.
e Inspeccionando la matriz vemos que tiene un menor no nulo de orden 3.

1 2 3
0 1 2|#0
0 0 1

e Portanto, rango A = 3.

A menudo es mas facil calcular el rango si utilizamos sus propiedades para anular los elementos que
estan bajo la diagonal.

1 -1 -2 -1
Ejemplo. Determinar el rango de la matriz A = (2 -3 4 4).
5 -1 3 16

e La matriz tiene 3 filas y cuatro columnas, por tanto, su rango es < 3.
e Utilizamos las propiedades del rango para anular los elementos bajo la diagonal.

1 -1 -2 -1 1 -1 -2 -1 1 -1 -2 -1
A= (2 -3 4 4>~<0 -1 8 6)~(0 -1 8 6)
5 -1 3 16 0 4 13 21 0 0 45 45

1 -1 -2
e La ultima matriz tiene un menor no nulode ordentres: |0 —1 8| # 0.
0 0 45

e Portanto, rango A = 3.

1 -1 3 4
Ejercicio. Demostrar que la matriz A = <2 -1 -1 6 ) tiene rango 2.
3 =2 2 10
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Sistemas de ecuaciones lineales

Una ecuacion lineal con n incégnitas x4, X5, ..., X, €5 una ecuacion de la forma
a;x +azx, + ..+ax, =b

Donde a4, a,, ..., @y, b son nimeros reales.

Un sistema de m ecuaciones lineales con n incdgnitas (en adelante, un sistema lineal) es una coleccion
de ecuaciones lineales de la forma

ai1X1 + A12Xy + ...+ A1nXn = b1
alel + azzxz + ...+ aann = bz
Am1X1 + ApaXy + oot ApXn = by

Si by, b, ..., by, = 0, el sistema se dice homogéneo.

Expresion matricial

Un sistema lineal puede escribirse en forma matricial como

a1 QA2 ot Qip X1 b,
A1z Qz2 = dzp X2\ | by
Am1 Am2 = Omn Xn bn
O de forma reducida, como
A-X=B

Donde A es la matriz de los coeficientes, X es la matriz de las incégnitas, y B es la matriz de los términos
independientes. El sistema es homogéneo cuando B = 0.

2x+3y—4z=3 2 3 —4\ /X 3
3x—4y+52=2}:<3 —4 5)(}/):(2)
4x +5y+6z=3 4 5 6/ \z 3

Clasificacion de los sistemas

Ejemplo

Diremos que n nimeros reales ordenados (a4, @5, ..., ;) son una solucién del sistema si satisfacen
todas las ecuaciones del sistema. Resolver un sistema es determinar todas sus soluciones.

Un sistema de ecuaciones lineales puede no tener solucidn (sistema incompatible), tener una Unica
solucidon (sistema compatible determinado) o tener infinitas soluciones (sistema compatible
indeterminado)

Los sistemas homogéneos admiten siempre la solucién trivial (0,0, ...,0), por tanto, son siempre
sistemas compatibles (determinados o indeterminados).

Ejemplos
x—y—z=0
Sistema compatible determinado y — z = 1¢ = solucién tnica (3, 2,1).
z=1
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x+y—z=0
Sistema compatible indeterminado y+z= 0} = infinitas soluciones (2z,—2z,z),z € R.
0-z=0
x+y+z=1
Sistema incompatible y —z = 0¢ = no tiene solucion.
0-z=3

Resolucidon de sistemas

El método general consiste en transformar el sistema en otro mas sencillo que conserve las mismas
soluciones. Uno de los métodos mas efectivos es el método de Gauss-Jordan, y es el que estudiaremos
en este curso.

Sistemas equivalentes

Dos sistemas son equivalentes si admiten las mismas soluciones, es decir, si toda solucidn del primero
es solucion del segundo y viceversa. Las siguientes transformaciones proporcionan sistemas
equivalentes.

1. Cambiar el orden las ecuaciones.
2. Multiplicar una ecuacién por un numero distinto de cero.
3. Sumarle a una ecuacién otra ecuacién multiplicada por un nimero.

4. Suprimir una ecuacion del sistema que sea combinacion lineal de las demas.

Matriz escalonada reducida

Las transformaciones que proporcionan sistemas equivalentes pueden hacerse mds cdmodamente
utilizando la matriz ampliada A*.

;1 Q2 Qip| by
4 = Az1  Qzz - Qn| b,
Am1 Am2 ° Qmn bm

En la matriz ampliada, llamaremos diagonal del sistema a la linea aqq,a53,0a33,...que une los
coeficientes con subindices iguales. Llamaremos pivote de una fila, al primer elemento no nulo de la
fila. La matriz ampliada esta en forma escalonada reducida cuando:

a) Todas las filas nulas se encuentran por debajo de las filas no nulas.

b) El pivote de cada fila no nula es igual a 1.

c) El pivote de cada fila no nula se encuentra a la derecha del pivote de la fila anterior.
d) Siuna columna contiene un pivote, entonces todos los demas elementos son nulos.

Ejemplos
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Método de Gauss-Jordan

Consiste en transformar el sistema en otro equivalente cuya matriz ampliada sea una matriz
escalonada reducida. De esta forma se obtiene un sistema equivalente al original, en su forma mas
simple posible. Se pueden presentar tres casos principales.

Sistema determinado

x—y—2z=-1 1 -1 -2 -1\ /1 -1 -2 -1\ /1 -1 -2 -1

2x—3y+4z=4:=2A4"=|2 -3 4 4 1~(0 -1 8 6)]~(0 1 -8 -6

5x—y+3z=16 5 -1 3 16 0 4 13 21 0 4 13 21
1 0 -10 -7 1 0 -10 -7 1 0 0 3 x =3

~10 1 -8 —-6|~{0 1 -8 —6|~(0 1 0 2|=y=2;= solucién (3,2,1).
0 0 45 45 0 0 1 1 0 0 1 1 z=1

Sistema indeterminado
x—y+3z=4 1 -1 3 4 1 -1 3 4 10 -4 2
2x—y—z=6;=2A4"=(2 -1 -1 6 |~|0 1 -7 =-2|~10 1 -7 =-2]|>

3x—2y+2z=10 3 -2 2 10 0 1 -7 =2 0 O 0 0

x—4z=2 x=4z+2
y—7z=-2t=>y=7z—2¢=solucién (4z+ 2,7z - 2,z),z € R.
0-z=0 z€R

Sistema incompatible

2x—y+3z=6 2 -1 36\ /1 -1 13\, /1 -1 1 3
4x —2y+62=9{=24"=[4 -2 6 9|~[2 -1 3 6 ~(0 11 0
2 2

x—y+z=3 1 -1 1 3 4 -2 6 9 0 -3
10 2 3 x+2z=3
~(0 1 1 0)=> y + z = 0¢ = no tiene solucion.
0 0 0 -3 0-z=-3

Teorema de Rouché-Frobenius

Si queremos saber de qué tipo es un sistema sin necesidad de resolverlo, el teorema de Rouché-
Frobenius proporciona un método eficaz para clasificar los sistemas utilizando los rangos de la matriz
Ay la matriz ampliada A™.

Teorema 3. Sea S un sistema de m ecuaciones lineales con n incégnitas, entonces

e Sescompatible determinado < rango A = rango A* = n.
e Sescompatible indeterminado < rango A = rango A* < n.
e Sesincompatible & rango A # rango A*.

En el caso particular de los sistemas homogéneos se tiene que

e Todos los sistemas homogéneos son compatibles (rango A = rango A™).
e Sirango A = n, el sistema estd determinado (solo admite la solucidn trivial X = 0).
e Sirango A < n, el sistema estd indeterminado (admite infinitas soluciones).

Ejemplo. Clasificar los siguientes sistemas.
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2x—-3y+z=11
x+5y+3z= —15}. En este caso, rango A = rango A* = 3 = SCD.
4x —y —4z =30

x—y+z=0
2x+3y—2z= 0}. En este caso, rango A = rango A* = 2 < 3 = SCIL.
4x+y =0
2x—y=-1
x+2y= 2}. En este caso, rango A = 2 < rango A* = 3 = SL.
3x+y=0
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