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Fundamentos matematicos para la Ingenieria Funciones reales de una variable. Derivacién

Tema 5. Funciones reales de una variable. Derivacion

Introduccion

Las matematicas tratan de modelar la realidad. En muchas ocasiones necesitamos modelar situaciones
en las que una magnitud depende de una o mas variables. El concepto basico es el concepto de funcion.

Una funcidn entre dos conjuntos de niumeros reales puede entenderse como una regla que asigna a
cada numero del primer conjunto un nimero del segundo conjunto. A menudo la regla se define
mediante una férmula.

Funcién de una variable Funcion de dos variables Funcidn de tres variables

y=fx) z=fxy) w=f(xy2)

V=7 V=f@h V=f(xy2)

Funciones de una variable

Dados dos conjuntos de numeros reales Ay B, una funcion f de Aen B es una regla que a cada
elemento x € A le asigna un Unico elemento y = f(x) € B.

fi A — B
x — y=f(x)
La variable x es la variable independiente. La variable y es la variable dependiente (su valor depende

de x). El conjunto A es el dominio de la funcién. El conjunto B es el rango de la funcién. El conjunto
f(A) ={f(x) € B|x € A} € B eslaimagen o recorrido de la funcion.

Algunos ejemplos de funciones son

R fi R={0} — R f: [0,0) — [0,)

fr R
x x? x - 1/x x —  x

—
—

Las siguientes definiciones no representan funciones, épor qué?
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J. Barrios Fundamentos matematicos para la Ingenieria

f: R - R g: [0,00) — R
x — x x o +x
Representacion grafica

Las funciones se representan graficamente en el plano coordenado asignandole a cada par de nimeros
(x,f(x)) el punto del plano con esas mismas coordenadas.

5 y=xzsen(l/x)
y==a’
8
2
4 3 2 1 0 1 2 3 4
fif R —- R fi R—-{0} — R fi R-{0} — R
x — x? x — 1/x x —  xsen(1/x)

Otras formas de definir una funcion

A menudo las funciones se definen simplemente mediante una férmula. Si no se especifica su dominio,
se entiende que su dominio es el dominio natural de la funcién (todos los puntos donde la funcidn esta
bien definida).

e Sealafuncién f(x) = Vx — 1. Sudominio natural es el intervalo [1, ).
x—1
x(x—2)

e Sealafuncién f(x) = . Su dominio natural es el conjunto R — {0, 2}.

Otras veces las funciones se definen mediante una tabla de valores o dando una gréfica. Por ejemplo,
la funcion dada mediante la tabla de valores

3 4 5 6

x 0 1 2
f&&) |1 30 -1 2 -5 0

Las funciones definidas a trozos son funciones que se definen de forma diferente en trozos o intervalos
diferentes de la recta. Por ejemplo, la funcién

x+1 si x < -1
fx)=3 0 si —1<x<1
1—x si 1<x

La funcion valor absoluto se define a trozos como sigue

|x|—{ x,x=0
T l-x,x<0
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Fundamentos matematicos para la Ingenieria Funciones reales de una variable. Derivacién

Funcion identidad
1A:

R
Ll

S

La funcién identidad sobre un conjunto 4, es la funcioén:

Algunos tipos de funciones

Sean A, B subconjuntos de R, diremos que una funcién f: A — B es

Correspondencia

1. Inyectiva, si envia elementos distintos a imagenes distintas (x zy=f(x)# f(y)).
2. Sobreyectiva, si todos los elementos de B tienen original (f(4) = B).

3. Biyectiva, si es inyectiva y sobreyectiva a la vez.

Ejercicio. Determinar qué tipo de correspondencia muestran las siguientes funciones.

” i> “

Simetria

4. Par,sif(x) = f(—x) para todo x € A (grafica simétrica respecto al eje Y).

y = cos(x)

N T PN T
- -3v/2 0 n\j/TQ 2
-1

5. Impar,si f(x) = —f(—x) para todo x € A (grafica simétrica respecto al origen).

; y = sen(x)
/\ . /
//;zn -3mi2 - -2 0 2 Wn

-1

Operaciones con funciones

Dadas dos funciones f y g definidas sobre un mismo dominio, definimos las funciones:

e f+g como (f+g)(x)=f(x)+g(0.
e f—=g como (f-g)(x)=f(x)—g(0.
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J. Barrios Fundamentos matematicos para la Ingenieria

e frg como (f-g)(x)=f(x)- gx).
* f/g como (f/g)(x) = f(x)/g(x), siempre que g(x) # 0.

Ejemplo. Sean f(x) =3x — 2y g(x) = x2 — 1.

e f+)=f)+gx)=@x—2)+x%2—-1)=x%+3x-3.

e f-9W=f)—gx)=Bx—-2)—(x*-1)=—x*+3x—1.

e (f-@=fx)-gx)=CBx—-2)-(x*—-1)=3x3—-2x2—-3x+2.
. (flpw=L2=22

Composicion de funciones

Dadas las funciones f: A — B, g: B — C, su funcion compuesta es la funcién g o f: A — C definida
por (g o f)(x) = g(f (x)).

gof

gofia L B & c

x — fx) — g(f®)

En general, la composicion de funciones no es una operacidon conmutativa.

Ejemplo. Sean las funciones f(x) = 1/x,g(x) = x + 1.

x+1

o (G NE=g(f®)=g/x)=+1="2
o (fo9@=f(g)=flx+1)=—

Notacién. Para la composicién de funciones se emplea la siguiente notacién:
2 _ 3 _ n_ m
fi=fef  fi=fofef  fr=fofe-of

Funcion inversa

Si f:A - B es una funcién biyectiva, su funcion inversa es la funcién f~1: B - A que devuelve los
elementos de B a sus originales en A.

-1
a L B o
x — f(x) — «x

La inversa de f es la Unica funcién que compuesta con f a izquierda y derecha nos proporciona la
identidad. Es decir, es la Unica funcién que verifica f 1o f =1,y fo f1 =15.

Calculo de la funcidn inversa

Para calcular la inversa de una funcién f(x):

e Escribimosy = f(x).
e Despejamos x en funcién de y (si es posible),
e Intercambiamos las variables x e y.

Ejemplo. Calcular la inversa de f(x) = 3x — 2y comprobarque f 1o f = fo f™1 = 1.

o y=3x—-2 = x =22
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Funciones reales de una variable. Derivacion

. . L. x+2 . _
e Intercambiando las variables, obtenemos la funcién inversa y = — 0 bien, f 1(x) =

Comprobacién

(Bx-2)+2 _

o (oW =f(f0))=f"Bx~2) ="
o FofMH@=fFW)=f(%)=3(5)-2=x

Ejemplo. Hallar la inversa de la funcién f(x) = x2.

e y=x’sx=1y

La inversa no esta definida porque f(x) = x2 no es una funcién biyectiva.

e Sirestringimos su dominio al intervalo [0, ©), su inversa es f 1 (x) = Vx.
e Sirestringimos su dominio al intervalo (-0, 0], su inversa es f ~1(x) = —V/x.

Grafica de la funcion inversa

x+2

Las graficas de dos funciones inversas son simétricas respecto de la recta y = x, porque si un punto

(a, b) pertenece a una de las gréficas, el punto (b, a) pertenece a la otra.

Figura 1. Grdfica de la funcion inversa.

Funciones algebraicas

En general, las funciones que utilizaremos a lo largo del curso seran las funciones algebraicas, las

funciones trascendentes elementales y sus posibles combinaciones.

Una funcion algebraica es una funcidn construida a partir de la variable independiente utilizando un

nuimero finito de operaciones elementales (suma, resta, multiplicacion, divisidon, potenciacion y
radicacion). Las funciones algebraicas se dividen en polinomios, funciones racionales (cociente de

polinomios) y funciones irracionales (aparecen raices de la variable).

y=ax+b y=1/x y =1/x* y =vx

y = x|

1 _ 1
y_x—a y_(x—a)z

y=vxi—a

y=ax?*+bx+c

y=lx—al

Tabla 1. Algunas funciones algebraicas elementales

OCW-ULL 2018
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Funciones trascendentes

Las funciones que no son algebraicas se denominan trascendentes. Las funciones trascendentes
elementales son las funciones trigonométricas, las funciones trigonométricas inversas, las funciones
exponenciales y las funciones logaritmicas.

Funciones trigonométricas

Funciones de angulos (medidos en radianes) importantes para el estudio de los tridngulos y el
modelado de fendmenos periddicos. Se definen a partir de las razones de diversos segmentos
rectilineos en el circulo unidad.

2
] y = sen(x)
0
fZ R — [_1, 1] -5mi2 om -3m2 - -2 [} m2 Ww smi2
X — senx -1
-2
2
/ y = cos(x)
. _ 0
f:r R — [ 1, 1] /rrlz -2m -3W12 0 m)\ir/&/z 2 STB\
X — Cos X 4
-2
6
5
y = tan(zx)|
2
1
0
-9mf2 4t -Tmi2 ~3m -5m/2 2m -3nf2 ~m -2 [ ™2 ™ 3mi2 u smi2 3 7m2 4m omi2

T
fir R-— {— + kn} — R
2 Kez
x — tanx
Funciones derivadas de las anteriores
secante cosecante cotangente
secx = 1/cosx cscx = 1/senx cotx = 1/tanx
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Fundamentos matematicos para la Ingenieria Funciones reales de una variable. Derivacién

Funciones trigonométricas inversas

arcoseno arcocoseno arcotangente

f: [_1: 1] -

X e

[—7'[/2,7'[/2] f: [_1' 1] - [O'T[]
asen x X — acCosXx

fi R —> (—n/2,m/2)
x — atan x

Uso de la calculadora

Cuando usemos las funciones trigonométricas inversas para calcular un angulo debemos tener en
cuenta que siempre hay dos dngulos en la circunferencia con el mismo seno, el mismo coseno o la
misma tangente. La calculadora solo nos proporciona uno de los dos dngulos posibles. Si es necesario
el otro dangulo, debemos calcularlo en la circunferencia trigonométrica.

Funciones exponenciales

Funciones importantes para modelar fendmenos que crecen/decrecen muy rapidamente. Si a es un
numero estrictamente positivo y distinto de la unidad, se define la funcién exponencial de base a como
expq(x) = a*.

exp,: R - (0,00)

X g

ax

0<a<l

a>1

Figura 2. Grdfica de la funcion y = a*.

Su gréfica difiere segln la base sea mayor o menor que la unidad. La base mas utilizada por sus
importantes propiedades es el numero e, de forma que cuando no se explicita la base se entiende
exp(x) = e*. Entre sus propiedades (analogas para cualquier otra base) destacan:

o exp(0) =1, exp(l) =e.

e exp(x+y) = exp(x) - exp(y).

e exp(x —y) = exp(x)/exp(y).

Nota. Si a es negativo la funcion exponencial no esta bien definida: (—2)1/2 =+-2.

Ejercicio. Calcular las distintas aproximaciones sucesivas de 27: 23 — 231 — 2314 _, o7
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1 2 3 4 5 6 7 8 ¢ 10 11 A2

Figura 3. Grdfica de la funcion y = e*.

Funciones logaritmicas

Funciones importantes para modelar fendmenos que crecen/decrecen muy lentamente. La funcion
logaritmica de basea (a > 0,a # 1) eslafuncidén inversa de la funcién exponencial con la misma base.
Es decirlog,x =y & a¥ = x.

logy: (0,00) - R
x ~  log,x

D<a<l

Figura 4. Grdfica de la funcion y = log, x.

Su grafica difiere segln la base sea mayor o menor que la unidad. Las funciones logaritmicas mas
utilizadas son el logaritmo decimal (log x) y, muy especialmente, el logaritmo neperiano (In x). Entre
sus propiedades (analogas para cualquier otra base) destacan:

e In(1)=0,In(e) = 1.

e In(xy) =In(x) + In(y).
e In(x/y) =In(x) — In(y).
o In(xY) =yIn(x).

. ln(j{/}) = %ln(x).
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Fundamentos matematicos para la Ingenieria Funciones reales de una variable. Derivacién

y =lIn(x)

o 2 v oW s o @

7T 8 9 10 1 12 13 14 15 18 17 18 1% 20 21 22 23 24 25 26

y=1In(1/x)

[ A S
. I T S

Figura 5. Grdfica de la funcion y = In(x).
Dado que las funciones logaritmicas y exponenciales son funciones inversas, se tiene:
° elnx = x.
e In(e*) = x.
Otras funciones trascendentes

° f(x) =x" = enlnx.
° f(x) = x¥ = gXInx

Inx

e flx)=xY*=ex.

Funciones implicitas

Hasta el momento hemos considerado tnicamente funciones definidas mediante una férmula explicita

y=fx)

Sin embargo, muchas veces resulta conveniente definir las funciones de forma implicita, es decir,
mediante una ecuacion del tipo:

F(x,y) =0

Donde y puede despejarse, al menos localmente, en funcién de x. En este caso, la grafica de f(x)
coincide, al menos en parte, con la curva definida por la ecuacion F(x,y) = 0.

N
u

Ejemplo. La gréfica de la ecuacién x? + y2 = 1 proporciona los puntos de la circunferencia de radio 1
centrada en el origen. Si despejamos y en funcién de x, obtenemos dos posibles funciones

e vy =+4+vV1 — x? (representacién grafica: semicircunferencia superior).
e y = —V1 — x?2 (representacion gréfica: semicircunferencia inferior).
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En este sentido, diremos que la ecuacién x? + y? = 1 es una funcién implicita de y, es decir, define
implicitamente a cualquiera de las dos funcidnes explicitas obtenidas.

Nota. Toda funcidn explicita puede escribirse de forma implicita. Por ejemplo, y = x + 1 puede
escribirsecomox —y +1 =0.

Por otra parte, cuando la funcidn implicita es sencilla se puede despejar la variable dependiente y

expresarla en forma explicita. Por ejemplo, la funcién implicita x(y + 1) — 1 = 0 puede escribirse de

- 1-x
forma explicita como y = -
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Fundamentos matematicos para la Ingenieria Funciones reales de una variable. Derivacién

Derivacion de funciones de una variable

Introduccion

De forma intuitiva, diremos que una funcién es continua en un punto, si la grafica de la funcién no se
rompe en dicho punto. De la misma forma, diremos que una funcidn es continua en un intervalo si su
grafica no se rompe en ningln punto del intervalo. En este sentido, una forma efectiva de estudiar una
funcién continua consiste en estudiar el comportamiento de la tangente a la curva.

En efecto:

e Enlos puntos donde la tangente tiene pendiente positiva, la funcién crece.

e Enlos puntos donde la tangente tiene pendiente negativa, la funcién decrece.

e En los puntos donde la tangente tiene pendiente cero (estd horizontal), puede haber un
extremo (maximo o minimo)

Por otra parte, tal y como muestra el grafico,

e |atangente es una buena aproximacion de la curva en los alrededores del punto de tangencia,
lo que nos permite simplificar mucho determinados célculos.

Precisamente, buena parte de la potencia del Calculo se debe a que calcular la tangente a una curva
es un proceso bastante sencillo y debidamente automatizado. El proceso consiste basicamente en,
dada una funcién y = f(x), obtener o derivar de ella (de manera mecdnica) una nueva funcién f'(x),
que nos indica en cada punto cudnto vale la pendiente de la recta tangente a la curva original y = f(x)
en ese punto. Tanto los puntos extremos de la funcién como los intervalos de crecimiento y
decrecimiento, se obtienen estudiando el signo de la funcién derivada y los puntos donde se anula.

Nota

Debido a las limitaciones del tiempo de que disponemos, en lo que sigue de curso nos limitaremos a
considerar funciones que se obtengan a partir de las funciones algebraicas y de las funciones
trascendentes elementales utilizando las operaciones elementales y la composicion de funciones. Una
propiedad importante de todas estas funciones es que son funciones continuas en todo su dominio.

Salvo el caso de la funcion valor absoluto, descartaremos el estudio de funciones definidas a trozos,
que, a fin de cuentas, se reduce en cada trozo al estudio de las funciones que proponemos, sin mas
que anadir al estudio los puntos donde empatan estas funciones.
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Tangente a una curva

Para calcular la ecuacion de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto P(x,y) necesitamos
conocer la pendiente de la recta. Para ello, tomamos un punto cercano Q de abscisa x + h y trazamos
la recta secante m A medida que el punto Q se acerca al punto P la recta secante se convierte en la
recta tangente. Como la pendiente de la recta secante W vale

_fE+HD -

tana
h

Se define la recta tangente en el punto como la recta que pasa por dicho punto y tiene pendiente

L fx+h) - f)
m = lim
h—0 h

fGx+h) = f(x)

Figura 6. Cdlculo de la tangente a una curva.

Ejemplo. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la parabola f(x) = x? en el punto de abscisa x = 2.

_ 2_52
o m=limIENTD _ g, @2 =lim(4 + h) = 4.
h—0 h h—0 h h—0

e laecuacidondelarectatangenteesy —4 =4(x —2) =y = 4x — 4.
Ejemplo. Hallar la ecuacion de la recta tangente a la recta y = x en el punto de abscisa x = 1.
= im LT D A B g

h—0 h h-0 h h—0h
e Llaecuacidondelarectatangenteesy—1=1x—-1) =y ==x.

e m

Ejemplo. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la clbica f(x) = x3 en el punto de abscisa x = 0.

_ 3_
o m=lmIUNTO _ i B0 Rz =0,
h—0 h h-0 h h—0

e Laecuacion de larecta tangenteesy — 0 =0(x —0) = y = 0.

Ejemplo. Hallar la ecuacién de la recta tangente a la funcién f(x) = V/x en el punto de abscisa x = 0.

1

3
m = lim LT O _ iy 0 jiy L i oL = oo,

h—0 h h—>0 h h—0h?/3  p50 n
e Siobservamos la grafica de la funcién vemos que la recta tangente es x = 0.

Tal y como se desprende de estos ejemplos
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Fundamentos matematicos para la Ingenieria Funciones reales de una variable. Derivacién

e latangente a una recta en un punto es la propia recta.
e Latangente a una curva puede cortar a la curva en uno, varios o infinitos puntos.
e Latangente puede atravesar la curva en el punto de tangencia.

Curvas sin tangente

Es facil ver que, si una funcidn no es continua en un punto, la funcidn no tiene tangente en ese punto.
No obstante, hay casos en que la funcién es continua en un punto y, sin embargo, no tiene tangente.
Normalmente, esto sucede cuando la gréfica de la funcidon forma un pico en el punto en cuestién (su
grafica no es suficientemente redondeada en los alrededores del punto). El ejemplo estandar lo
proporciona la funcién valor absoluto en el origen de coordenadas.

Ejemplo. La grafica de la funcion y = |x| no tiene tangente en el punto x = 0.

+1 cuando h - 07
—1 cuando h -0~

. 0+h)—f(0 . |h
En efecto, al calcular m, obtenemos m = lim AR (O llmu = {
h—0 h h—-0 h

Figura 7. Grdfica de la funcion y = |x|.

Funcion derivada

Para poder construir una funcién que nos proporcione la pendiente de la recta tangente a la funcion
original en cada punto debemos evitar dos tipos de puntos

e Puntos sin tangente (la pendiente no existe)
e Puntos con tangente vertical (la pendiente es infinita)

Por ello, diremos que una funcién es derivable en un punto si la pendiente de la recta tangente en ese
punto existe y es finita. En este caso, la pendiente de la recta tangente en el punto se llamara derivada
de la funcién en el punto y la escribiremos f'(x).

Definicidn. Sea funa funcidn derivable en un intervalo, su funcion derivada primera es la funcion f'
que a cada punto del intervalo le asocia el valor

o) = i[O 1)

Sila funcién f' es derivable en el intervalo, se define la funcién derivada segunda de f como la funcién
f"'que a cada punto del intervalo le asocia el valor:

f//(x) — }llig%f,(x + h})l —f’(X)
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J. Barrios Fundamentos matematicos para la Ingenieria

Procediendo analogamente se definen las derivadas sucesivas de f de orden n € N arbitrario,
denotadas por ™.

Teorema 1. f derivable en un punto (o en un intervalo) = f continua en el punto (o en el intervalo).

Diferencial de una funcion

Como hemos sefialado, la tangente a una curva en un punto es una buena aproximacién a la funcién
en los alrededores del punto.

dy
I
2 \\“
: dx :
X x+h

Figura 8. Diferencial de una funcion

- - ) d .
De manera que, definiendo dx y dy como se indica en la figura, resulta d—i =tana = f'(x). O bien,

dy = f'(x) dx

La cantidad variable dy = f'(x) dx se denomina diferencial de la funcién en el punto x, y resulta una
buena aproximacion al verdadero incremento de la funciéon en los alrededores del punto. Es decir

dy = f(x+h) — f(x)
Notacién diferencial

Este hecho esta en el origen de la notacién diferencial de la derivada, segun la cual, la derivada de la
funcién y = f(x) podemos escribirla como dy/dx, o bien, como df /dx. Es importante destacar que
la notacion dy/dx tiene un caracter ambivalente.

e Por una parte, podemos entenderla como un simbolo Unico e inseparable que representa,
simplemente, la derivada y’(x) de la funcién. Por ejemplo, siy = x3

dy . (x+h)3—x3 5
dx AT =3

e Por otra parte, podemos entenderla como un cociente de dos cantidades distintas, diferencial
. . d . .
de x, y diferencial de y, de forma que d—z = y'(x). Lo que, en el caso anterior, nos permite

escribir
dy = 3x? dx

En los temas 7 y 8 interpretaremos dy/dx en ambos sentidos, seguin sea mas conveniente.
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Nota. El concepto de diferencial es extremadamente sutil y su elaboracion completa desborda los
limites de este curso. Una explicacién detallada puede verse aqui
Derivada de las funciones elementales

A continuacidn, presentamos las funciones derivadas de las funciones elementales. Nétese que el
dominio de la funcién derivada puede no coincidir con el dominio de la funcién primitiva.

n n—1 1{/_ 1 1
x> nx"” - — senx — cosXx asenx > ———
nVxn1 V1 —x2
-1
e - e* a* - a*lna COSX = —senx acosx > ——
V1 — x2
2 1
Inx - — log, x = tanx — sec” x atanx — 5
X xlna 1+ x

Tabla 2. Derivada de las funciones elementales.
Ejemplos

o f(x)=x*= f'(x) = 4x3.
e f(x)=3*=f"(x) =3*In3.

1
. f(x)=W=x1/3=>f'(x)=§x5_1=§x‘2/3=L

Calculo de la derivada

Sean f, g funciones derivables en los intervalos apropiados y k un nimero real. Entonces las siguientes
funciones son derivables en los intervalos apropiados, y sus derivadas son:

° (fig)’zf’ig,
o (kf) =kf'.
e (f-9)=fgtfg.

(f/9) = fg fg , siempre que g(x) # 0.
Ejemplos
e f(x)= 3x4 —2x3+5x2+2x— 1= f'(x) = 12x3 — 6x% + 10x + 2.

2x- (x+1)—(x2-2)1 _ x2+2x+2
* f=75 == (x+1)? T Twn?

Regla de la cadena

e (gof) ()= g’(f(x)) - f'(x). Como aplicacion, se obtiene la siguiente tabla.
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ul ul
ut s> nuv 1ty Vu-»—— sen(u) — cos(u) u’ asenu —

nvun-1 1—u?

!

—u
e* »e*u a“* - a*lna v’ cos(u) - —sen(u) u’ acosu - ——
V1 —u?

u' ! u
In(w) —» — log, u — tan(u) - sec?(u) u' atanu » ———
W) u Ba ulna 2 @ 1+ u?

Tabla 3. Derivada de las funciones elementales, siendo u = u(x).
Ejemplos

e f(x) = sen?(x) — Se deriva como una funcién de la forma: u™.
e f(x) = sen(x?) - Se deriva como una funcién de la forma: sen(u).

Derivada de la funcidn inversa

Como consecuencia de la regla de la cadena, si f posee inversay f'(x) # 0 en un intervalo, entonces

— . . - ! — 1
f Y es derivable en el intervaloy (f 1)'(x) = )
Demostracion
—1N\7/ ! ! — -1\ —-1y/ 1
FfD@=0"=2f(W) FHY=1=F"X :f'(f-—l(x))'
Ejemplo. Calcular la derivada de la funcién asen(x) .
f(x) =senx 1 1 1

} = asen’(x) =

fH(x) = asenx cos (asenx) \/1 — sen?(asen x) CV1—x2

Interpretacioén de la derivada

La derivada de una funcién puede interpretarse de formas diferentes, segun el contexto en que
estemos trabajando. Entre las mas importantes, cabe sefialar que la derivada de una funcién en un
punto nos proporciona:

e La pendiente de la recta tangente a la curva en ese punto.
e Lavelocidad instantdnea del mévil en ese punto.
e En general, la tasa de cambio instantaneo de la funcidn en ese punto.

Interpretacién geométrica

La derivada de una funcién en un punto nos proporciona la pendiente de la recta tangente en ese
punto. Ello nos permite calcular facilmente la ecuacién de la recta normal a la funcién en el punto
(recta perpendicular a la tangente en el punto) y el dngulo que forman dos curvas al cortarse (angulo
qgue forman sus tangentes en dicho punto).

e Ecuacidn de la recta tangente a la curva y = f(x) en el punto (x, o),
Yy — Yo = f(x0)(x — x0)

e Ecuacion de la recta normal a la curva y = f(x) en el punto (xq, yo),
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1
— = — — ! *+0
y Yo f,(x()) (x xO) f (xO)
X = Xo f'(xp) =0
e Angulo 8 que forman dos curvas f y g en el punto de corte (x;, y,).

_ f'(x0) — g’ (xo)
1+ f'(x0) g’ (xo)

Naturalmente, si 1 + f'(xy)g'(xo) = 0 las rectas tangentes son perpendiculares en el punto de corte,
y las curvas se dicen ortogonales en ese punto (se cortan perpendicularmente).

m-—m'

tan @ =
’1+m-m'

Ejercicio. Calcular las ecuaciones de las rectas tangente y normal a la pardbola f(x) = x? — 1 en sus
puntos de corte con el eje X.

Ejercicio. Calcular los angulos que forman las curvas f(x) = x> —x+1y g(x) =4 —x? en sus

puntos de corte.

Derivacién de funciones implicitas

Si la funcion viene dada forma implicita mediante una expresion F(x,y) = 0, podemos obtener su
derivada en forma implicita. Para ello, derivamos término a término la expresién con respecto a x,
teniendo en cuenta que y es una funcidn de x (regla de la cadena).

En general, la derivada implicita calcula la pendiente de la recta tangente en funcién de las dos
coordenadas (x, y) del punto. Por el contrario, la derivada explicita calcula la pendiente en funcién de
la abscisa x del punto.

Ejemplo. La ecuacién de la circunferencia unidad es x? +y? = 1. Derivando implicitamente
obtenemos

2x+2yy'=0=>y ' =—x/y

De forma que las pendientes, my m',de las rectas tangente y normal en cada punto de la
circunferencia vienen dadas por

m=—x/y
m' =y/x
Asi, por ejemplo
a) Pendiente de la recta tangente en el punto P (g,‘/;) m = _% =—1.
b) Pendiente de la recta normal en el mismo punto: m' = —1/m = 1.

c) Puntos con tangente horizontal:
m=0=>x=0=>y=41= P(0,1),P(0,—1).
d) Puntos con tangente vertical: puntos donde la recta normal esta horizontal.
m=0=>y=0=>x=1+1= P(1,0),P(—1,0).
Ejemplo. Derivar la ecuacion de la hipérbola xy = 1, de forma implicita y de forma explicita.

e) Deformaimplicita,xy=1=>y+xy' =0=>y" = —y/x.
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f) De forma explicita,y = 1/x =y’ = —1/x2.
Ejemplo. Derivar implicitamente la funcién 3x2y — 6xy3 + 7 = 0.

2y3 — 2xy

6xy +3x%y' —6y° —18xy%y' =0y = —>———
Xy T+ 5x°y y xyy y X% — b6xy?

Ejercicio. Calcular las ecuaciones de las rectas tangente y normalalacurvax? + 3xy + y2+1=0en

el punto P(—1, 2).

Ejercicio. Demostrar que la elipse 4x2 + 9y? = 45y la hipérbola x? — 4y? = 5 son ortogonales.
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