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1. Introduccion

Proseguimos aqui el estudio de los diversos tipos de operadores lineales continuos de un espacio de Hilbert
no trivial H en si mismo, iniciado en la primera parte del tema. Las referencias cruzadas del tipo «I.*» se
referirdn a resultados de dicha primera parte. En esta segunda parte, en la que se mantendrd la notacion que
hemos venido utilizando, nos ocuparemos, concretamente, de las proyecciones y de los operadores de rango

finito, compactos, de Hilbert-Schmidt y traza.

2. Proyecciones
Definicién 2.1 Un operador lineal continuo T : H — H es un proyector o proyeccién si T* = T = T>.

Por tanto, una proyeccién es un operador lineal, continuo, autoadjunto e idempotente.
La proyeccién ortogonal Py, de H en un subespacio cerrado M de H es una proyeccion en el sentido de la
Definicion 2.1. De hecho, toda proyeccién se puede obtener de esta forma a partir de un subespacio cerrado

oportuno.

Proposicion 2.2 Si T es cualquier proyeccion, existe un tinico subespacio cerrado M tal que T = Py. En

efecto, M = Z(T) y M+ = ¥ (T).

DEMOSTRACION. SeaM = {y € H : Ty =y}; como M = A (T —1I), M es un subespacio cerrado de H.

Por otra parte, M = %(T), pues si y € M entonces y =Ty € Z(T) y, reciprocamente, si y = Tx para algin
x € H entonces Ty = T(Tx) = Tx =y implicay € M. Ahora, 4 (T) = Z(T*)* = Z(T)* = M*.

Dado cualquier x € H, pongamos x = y+z, donde y € My z € M. Se cumple: Pyx=y=y+0=Ty+Tz=
T(y+z) = Tx. Luego, T = Py.

En cuanto a la unicidad, observemos que si N es otro subespacio cerrado tal que Py = Py, entonces

N =2%(Py) = Z(Py) =M. O

Proposicion 2.3 Para cualquier proyeccion P en H, se cumple:
(i) (Px,x) = |[Px|* (x € H).
(ii) P> 0.

(iii) ||P|| < 1; si Z(P) # {0}, entonces ||P|| = 1.
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DEMOSTRACION. Los apartados (i) y (ii) siguen de ser

(Px,x) = (P?x,x) = (Px,Px) = |Px||* >0 (x€H).

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

2
[1Px]|” = (Px,x) < [|Px][lx]| (x€H),

de modo que ||Px||/||x|| <1 (x € H\{0}), y ||P|| < 1; ademéds, ||Px]||/|x|| =1 si x € Z(P) \ {0}. Esto prueba
(iii). 0

Proposicion 2.4 Sean M, N subespacios cerrados de H, P el proyector cuyo recorrido es M, y Q el proyector

con recorrido N. Se verifica:

(i) T = PQ es una proyeccion en H si, y solo si, PQ = QP. En tal caso, T proyecta H sobreY = MNN.
(ii) M L N si, y solo si, PQ = O.

DEMOSTRACION. Supongamos que P y Q conmutan, esto es, PQ = QP. Entonces T es autoadjunta (Proposi-

cién 1.5.3). Ademds, T es idempotente, ya que

T? = (PQ)(PQ) =P*°Q* =PQ=T.

Por tanto, T es una proyeccién. Para cada x € H, se tiene:

Tx=P(0x) = Q(Px).

Puesto que P proyecta H sobre M, resulta que P(Qx) € M. Similarmente, Q(Px) € N. En conjunto, 7x € MNN;
la arbitrariedad de x prueba que T proyecta H en Y = M NN. Esta proyeccién es suprayectiva: siy € ¥ entonces
yeM,yeN,y

Ty=P(Qy)=Py=y.

Reciprocamente, si T = PQ es una proyeccién definida en H entonces T es autoadjunta, y de la Proposicién

1.5.3 se concluye que PQ = QP.
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Para probar (ii), supongamos que PQ = O. Six € M e y € N entonces

(x,y) = (Px,Qy) = (x, P*Qy) = (x,PQy) = (x,0) = 0.

Reciprocamente, sea M | N. Six € H entonces Qx € N, asi que Qx € M- y P(Qx) = 0. d

Proposicion 2.5 Sean P, Q proyecciones en H con rangos M, N, respectivamente. Se tiene:
(i) La suma T = P+ Q es una proyeccion en H si, y sélo si, M 1. N.
(ii) Si T = P+ Q es una proyeccion, entonces T proyecta H sobre Y =M & N.

DEMOSTRACION. Para probar (i), observamos que si 7 = P+ Q es una proyeccion entonces 72 = T, es decir,

P+Q=(P+Q)* =P +PQ+QP+Q*=P+PQ+QP+0,

de donde PQ + QP = O. Multiplicando esta expresién por Q a la izquierda, obtenemos QPQ+ QP = 0. Y
multiplicando esta nueva expresion por Q a la derecha, encontramos que 2QPQ = O. Insertando este resultado
en la misma expresion se infiere que QP = O, asi que M L. N (Proposicion 2.4). Esto establece (i).

Suponiendo ahora que 7 = P + Q es una proyeccion (y, por tanto, que M L N), se trata de determinar el
subespacio cerrado Y de H sobre el que proyecta T'.

Cualquiera que sea x € H tenemos y = Tx = Px+Qx,con Px e My Ox € N, asi que y € M & N. Conse-
cuentemente, Y C M ®N.

Para demostrar que Y D M & N, sea y un elemento arbitrario de M & N. Entonces y =u+v,conu € M y

v € N. Si aplicamos T y usamos que M L N, resulta

Ty=Pu+v)+Qu+v)=Pu+Qv=u+v=y.

Por consiguiente y € Y, probando que Y D M & N y estableciendo con ello (ii). g

Teorema 2.6 Sean P, Q proyecciones definidas en H con rangos M, N y niicleos N (P), A (Q), respectiva-

mente. Son equivalentes:

(i) OP=PO=P.
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(ii) M C N.

(i) N (P) D N (Q).

(iv) |[Px[| < [|Qx]| (x € H).
(v) P<Q.

DEMOSTRACION. Sabemos (Proposicién 2.3) que ||P|| < 1. Suponiendo cierto (i) podemos escribir

[[Px]| = [[POx[| < [|P[[l|Qxl| < lOx[  (x € H),

de modo que se satisface (iv).

Por otra parte, si se verifica (iv) la Proposicion 2.3 implica

(Px,x) = ||Px|]* < ||Qx||* = (Qx.x)  (x€ H),

asf que también se cumple (v).
Supongamos cierto (v), y sea x € 4 (Q). Entonces Ox = 0, y la Proposicién 2.3 junto con la definicién de
«<» muestran que

[Px||? = (Px,x) < (Qx,x) = 0.

Consiguientemente Px = 0, asi que x € .4 (P), y de la arbitrariedad de x € .4#'(Q) se infiere (iii).

El nidcleo y el rango de una proyeccién son complementos ortogonales (Proposicién 2.2). Por tanto, (iii)
implica (ii).

Finalmente, para cada x € H tenemos Px € M. Si se verifica (ii) entonces Px € N, asi que Q(Px) = Px, es

decir, QP = P. Como P es una proyeccion, la Proposicién 2.4 conduce a (i). g

Definicion 2.7 Se dice que una proyeccion P es parte de otra proyeccion Q si Py Q satisfacen una cualquiera

de las condiciones equivalentes del Teorema 2.6.
Teorema 2.8 Sean P, Q proyecciones en H con rangos M, N, respectivamente. Se verifica:
(i) La diferencia T = Q — P es una proyeccion en H si, y solo si, P es parte de Q.

(ii) Si T = Q — P es una proyeccion, entonces T proyecta H sobre el complemento ortogonal de M en N.
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DEMOSTRACION. Para probar (i) observamos que si 7 = Q — P es una proyeccion entonces 72 = T, es decir,

Q-P=(Q-P)’=0Q"~PQ—-QP+P’ =Q~PQ—QP+P,

de donde PQ + QP = 2P. Multiplicando esta expresién por Q sucesivamente a la izquierda y a la derecha
obtenemos QPQ = QP y QPQ = PQ. Y combinando las tres tltimas expresiones se infiere que QP = PQ = P.
En particular, M C N (Teorema 2.6).

Reciprocamente, si M C N entonces el Teorema 2.6 proporciona P = PQ = QP, lo que implica 2P =
PQ+ QP y muestra que T = Q — P es idempotente. Ya que P y Q son autoadjuntos, también lo es 7. Conse-
cuentemente 7' es una proyeccion, y queda establecido (i).

Supongamos ahora que 7 = Q — P es una proyeccion (y, por lo que acabamos de probar, que M C N).

Dado cualquier y € Y = %Z(T) tenemos y = Tx = Qx — Px, con x € H. Como QP = P (Teorema 2.6), sigue que

Qy=0*x—QPx=Qx—Px=y.

Esto muestra que y € N. Similarmente,

Py:PQx—sz:Pfoxzo.

Esto muestra que y € .4 (P) = M. En conjunto, y € V = NNM". La arbitrariedad de y € Y pruebaque Y C V.
Para demostrar que Y OV, sea v un elemento arbitrario de V = NN M*. Como la proyeccién de H en M+

es [ — P, se cumple que v = (I — P)z para algtin z € H. Teniendo en cuenta que QP = P, podemos escribir:

QZ—PZ:QZ_QPZ:Q<I_P)Z:QV:V:Z—PZ,

Luego, Oz = z. De aqui se infiere que

Tv=(Q—P)v=(Q—P)I—P)z=(Q—QP—P+P)z=7—Pz=(—P)z=.

Por consiguiente, v € Y. La arbitrariedad de v € V prueba que Y D V y establece (ii). O

Teorema 2.9 Sea {P,}_, una sucesion mondtona creciente de proyecciones en H. Entonces:

(i) {P.};_, converge puntualmente a una proyeccion P definida en H.
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(ii) El rango de P es
(iii) El niicleo de P es

DEMOSTRACION. Sean m,n € N, m < n. Por hipétesis P, < P,, asi que Z(P,) C %#(P,) (Teorema 2.6) y

P, — P,, es una proyeccién (Teorema 2.8). La Proposicién 2.3 entraiia que
0< ||an—me||2 = [|(P _Pm)x”2 = ((By = Pu)x,x) = (Pux,x) — (P, x) = HanHz - HmeHz (x € H).

Ahora ||P,|| <1, asi que ||Px| < ||x|| (x € H, n € N). Por tanto, fijado x € H, la sucesién de escalares
{||P:x||}5>_; es monétona creciente y acotada superiormente, luego convergente y de Cauchy. Pero entonces
{P,x};_, es una sucesion de Cauchy en H, que es completo, asi que {P,x}_; converge, digamos a Px. Siendo
x € H arbitrario, queda definido un operador P en H, que es obviamente lineal. Como 1im;,,_,.c P,x = Px (x € H)
y cada P, (n € N) es acotado, autoadjunto e idempotente, lo mismo podemos afirmar de P, y se concluye que
P es una proyeccion. Esto establece (i).

Se trata ahora de hallar Z(P). Sean m,n € N, m < n. Entonces P, < P,, estoes, B, — P, > Oy ((P, —
Py)x,x) > 0 (x € H), por definicion. Haciendo n — oo obtenemos ((P — P, )x,x) > 0 (x € H), esto es, P, < P,
de donde #Z(P,,) C #(P) (Teorema 2.6). Como m € N es arbitrario y Z(P) es cerrado (Proposicién 2.2),

encontramos que

() %(B)  %(P). M)

m=1
Ademds, para cadan € Ny cada x € H se cumple que P,x € Z(P,) C U;—| Z(Py). Puesto que lim,,_,. Pyx =

Px, sigue que Px € |J;,_; Z(P,,). En consecuencia,
Z(P)C | Z(P). 2

De (1) y (2) se infiere (ii).
Finalmente, hemos de determinar .4"(P). Ya que, por (ii), se verifica Z(P) D Z(P,), para cada n € N

tenemos .4 (P) = Z(P)* C #(P,)*. Luego,
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Por otra parte, si x € (), .4 (P,) entonces P,x =0 (n € N) y lim,_,. P,x = Px implica Px = 0, esto es,

x € A (P). La arbitrariedad de x € (", .4 (P,) muestra que

ﬁ N (P) C N(P)

n=1

y prueba (iii). g

3. Subespacios invariantes y reduccion de operadores
Definicion 3.1 Un subespacio cerrado M se dice invariante bajo el operador T, 6 T-invariante, si T (M) C M.

Teorema 3.2 Sean X, Y subconjuntos de H, M = X N =Y. Si T es un operador lineal continuo verifi-

cando T(X) C Y, entonces T (M) C N.

DEMOSTRACION. Sabemos que M (respectivamente, N) es el menor subespacio cerrado de H que contiene a

X (respectivamente, Y). Como T*(Y) C X, encontramos que 7**(X++) C Y1+, O

Teorema 3.3 Sea T un operador lineal acotado en H, y sean M, N subespacios cerrados de H. Son equiva-

lentes:
(i) T(M) C N.
(ii) T*(N+) c M+
(iii) PyTPy = TPy.

DEMOSTRACION. Es conocido que (i) equivale a (ii).
Supongamos que se verifica (i), y sea x € H. Se tiene que Pyx € M; por tanto, TPyx € N. En tal caso,
PnT Pyx = TPyx. Yaque x € H es arbitrario, hemos establecido (iii).

Si se cumple (iii) entonces Tx = T Pyyx = PyT Pyyx = PyTx € N para cada x € M, probando (i). O

Corolario 3.4 Sea T un operador lineal acotado en H, y sea M un subespacio cerrado de H. Son equivalentes:

(i) M es invariante bajo T.
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(ii) M es invariante bajo T*.
(iii) PyTPy = TPy.

Definicion 3.5 Sea M un subespacio cerrado de H, invariante bajo T. La restriccion de T a M es la aplicacion

Ty : M — M definida por Ty = Ty (y € M).
El siguiente resultado es elemental.

Teorema 3.6 Sea M un subespacio cerrado de H, y sean S, T operadores lineales acotados en H.

(i) Si M es invariante bajo T entonces Tjy es un operador lineal acotado en el espacio de Hilbert M, con

1Tl < 11T

(ii) Si M es invariante bajo los operadores S'y T, entonces M es invariante bajo S+ T, ST y AT (A € K);
ademds,

S+ =Sm+Tm:  (ST) iy = ST, (AT) = ATjy (A € K).

Definicion 3.7 Se dice que el subespacio cerrado M reduce a T cuando tanto M como M- son invariantes

bajo T.

Teorema 3.8 Sea T un operador lineal acotado en H, y sea M un subespacio cerrado de H. Son equivalentes:
(i) M reduceaT.
(ii) M+ reduceaT.
(iii) M reduce a T*.
(iv) M es invariante bajo T y T*.
(V) TPM = PMT.
DEMOSTRACION. Que (i)-(iv) son equivalentes resulta inmediato a partir del Corolario 3.4 y de las definicio-
nes correspondientes.
Sea P = Py.
Si se verifica (iv) entonces, por el Corolario 3.4, PTP = TP y PT*P = T*P; consecuentemente, PT =
P*T =(T*P)* = (PT*P)* = PTP =TP,y se verifica (v).

Suponiendo ahora que PT = TP, se tiene que PTP = TP?> = TP, y sigue del Corolario 3.4 que M es in-

variante bajo T. Ademds, PT* = (TP)* = (PT)* = T*P, de modo que, por analogia, M también es invariante
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bajo T*. Esto establece que (v) implica (iv) y completa la demostracion. O

Teorema 3.9 Si M reduce a T, entonces (Tjy)* = T

DEMOSTRACION. Sea R = ﬂM, ysea S = T‘L, ambos estdn definidos en virtud de la equivalencia entre las

condiciones (i) y (iv) del Teorema 3.8. Cualesquiera sean x,y € M, se cumple que (R*x,y) = (x,Ry) = (x,Ty) =

(T*x,y) = (Sx,y). Como R* y S son operadores en M, concluimos que R* = S. O

Corolario 3.10 Si M reduce a T y T es normal (respectivamente, unitario), entonces Tjy es normal (respec-

tivamente, unitario).

DEMOSTRACION. Por los Teoremas 3.6 y 3.9,
(T =TT = Tne) Ty (TT )y = T Tpy = T (Tine)™

Ademads, /)y, es el operador identidad en M. g

Corolario 3.11 Si T es autoadjunto y M es invariante bajo T, entonces Tjy; es autoadjunto.

DEMOSTRACION. Como T* =T, M reduce a T por el Teorema 3.8. Ahora, el Teorema 3.9 asegura que

(Tim)* = T3, = Tim- O

4. Operadores compactos

En primer lugar, recordaremos los conceptos de conjunto compacto, secuencialmente compacto, relativa-

mente compacto y totalmente acotado, asi como la relacién existente entre ellos.

Definicién 4.1 Sea E un espacio métrico. Un subconjunto F de E es:
= compacto si todo recubrimiento abierto de F admite un subrecubrimiento finito;

= secuencialmente compacto si toda sucesion infinita en F tiene un punto de acumulacion (es decir, una

subsucesion convergente) en F;
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= relativamente compacto si su clausura es compacta;

= precompacto o totalmente acotado si dado € > 0, existen xi,...,x, € F tales que F C U, U (x;;€),
donde para cada x € E y r > 0, U(x;r) denota la bola abierta de centro x y radio r en E. En tal caso se

dice que {x,...,x,} constituye una €-red finita.

Recordemos que una familia ¢ de abiertos en un espacio métrico E es una base de abiertos de E si cada

abierto en E es unién de elementos de ¥.

Lema 4.2 Sea E un espacio métrico. Si E es totalmente acotado, entonces E es separable y por tanto posee

una base de abiertos numerable.

DEMOSTRACION. Para cada n € N elegimos una (1/n)-red finita M,,. El conjunto M = |J;,_; M,, es numerable
y denso en E.

Por otra parte, dado cualquier abierto G en E y cualquier y € G, existe r > 0 tal que U(y;r) C G. Como
M es denso en E, ciertos n € Ny x € M son tales que y € U(x;1/n) C U(y;r) C G. Por tanto, la familia

{U(x;1/n) : x € M, n € N} forma una base numerable de abiertos de E. O

Proposicion 4.3 Sea E un espacio métrico, y sea F C E. Son equivalentes:
(i) F es compacto.
(ii) F es secuencialmente compacto.
(iii) F es totalmente acotado y completo.

(iv) F es relativamente compacto y cerrado.

DEMOSTRACION. Que (i) equivale a (iv) es consecuencia de que los compactos en espacios Hausdorff son
cerrados.

Supongamos que F es compacto y que existe una sucesién infinita {x,};7_; C F carente de puntos de
acumulacién en F'. Entonces, para cada x € F es posible encontrar una bola abierta centrada en x que contiene
a lo sumo un nimero finito de términos de la sucesion {x, };~_,. El conjunto de todas estas bolas constituye un
recubrimiento abierto de F, luego admitird un subrecubrimiento finito, cuya unién recubre a {x,}>_, a pesar

de contener a lo sumo un nimero finito de puntos de la sucesién. Esta contradiccién prueba que (i) implica

(i).
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Supongamos ahora que F es secuencialmente compacto. Entonces F' es completo, ya que toda sucesion de
Cauchy contiene una subsucesion convergente a un punto de F y, por lo tanto, ella misma es convergente. Por
otra parte, fijemos € > 0. Sea x| € F’; si la bola de centro x; y radio € contiene a F, hemos terminado; si no,
existe x, € F a una distancia de x; mayor o igual que €. Ahora, si la unién de las bolas de centros x; (i = 1,2)
y radio € contiene a F', hemos terminado; si no, iteramos el proceso. El nimero de iteraciones ha de ser finito,
pues de lo contrario obtendriamos una sucesion tal que la distancia entre dos cualesquiera de sus términos es
mayor o igual que &, la cual careceria de subsucesiones convergentes. Hemos demostrado asi que (ii) implica
(iii).

A continuacién estableceremos que (iii) implica (ii). Suponiendo que F es totalmente acotado, probaremos

que toda sucesién infinita {x,};r_; C F contiene una subsucesién convergente en F. Por hipotésis, F tiene una

oo

1-red finita. No todas las correspondientes bolas pueden contener un nimero finito de términos de {x,}7 ;.

asi que elegimos una, digamos Uj, conteniendo infinitos términos {xi,}; ; de {x,} ;. Como F también
tiene una (1/2)-red finita, de entre las correspondientes bolas elegimos una, digamos U,, conteniendo infinitos
términos {x», }7_, de {x1,};_,. Procediendo por induccién sobre k € N, una vez elegida {x,}_; y ya que
F tiene una (1/k+ 1)-red finita, de entre las correspondientes bolas elegimos una, digamos Uy 1, conteniendo
infinitos términos {x11,}n_; de {xx,}_;. Ahora definimos y, =x,, (n € N). Para cada € > 0 existe N € N
(dependiendo de €) tal que y, (n > N) estd en una bola de radio €. Por consiguiente, {y, }_, es de Cauchy en
F,y al ser F completo esta sucesion tendrd un limite y € F.

Sélo resta comprobar, por ejemplo, que (ii) implica (i). En espacios métricos separables, todo recubrimien-
to abierto contiene un subrecubrimiento contable (Lema 4.2); por tanto, en la definicién de compacidad es
suficiente considerar recubrimientos numerables. Razonando por contradiccién, supongamos que {U,};_; es
un recubrimiento abierto de F que no admite subrecubrimientos finitos, y definamos V, = J_,; U; (n € N).
Ninguno de estos conjuntos recubre a F', luego existe una sucesién {x, };-_, de puntos de F tales que x, ¢ V,
(n € N). Si se verifica (ii), entonces esta sucesion admite una subsucesion {x,, };°_, convergente a algin x € F.

Al ser {U,}_, un recubrimiento abierto de F, necesariamente x € U, para algin m € N. En tal caso, por

definicién de limite existe N € N, N > m, tal que x,,, € U;, C V, (nx > N), contradiciendo la construccién de

{xn}::r O

4.1. Operadores compactos

Los operadores compactos constituyen una clase importante de operadores acotados cuyo origen se remon-

ta a la teorfa de ecuaciones integrales de segunda especie. Suponen la generalizacion natural de los operadores
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cuyo rango tiene dimension finita.

Definicion 4.4 Un operador lineal T : H — H se dice compacto o completamente continuo si foda sucesion

acotada {x,}_, contiene una subsucesion {x,, }y_, tal que {Tx,, }_, converge.

Es evidente que en la Definicion 4.4, la condicion de que la sucesién {x,};"_, esté acotada puede ser

sustituida por la de que ||x,|| <1 (n € N).

Proposicion 4.5 Sea B la bola unidad cerrada de H. Los siguientes enunciados sobre un operador lineal

T : H — H son equivalentes:
(i) T es compacto.
(ii) Para todo conjunto acotado M C H, T (M) es relativamente compacto.

(iii) T(B) es relativamente compacto.

DEMOSTRACION. Supongamos que 7' es compacto y fijemos un subconjunto acotado M C H. Si elegimos
cualquier sucesion {z,}>_, C T(M), por definicién de adherencia existe una sucesién {y,}>, C T(M) tal
que la distancia entre y, y z, no supera 1/n (n € N). Se tiene que y, = Tx,, donde x, € M (n € N). Por
hipétesis, existe una subsucesion {x,, }3*_, tal que {Tx,, }7_, converge, y su limite estd en T(M); en otras

palabras, {y,}>_; admite una subsucesién que converge a cierto y € T(M). Luego, lo mismo cabe afirmar de
{zn};_,. Esto demuestra que W es secuencialmente compacto; en particular, es relativamente compacto
(Proposicién 4.3). Asi pues, (i) implica (ii).

Que (ii) implica (iii) es trivial.

Finalmente, supongamos que se verifica (iii), sea {x,};_, una sucesién acotada, digamos por R, y defi-
namos y, = x,/R (n € N). La sucesion {Ty,};_, estd en T(B). Por hipétesis, la clausura de este conjunto

es (secuencialmente) compacta, lo que proporciona una subsucesién {y,, }, tal que {Ty,, };°_, converge a

y € H. Para la subsucesién {x,, };_, se tiene que {Tx,, };7_, converge aRy € H. O

Ejemplo 4.6 Si y, z son vectores fijos de H, el operador T definido por la formula Tx = (x,y)z (x € H) es
compacto. En efecto, supongamos que {x,}_, satisface ||x,|| <1 (n € N). Como |(x,,y)| < |ly|| (n € N),
la sucesion de escalares {(x,,y)}7r_, contiene una parcial {(x,,,y)};_, convergente, digamos a A. Entonces

im0 Txp, = (X, ¥)2 = Az

Proposicion 4.7 Sea T un operador lineal en H.
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(i) Si T es compacto entonces estd acotado.
(ii) Si H tiene dimension finita entonces T es compacto.

(iii) El operador identidad I es compacto si, y solo si, H tiene dimension finita.

DEMOSTRACION. Para probar (i), suponiendo que el operador T no estd acotado podemos encontrar una su-

oo oo

cesién de vectores unitarios {x, }7_; tal que 1im, e, ||7'x, || = oo. Pero entonces {7'x, }’>_; no contiene ninguna
subsucesién convergente, de modo que T no puede ser compacto.

Para probar (ii) observamos que si H tiene dimension finita entonces cualquier operador lineal 7 en H esta
acotado, por lo que transforma sucesiones acotadas en sucesiones acotadas. El teorema de Bolzano-Weierstrass
(toda sucesion acotada contiene una subsucesion convergente), valido en espacios de dimension finita, muestra
entonces que 7' es compacto.

Por tltimo, para probar (iii) es suficiente establecer que el operador identidad en un espacio de dimensién

oo

infinita H no es compacto. Pero, en efecto, si consideramos una sucesién ortonormal {en}n=1 C H, que estd

=

acotada (||e,|| = 1, n € N), la sucesion {e, }~ ; = {Ie,};r_, no contiene ninguna subsucesién convergente, ya

que ||ex — em|| = V2 (n,m € N, n # m). O

Proposicion 4.8 Sea T un operador compacto.
(i) Si S es otro operador compacto, el operador S+ T también es compacto.
(ii) Para cualquier A €K, el operador AT es compacto.

(iii) Dado cualquier operador lineal continuo S : H — H, los operadores ST y TS son compactos.

DEMOSTRACION. Es consecuencia inmediata de la Definicién 4.4. O

Proposicién 4.9 Sea {T,,}7_| una sucesion de operadores compactos. Si T : H — H es un operador lineal y

lim,_,o || T, — T|| = 0, entonces T es compacto.

oo

DEMOSTRACION. Suponiendo que {x,}>_; es una sucesién con ||x,|| <1 (n € N), se trata de hallar una
subsucesion {x,, }°_, tal que {Tx,, };°_, converge. Seguiremos un procedimiento diagonal.
Sea {x1,};-_, una subsucesion de {x,}_, tal que {T1x; ,};_, converge, digamos a ;.

Sea {x2, }7>_, una subsucesion de {x ,};_, tal que {Tox2, }7>_, converge, digamos a u5.
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Suponiendo elegida {x , }7_, tal que {Tpxy , };r_, converge, digamos a u, sea {x 1, };_; una subsucesion
de {xg .}, tal que {Tiy1xk410 )5, converge, digamos a ugy; (k € N).

Consideramos la sucesion diagonal {xkﬂk}le. Es claro que limy, o TiXy,» = ux (k € N). Nuestro objetivo
ahora es probar que {Tx; x };-_, es de Cauchy. En efecto, dado &€ > 0, fijemos un indice k € N tal que || 7; — T'|| <

€/3. Para cualesquiera m,n € N,
2¢e
||Txm7m —Txpnl| < (T — Tk)xmm” + ||Tkxm~,m - Tkxn,nH + (T - ﬂc)xmnH < 3 + HTkxm,m — TixXnnl|-

Como quiera que 1imy,_,o TiXy n = g, existe N € N tal que ||Tjxp m — Tixnnl| < €/3 (m,n € N, m,n > N). Esto

completa la demostracién. g

Teorema 4.10 (Schauder) Si T es un operador compacto en H, su adjunto T™ es también compacto.

DEMOSTRACION. Sea {x,}>_; C B, y definamos y, = T*x, (n € N). Como T* es acotado, la sucesién {y, };_,
estd acotada; la compacidad de T proporciona una subsucesién {y,, };_, tal que {Ty,, };_, converge en H.

Ahora, para cualesquiera i, j € N,

=32 = T = T | = (T, = T T — T,
= (TT" (o — Xn;) s %n; — Xnj) < T T (i, — ;) || 1%, — 2,
J J J J
< 2Ty = Tyny|;

donde el segundo miembro tiende a cero cuando i, j — . Por consiguiente, la sucesion {y,, }7>_, es de Cauchy

en H, luego converge, probando que T* es compacto. U

4.2. Operadores de rango finito

Definicion 4.11 Se dice que un operador lineal T : H — H es de rango finito si Z(T) tiene dimension finita.
Proposicion 4.12 Todo operador de rango finito es compacto y, en particular, continuo.

DEMOSTRACION. Sea {zj,...,z,} una base ortonormal de % (T). Para cada x € H se tiene

Te=Y filo)z
k=1
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donde f(x),..., fr(x) son escalares univocamente determinados por x que satisfacen
fi(x) = (Tx,z1) = (x,T"z%) (keN,1<k<n).

Poniendo Tjx = fi(x)zr = (x, T*z)zx encontramos que T (k € N, 1 < k < n) es un operador compacto en vir-
tud del Ejemplo 4.6, y se concluye de 1a Proposicion 4.8 que T = Y}, T; también es compacto. La afirmacion

sobre la continuidad sigue de la Proposicién 4.7. d

Corolario 4.13 Sea {T,};;_, una sucesion de operadores de rango finito. Si T : H — H es un operador lineal

ylimy, e || T, — T|| = 0, entonces T es compacto.

DEMOSTRACION. Proposiciones 4.12 y 4.9. 0

Proposicién 4.14 Sean H un espacio de Hilbert cldsico, {xi};_, una base ortonormal de H, {}7_, una

sucesion acotada de escalares y T el vinico operador tal que Tx, = Wi (k € N); véase la Proposicion 1.2.4.

(i) Si P, es el proyector cuyo rango es el subespacio unidimensional generado por x; (k € N) y si T, =

Yi_ WP (n € N), entonces lim, .. || T,x —Tx|| =0 (x € H).
(ii) Silimy_,eo ty = 0 entonces lim, o0 || T, — T|| =0, y T es compacto.

DEMOSTRACION. Para probar (i), observamos que P.x = (x,x;)x = A4x (x € H, k € N). Si x € H entonces

x=Y5 (xx0)x =Y r | Axg, de donde

Tx= i AT xp = i WeAgexy = i WePex = lim i WePex = 1im Tp,x.
=1 =1 =1 A == e
Asi pues, lim,, o ||T,x — Tx|| =0 (x € H).

Advertimos ahora que, cualquiera que sea n € N, Z(T,,) estd contenido en el subespacio n-dimensional
generado por {xi,...,x,}, de manera que 7, es un operador de rango finito. Por tanto, para probar (ii) sélo
necesitamos establecer que lim,_,« ||7;, — T'|| = 0 bajo la hipétesis de que limy_,.. ty = 0, y apelar al Corolario
4.13. A tal fin, dado € > 0, sea N € N tal que || < € (k€ N, k> N). Fijandon € N, n > N, vamos a demostrar

que ||T —T,|| < e.Paratodox € H,x =Y | (x,x0)Xx = Yo | MXi, se tiene Tx = Y5 | A Xy, asi que

2 2

Z At Mg

k=n+1

|1Tx— T,,)CH2 =

Z Aty — Z Ak X
k=1 k=1
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Y | Aiig|* < € Y |7Lk\2§322|7tk|2

k=n+1 k=n+1 k=1
= &
Por lo tanto ||(T — T,,)x|| < g||x||, y de la arbitrariedad de x € H se concluye que ||T — T, || < €. O

4.3. Operadores de Hilbert-Schmidt y traza

Recuérdese que la traza de una matriz es la suma de los elementos de su diagonal.

Definicion 4.15 Sea T un operador positivo en H, y sea {eq }qca una base ortonormal de H. Definimos la

traza de T, tr(T), como la serie de términos no negativos

tr(T) = Z (Teg,eq)- 3)

acA

No se excluye la posibilidad de que esta serie sea divergente.
Proposicion 4.16 Para cada operador lineal acotado T en H, se tiene que tr(T*T) = tr (TT*).

DEMOSTRACION. Los operadores T*T y TT* son positivos (Observacion 1.7.2).

Sea {eq }oca una base ortonormal de H. Para cualesquiera o, 8 € A, tenemos:
(Teq,ep){ep,Teq) = (T eg,eq)(eq, T eg) > 0.

Tomando sumatorios en 3 en el primer miembro y en o en el segundo miembro, encontramos, respectivamen-

te:

Z <<Tea,eﬁ)e[3,Tea> = (Teq,Teq) = (T Teq,eq),
BeA

Z <<T*eﬁ,ea>ea,T*eﬁ> = (T"eg,T eg) = (TT"ep,ep).

acA

Las series anteriores son de términos positivos, asi que su suma no depende del orden de sumacién. Por tanto,

tr(T*T) = Y (T Teq,eq) = Y (TT*ep,ep) = tr(TT*),
oEcA BeA

como se afirmaba. O
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Corolario 4.17 Si U es unitario y T positivo, entonces tt(UTU*) = tr(T). En particular, la Definicion 4.15

es independiente de la base ortonormal elegida. Ademds, ||T|| < tr (T).

DEMOSTRACION. Puesto que T = (T'/2)? (Teorema 1.7.7), podemos reemplazar T por UT"/? en la Proposi-

ci6én 4.16. La tltima afirmacion se sigue de la Proposicién 1.5.5. g

El siguiente resultado es de comprobacién inmediata.

Proposicion 4.18 Sean S, T operadores positivos, y sea A € K, A > 0. Se verifica:
tr(S+7)=tu(S)+ tr(T), tr(AT)=At(T).

Ademds, si S < T entonces trS < trT.

Definicion 4.19 Un operador lineal acotado T en H es un operador traza si tr(|T|) < oo, donde |T| es el

médulo de T (Definicion 1.7.8). La clase de los operadores traza se denotard %' (H).
Proposicion 4.20 Todo operador de rango finito es de clase traza.

DEMOSTRACION. Sea % = {eq }aca una base ortonormal de H, y sea T un operador de rango finito.

SiT>0ye,...,e, son elementos de % que generan Z(T ), entonces

Z (Teq,eq) = Z (Teg,eq) < oo.

acA eac{er,..ent

En el caso general, la descomposicién polar T = W|T| de T muestra que |T| = W*T (Corolario 1.7.11) es un

operador positivo de rango finito; por lo que acabamos de probar

w(|T]) =) (|ITlea ea) <o,
acA

asi que T € B'(H). O

Definicién 4.21 Un operador lineal acotado T en H se dice un operador de Hilbert-Schmidt si tr(|7|?) =

tr (T*T) < oo. El conjunto de todos los operadores de Hilbert-Schmidt que actiian sobre H se denotard %°(H).

Noétese que T € Z%(H) si, y 5610 si, Y.qcp || Teq||? < o para cualquier base ortonormal {eq }qca en H.

Nétese también que la clase %2 (H) es cerrada por conjugacién (Proposicién 4.16).
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Proposicion 4.22 Todo operador de clase traza es de Hilbert-Schmidt.

DEMOSTRACION. Supongamos que T € %! (H). Para cada x € H, el Teorema 1.7.7, 1a desigualdad de Cauchy-

Schwarz y (I.13) permiten escribir

<‘T|2x,x> = <|T|1/2\T||T|1/2x,x>:’<|T||T\1/2x,|T|l/2x>‘

IA

2
H|T||T|1/2xH H|T|1/2xH = HT|T|1/2XH H|T|1/2xH < HTH H|T|1/2XH

ITIT 2, T 20) = I TI(T o) = (T (1| T|,0),
de modo que |7'|? < ||T|||T| implica
w(|T]?) < |7 (7)) <eo

(Proposicién 4.18) y prueba que T € %*(H). O

Proposicion 4.23 Todo operador de Hilbert-Schmidt es compacto.

DEMOSTRACION. Sea T € %%(H), y sea % = {eq }aca una base ortonormal de H. El Corolario 4.17 muestra
que

2 * % 2
ITIP = |77 < w(1°T) = ¥ | Teal
acA

Sea ahora € > 0. Elegimos ey,...,e, € % tales que Yo, ¢ (e, ...t | Tea |?> < €2. Consideramos la proyeccién B,

de H en el subespacio generado por {ey,...,e,} y definimos el operador de rango finito B, = T'P,. Entonces

IT=BalP=|TU-P)IP< ) |Teal® <€

eadfer,...en}

La conclusién deseada se infiere ya del Corolario 4.13. 0

El siguiente resultado es de comprobacién inmediata.

Proposicion 4.24 (Ley del paralelogramo) Cualquier par de operadores lineales acotados S, T en H satis-

face la ley del paralelogramo:

(S+T) (S+T)+(S—T)(S—T) =2(S'S+T"T).
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Consecuentemente,

O<(S+T) (S+T)<2(S'S+T'T).

Proposicién 4.25 Si S, T € #*(H)y A €K, entonces S+T € %°(H) y AT € %°(H). Ademds, para cualquier

operador lineal acotado B en H se tiene que BT € %°(H).

DEMOSTRACION. Usamos las Proposiciones 4.18 y 4.24 para escribir
tr[(S+T)(S+T)| <2 tr(S*S)+2 uw(T*T)

y probar que S+ T € %?(H). Por otra parte, si A € K entonces (AT)*(AT) = |A|*T*T, y sigue de la Proposi-

cién 4.18 que AT € %*(H). Finalmente, para cualquier base ortonormal {eq } g4 en H,

Y IBTeq|* <|B|* Y [|Teal* <,
ocA acA

as que BT € %#*(H). O

Proposicion 4.26 Para cualquier T € %' (H), se cumple:
(i) |T|"V/? € B*(H).
(ii) T es producto de dos operadores en %*(H ).

(iii) Si{eq}aca es cualquier base ortonormal en H, entonces Y qea |(Teq,eq)| < 0. Ademds, ¥ gca(Teq,eq)

es independiente de la base elegida.

DEMOSTRACION. Como |||T|"/2x||> = (|T|"/2x, |T|"/2x) = (|T|x,x) (x € H), se verifica (i).

Si T = W|T| es la descomposicién polar de T, entonces T = (W|T|'/2)|T|'/2. Por (i) y la Proposici6n 4.25,
IT|'/> € 82(H) y W|T|'/? € %*(H). Esto prueba (ii).

Pongamos C* = W|T|'/2, B = |T|'/2. Para cualquier A € K y cualquier vector x € H, ||(B—AC)x||> >0
implica

2RA(Bx, Cx) < ||Bx|* +[A[*[|Cx] .

Eligiendo aqui A con |A| =1y A(Bx,Cx) = |(Bx,Cx)| encontramos que

(T )| = [(Bx,Cx)| < 5 [[1B® + [ICx ]

| =
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Asf pues, para cualquier base ortonormal {eq }gca,

Z (Teq,eq)| < Z |Beq > + Z [Ceal?| <

acA acA acA

Para terminar la demostracién comprobaremos que Y ,c4(Teq,eq) es independiente de la base elegida.

Cualquiera que sea x € H, la identidad de polarizacién entrafia
1
R(Tx,x) = R(Bx,Cx) = 7 [[|(B+C)x|[* — | (B-C)x[*],

lo que implica

R Y (Teq,eq) = =3 [): I(B+Ceal*— Y. I(B—C) eazl

acA aEA acA
Similarmente,

3(Tx,x) = 3(Bx,Cx) = [||(B—|—iC)x||2 - ||(B—iC)xH2}

E

proporciona

3 Y (Teq,eq) = [Z |(B+iC)eql|* — Y (B—iC)eqll ]

acA acA acA
Llegados a este punto, la veracidad de la afirmacién sobre la independencia de la base elegida sigue inmedia-

tamente de la Proposicion 4.25. U

Estamos ahora en disposicién de definir la traza de cualquier T € %' (H).

Definicion 4.27 Si T € ' (H) y {eq} aca es cualquier base ortonormal de H, definimos la traza de T, tr (T),

como el niimero

tr(T) = Z (Teg,eq)-

acA
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