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1. Introduccion

La teoria espectral proporciona una herramienta muy potente para entender los operadores lineales, des-
componiendo el espacio sobre el que actiian en subespacios invariantes sobre los cuales su accién es simple.

En el caso de dimension finita, el espectro de un operador lineal sdlo estd formado por valores propios. La
accion del operador sobre el subespacio de vectores propios correspondientes a un valor propio determinado
es, sencillamente, la multiplicacién por el valor propio.

Como veremos, la teoria espectral de operadores lineales acotados en espacios de dimensién infinita es
mds compleja. Por ejemplo, un operador puede tener un espectro continuo ademas de, o en vez de, un espectro
puntual de valores propios. Un caso particularmente simple e importante es el de los operadores compactos
normales. Estos pueden ser aproximados por operadores de rango finito, y su teorfa espectral también estd
préxima a la de los operadores de rango finito.

Comenzamos este tema con un breve repaso del caso finito-dimensional.

2. Diagonalizacion de matrices

Consideramos una matriz cuadrada A de orden n con entradas complejas como un operador lineal acotado
A :C" — C". Un ndmero complejo A es un autovalor o valor propio de A si existe un vector no nulo u € C" tal
que Au = Au. Un vector u € C" que verifica esta ecuacidn se llama autovector o vector propio de A asociado
al autovalor A.

La matriz A es diagonalizable si existe una base {uj,...,u,} de C" formada por autovectores de A, lo
que significa que existen autovalores {A;,...,4,} en C, no necesariamente distintos, tales que Auy = Aguy
(keN, 1 <k<n).

El conjunto de autovalores de A se denomina espectro de A, y se denota o(A). Las bases mas ttiles en
espacios de Hilbert son las ortonormales; por tanto, es natural cuestionarse bajo qué condiciones una matriz
de orden n proporciona una base ortonormal formada por autovectores.

Si {ui,...,u,} es una base ortonormal de C", entonces la matriz U = (uy,...,uy), cuyas columnas son los

vectores de la base, es una matriz unitaria tal que
Uek:uk, U*uk:ek,

donde {ej,...,e,} es la base canénica de C". Si los vectores {uy,...,u,} son autovectores de A, entonces

U*AUe = Mer (k€ N, 1 <k <n). Sigue que D = U*AU es una matriz diagonal con los autovalores de A en
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la diagonal; es decir, A = UDU™*, donde

M0 0

0 X 0
D=

0 0 An

Reciprocamente, si A = UDU™ con U unitaria y D diagonal entonces AU = U D, mostrando que las colum-

nas de U constituyen una base ortonormal de C" formada por vectores propios de A.

Si A = UDU*, entonces A* = UDU*. Puesto que dos matrices diagonales cualesquiera conmutan, encon-

tramos que A conmuta con su adjunta A*:

A*A =UDU*UDU* =UDDU* =UDDU* =UDU*UDU* = AA*.

Como sabemos, las matrices con esta propiedad se llaman normales. Por ejemplo, como también sabemos, las
matrices hermitianas o autoadjuntas A, que satisfacen A = A*, y las unitarias U, que satisfacen U*U =UU" =1,

son normales.

Hemos probado que cualquier matriz con una base ortonormal de autovectores es normal. Un resultado

estandar de dlgebra lineal, que no demostraremos aqui, asegura la validez del reciproco:

Teorema 2.1 Una matriz compleja A de orden n es normal si, y solo si, C" tiene una base ortonormal formada

por autovectores de A.

Una matriz normal N puede ser escrita como producto de una matriz unitaria V' y otra positiva autoadjunta
A. Esto sigue directamente de la forma diagonal de N. Si N = UDU* tiene autovalores A; = |A|e'% podemos
escribir D = ®|D|, donde P es una matriz diagonal con entradas ¢/% y |D| es una matriz diagonal con entradas
|Ak| (k€ N, 1 <k <n).Entonces N = VA, donde V = UPU* es unitariay A = U|D|U* es positiva, queriendo

ello decir que u*Au > 0 (u € C"). Se comprueba inmediatamente que VA = AV.

La factorizaciéon N = VA de la matriz normal N se denomina descomposicion polar de N, y es el andlogo
matricial de la descomposicién polar de un nimero complejo como producto de un niimero no negativo r y
otro complejo e’ sobre la circunferencia unidad. El reciproco también es cierto: si N = VA, con V unitaria y

A autoadjunta, y si VA = AV, entonces N es normal.
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Los valores propios de una matriz A son las raices del polinomio caracteristico ps de A, dado por
pa(A) =det(A—AI).

Si pa(A) =0 entonces A — A1 es singular; luego, 4 (A — AI) # {0}, y existe un vector propio asociado. Como
todo polinomio tiene al menos una raiz, resulta que toda matriz tiene al menos un autovalor, y cada autovalor
distinto posee un subespacio no trivial de autovectores.

No es cierto que todas las matrices proporcionen una base de autovectores, porque la dimensién del es-
pacio de vectores propios asociado con una raiz miltiple del polinomio caracteristico puede ser estrictamente
menor que la multiplicidad algebraica de la raiz. Llamamos multiplicidad geométrica de un valor propio, o

simplemente multiplicidad, a 1a dimension del espacio de autovectores asociado.

Ejemplo 2.2 El blogue de Jordan de orden 2

tiene un valor propio A de multiplicidad algebraica 2. Los autovectores asociados con A son miiltiplos escala-
res de u=(1,0)", asi que su multiplicidad (geométrica) es 1, y el correspondiente espacio propio no contiene

una base de C2. La matriz no es normal, por cuanto

A*A—AA* = £ 0.

3. Espectro de un operador

Un operador lineal acotado en un espacio de Hilbert infinito-dimensional puede carecer de valores propios,
incluso si es autoadjunto. Por tanto, en general no cabe esperar que exista una base ortonormal de H formada
s6lo por vectores propios. En espacios de dimensidn infinita necesitamos ampliar el concepto de espectro de

un operador lineal, sin restringirnos solamente a los valores propios.

Definiciéon 3.1 EI conjunto resolvente de un operador lineal acotado T en un espacio de Hilbert H se denota
p(T) y se define como el conjunto de los niimeros complejos A tales que el operador T — Al es biyectivo

de H en H. El espectro de T, denotado o (T), es el complementario en C del conjunto resolvente, esto es:

o(T) = C\p(T).
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Si T — AI es biyectivo, el teorema de la aplicacién abierta implica que su inverso (7 — A1)~! es acotado.
Consecuentemente, cuando A € p(T), tanto T — AI como (T — AI)~! son operadores lineales, biyectivos y
acotados.

Como en el caso finito-dimensional, se dice que un escalar A es un autovalor o valor propio del operador
lineal acotado T cuando existe un vector x € H \ {0} tal que Tx = Ax. En tal caso A (T — AI) # {0}, de
manera que T — Al no es inyectivo, y A € ¢(T). Sin embargo, hay otras razones por las que un nimero

complejo pertenece al espectro. De hecho, podemos partir éste como se indica a continuacion.

Definicion 3.2 Sea T un operador lineal acotado en el espacio de Hilbert H.

(i) Elespectro puntual de T, 0,,(T), consiste en todos los A € o(T) tales que T — Al no es inyectivo. Esta

parte del espectro serd estudiada en la proxima seccion.

(ii) El espectro continuo de T, o.(T), consiste en todos aquellos A € o(T) tales que T — Al es inyectivo

pero no sobre, y Z(T — Al) es denso en H.

(iii) Elespectro residual de T, 6,(T), consiste en todos aquellos A € o(T) tales que T — A1 es inyectivo pero

no sobre, y Z(T — AI) no es denso en H.
Existen operadores acotados autoadjuntos cuyo espectro es puramente continuo.

Definicion 3.3 Si A estd en el conjunto resolvente p(T) de un operador lineal T, entonces T — Al es inversible
en H. El operador Ry = (A — T)~! se denomina resolvente de T en A, o simplemente resolvente de T. Se

trata de una funcion definida en p(T) C C, cuyos valores son operadores.

Lema 3.4 (Serie de Neumann) Sea T un operador lineal acotado en un espacio de Hilbert H. Si |T|| < 1

entonces I — T es inversible, y

(I-1)"'= i T/
j=0

DEMOSTRACION. Bajo las hipétesis enunciadas la serie Zj-":o T/ es absolutamente convergente, ya que

LIPS YT <,
j=0 j=0

y en consecuencia Z‘]’-":O T/ converge en la norma de operadores a un operador lineal acotado S. Es claro que

(I—T)iTk:<Xn:T"> (I-T)=I1-T"""  (neN). (1)
k=0 k=0
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Como ||T|| < 1 implica lim,_. T"*! = O, haciendo n — o en (1) encontramos que
(I-T)S=S(I—-T)=1,

lo que completa la prueba. d

Proposicion 3.5 Si T es un operador lineal acotado en un espacio de Hilbert, entonces el conjunto resolvente

p(T) es un subconjunto abierto de C que contiene al exterior del disco {A € C: |A| <||T|}.

DEMOSTRACION. Supongamos que Ay € p(T'), y escribamos
AM—T =Rl —T)[I—(A—2) (Al —T)"'].

Si|Ao—A| < ||(AI —T)~!||7!, es posible invertir mediante la serie de Neumann el operador que comparece
en el segundo miembro. Por consiguiente, existe un disco abierto del plano complejo centrado en Ay y conte-
nido en p(T), probando que este conjunto es abierto. De otra parte, si A € C, |A| > ||T||, la serie de Neumann

también muestra que Al — T = A(I — A~!T) es inversible, asi que 1 € p(T). O

Como el espectro o(T) de T es el complementario del conjunto resolvente, sigue que o(7') es un subcon-

junto cerrado de C y que

o(T)c{AeC: A <|T|}-

Proposicion 3.6 El espectro de un operador lineal acotado T en un espacio de Hilbert H es no vacio.

DEMOSTRACION. Si T = O, entonces o(T) = {0} #0. Si T # O, para cada x,y € H definimos f: p(T) — C

mediante f(A1) = (Ryx,y). Como antes, dado Ay € p(T) escribimos
M ~T = (ol ~T) [1 — (ho— 2) (Aol ~T) ]

Cuando [Ag — 4| < ||(2I — T)~"||~", es posible invertir mediante la serie de Neumann el operador que com-

parece en el segundo miembro y obtener

oo

Ry =Y (Ao —A)" (Al —T) "0+,

n=0
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Consecuentemente

) =

—

i 201 T) (n+1) ’y>

n=0

<aoz )" xy) (do—A)" (1Ao— 4] < (2l =T) 7" 7),

Il
ngk

n=0

probando que f es holomorfa en p(T). Ademds, lim, _,., f(1) = 0, por cuanto |A| > ||T|| implica

de modo que

0] = )] < sl < BRI (1) = KU gags

Razonando por contradiccién, supongamos que ¢ (T) = 0. Entonces f es una funcién entera, y el teorema de
Liouville obliga a que f = 0. Pero si f = 0 para cualesquiera x,y € H, necesariamente R, = O (A € C); en

particular, Ry = —T = O, lo cual es imposible. Por consiguiente, 6 (T) # 0. O

No obstante lo anterior, el espectro de un operador acotado puede constar de un tinico punto.

Definicion 3.7 El radio espectral de T, denotado por r(T), es el radio del menor disco centrado en cero que

contiene a 6(T),

r(T) =sup{|A]: A € o(T)} <|T||.

Podemos refinar la Proposicién 3.5 como sigue.
Proposicion 3.8 Para un operador lineal acotado T se satisface la férmula del radio espectral

r(T) = lim ||77)'/".

n—yoo

Si T es autoadjunto entonces r(T) = ||T||.

DEMOSTRACION. Cuando T = O, la férmula del radio espectral es trivial; supondremos, por tanto, T # O.
Comenzamos estableciendo la existencia del limite del segundo miembro, al que denotaremos L(T'). Sea a, =

log || T"|| (n € N); queremos ver que {a,/n};_, converge. Ya que ||[T""| < ||T™||||T"|], tenemos a, < na; y

OCW-ULL 2011/12 TEORIA DE OPERADORES



TEORIA ESPECTRAL 7/21

Amtn < dm +ay (m,n € N). Escribiendo n = pm+ ¢, donde 0 < g < m, encontramos que

a 1
=< Bam + —ay.
n n

n

Si n — oo con m fijo entonces p/n — 1/m, asi que

p Ap .. o Om
limsup — < liminf —,
n—e N m—e M

lo cual implica que {a,/n};"_, converge, como pretendiamos.

Ahora, la serie de Neumann de T converge si L(T) < 1, pues en tal caso existen R con L(T) <R <1y
N € N satisfaciendo ||T"|| < R" (n > N). Sigue que AI — T puede ser invertido mediante una serie de Neumann
cuando |A| > L(T), de manera que el espectro de T esta contenido en el disco {4 € C: |[A| < L(T)}, obligando
aque r(T) <L(T).

Fijados x,y € H, la funcién f(A) = (R, x,y) es holomorfa si (T) < |A| y admite un desarrollo en serie de

potencias
F0)= (5 X T ) =7 X (") 5
=( = —T"x = — x _
A n=0 A Y A n=0 Y A
para ||T|| < |A], con r(T) < ||T||. Es decir, f(A) admite un desarrollo en serie de potencias si 1/|A| < 1/||T||

y es holomorfa si 1/|A| < 1/r(T), donde 1/||T|| < 1/r(T). Por consiguiente, el radio de convergencia de la
serie debe ser mayor o igual que 1/r(T). Pero el inverso de este radio es limsup,, ... | (7"x,y)|'/", por lo que
limsup, ... | (T"x,y)|'/* < r(T). Como x, y son arbitrarios se infiere que L(T) < r(T), y de aqui se concluye

que L(T) = r(T).

Si T es autoadjunto entonces |T?|| = ||T||>. Aplicando repetidamente esta relacién encontramos que
172" (| = ||IT||*" (m € N), y la férmula del radio espectral, restringida a la subsucesién determinada por n = 2",
conduce a la igualdad r(T) = || T||. O

Nétese que r(7') = 0 no entrafia necesariamente que 7 = O.

Definicion 3.9 Un operador lineal acotado T es nilpotente si r(T) = 0.

4. El espectro puntual

En lo que sigue, T denotara siempre un operador lineal acotado en un espacio de Hilbert H £ {0}.

TEORIA DE OPERADORES OCW-ULL 2011/12
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4.1. Valores y vectores propios

Definicion 4.1 Un escalar A es un autovalor o valor propio de T si existe un vector x € H\ {0} tal que

Tx = Ax. En tal caso, se dice que x es un vector propio de T asociado al autovalor A.

Un vector propio x determina univocamente al autovalor asociado A, toda vez que si también se tiene
Tx = pxentonces (A — t)x =0y x # 0 implica A = p. Asi, A es valor propio de T si, y s6lo si, el nicleo de
T — AI no se reduce al vector nulo o, equivalentemente, T — AI no es inyectivo.

Recordemos que el conjunto de todos los valores propios de un operador 7' se denota 6,,(T') y se denomina

espectro puntual de T (Definicién 3.2).
Proposicién 4.2 Sean T un operador lineal acotado 'y A € c,(T). Entonces:
(i) Al <7
(ii) Si T es autoadjunto, A es real.
(iii) Si T es positivo, A > 0.

(iv) Si T es isométrico,

Al=1
DEMOSTRACION. Sea x un vector no nulo tal que Tx = Ax; podemos suponer que ||x|| = 1. Se cumple:
() Al = [|Ax]| = [ITx[] < 7.
(i) SiT es autoadjunto, A = A (x,x) = (Ax,x) = (Tx,x) es real.
(iii) Si T es positivo, la igualdad que acabamos de establecer entrafia que A > 0.

(iv) SiT esisométrico, |A| = ||Tx|| = ||x|| = 1. m

Proposicion 4.3 Sean T un operador normal, x un vector y A un escalar. Entonces Tx = Ax si, y sdlo si,

T*x = Ax. En particular:
(i) x es un vector propio de T si, y sélo si, x es vector propio de T*;
(ii) A es un valor propio de T si, y sélo si, A es valor propio de T*.

DEMOSTRACION. Por hipétesis, T*T = TT*. Como (T —Al)* =T* — A1, evidentemente T — A1 es normal,

de modo que ||(T —AD)x|| = (T — AI)*x|| (x € H). O

OCW-ULL 2011/12 TEORIA DE OPERADORES
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Ejemplo 4.4 Sea H un espacio de Hilbert cldsico, y sea T un operador sobre H.

(i) Si T es el operador de multiplicacion por la sucesion acotada de escalares {y }7_,, entonces 6,(T) =

{d

(ii) Si T es el operador desplazamiento a la derecha, entonces o,(T) = 0.

4.2. Subespacios propios

Definicion 4.5 Dados un operador lineal acotado T y un escalar A, el niicleo del operador T — Al se llama
subespacio propio A-ésimo de 7, y se designa por Ny (A ). Abreviadamente diremos que Ny (1) es el A-espacio

deT.

Notese que

Nr(A)={x€H:Tx=Ax}.

Ademds, N7 (A ) es un subespacio vectorial cerrado de H, con Ny (A) # {0} si, y sélo si, A € 6,(T'). Un vector

x # 0 es un vector propio de 7 si, y s6lo si, x pertenece a algtin A-espacio de T.

Teorema 4.6 Si S, T son operadores lineales acotados que verifican ST = TS, entonces los A-espacios de T

son invariantes bajo S; esto es, S(Np (1)) C Nr(A) para todo escalar A.

DEMOSTRACION. Si x € Nr(A), la cadena de igualdades

T(Sx) = (TS)x= (ST)x =S(Tx) = S(Ax) = A(Sx)

muestra que Sx € Ny (4). O

Corolario 4.7 Los A-espacios de un operador lineal acotado T son invariantes bajo T.

Teorema 4.8 Si T es un operador normal,
(i) los A-espacios de T reducena T;
(i) Nr(A) =Nr-(A);
(iii) Np(A) L Np(u) siempre que A # L.

DEMOSTRACION.

TEORIA DE OPERADORES OCW-ULL 2011/12
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(i) Como T*T =TT*, Nr(A) es invariante bajo T*, por el Teorema 4.6. El Corolario 4.7 establece que

Nr(A) también es invariante bajo T. Por tanto, Ny (A) reduce a T.
(ii) Es el contenido de la Proposicién 4.3.

(iii) Dados x € Nr(A), y € Nr(u), con A — u # 0, necesitamos demostrar que x L y. Por (ii), T*y = fy.
Entonces (Ax,y) = (Tx,y) = (x,T*y) = (x, ty) implica A {x,y) = u(x,y), o bien (A — ) {x,y) = 0, obli-

gando a que (x,y) = 0. O

Definicion 4.9 Una familia de subespacios cerrados es total cuando el tinico vector x ortogonal a todo subes-

pacio de la familia es x = 0.

Teorema 4.10 Sean S, T operadores lineales acotados y supongamos que los A-espacios de T constituyen

una familia total. Las siguientes afirmaciones sobre S son equivalentes:
(i) ST=TS;
(ii) todo A-espacio de T es invariante bajo S.

DEMOSTRACION. Que (i) implica (ii) es consecuencia del Teorema 4.6. Para ver que (ii) implica (i), sea N el
nicleo de 7S — ST'; se trata de demostrar que N = {0}. Fijemos cualquier escalar A, y veamos que se verifica
Nr(A) C N. Si x € Nr(A) entonces, por hipétesis, Sx € Nr(A), de manera que 7'(Sx) = A(Sx) = S(Ax) =
S(Tx), esto es, TSx—STx =0, y x € N. Consecuentemente, si x L N entonces x | Ny(A) para todo escalar A;

como la familia de A-espacios es total, concluimos que x = 0. 0

Veremos mds adelante que los A-espacios de un operador compacto normal cualquiera forman una familia

total; esto constituye la esencia del llamado teorema espectral para tales operadores.

4.3. Valores propios aproximados

Definicion 4.11 Diremos que un escalar A es un valor propio aproximado del operador lineal acotado T, y

n=1

escribiremos A € 04p(T), si existe una sucesion {x,},_, de vectores tales que ||x,|| =1 (n € N) y || Tx, —

Ay — 0.
n—oo

Ejemplo 4.12 (i) Todo valor propio de un operador lineal acotado T es también un valor propio aproxi-

mado de T: 6,(T) C 64,(T).

OCW-ULL 2011/12 TEORIA DE OPERADORES
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(ii) En un espacio de Hilbert cldsico se considera el operador multiplicacion por la sucesion acotada
{le}yy. Siexiste limy_,o U = U, entonces W € Oyp(T). Eligiendo p # . (k € N) encontramos que la

inclusion del apartado (i) es, en general, estricta.

Teorema 4.13 Dado un operador lineal acotado T, son equivalentes:

(i) Existe A € 04p(T) tal que |A| =||T

(it) sup{[{Tx,)[ - [|x]| = 1} = || T.

DEMOSTRACION. Para probar que (i) implica (ii), supongamos que || = ||T||, ||x:]| =1 (n € N) y || Tx, —

Ax,|| — 0. Se tiene
n—soo

(x| = A = | 1000} = Al | <175 = A )|
< T = Axa| |3 ]| = [|Tx0 — A — 0,
n—soo
asi que |[(Txp,%,)] =2 |A| = ||T]|. Designando por s el supremo del primer miembro de (ii) encontramos que

1Tl = s = [(Txn,%2)| — [T, por lo que s = || T'.
Reciprocamente, supongamos que se verifica (ii). Elegimos una sucesién de vectores {x,}_, tales que
Izl =1 (n € N) y |[(Txy,x,)| — ||T||- Pasando a una subsucesién en caso necesario, podemos suponer que
n—yo0

(Txy,xn) —> A para un escalar A oportuno, de manera que |A| = ||T||. Entonces
n—oo

0 < ||Tx, —l)cn”2 =

= |1 Txal® = (T, Axa) — (A, Toxa) + A2

< TP = (T Axy) — (T, Axa) + A
= AP = A(Tx0,%0) — A (T, %) + | A jzmﬁ —224 =0.
n—oco
En definitiva, ||Tx, — Ax,|| — 0. Se concluye que A € 6,,(T). O

5. Teoria espectral de operadores compactos normales

5.1. Valores propios de operadores compactos

Teorema 5.1 Si T es un operador compacto 'y A # 0, entonces Ny (L) tiene dimension finita.

TEORIA DE OPERADORES OCW-ULL 2011/12
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DEMOSTRACION. De lo contrario, N7 (4) contiene una sucesién linealmente independiente {x, };_;, que po-
demos suponer ortonormal via el proceso de ortonormalizacién de Gram-Schmidt. Dados m,n € N, m # n, el

teorema de Pitdgoras permite escribir

1760 — T2 = Aot — Aol P = AP — 202 = 212 > 0,

oo

asi que {T'x, };_, no puede contener una subsucesion convergente. Como ||x,|| = 1 (n € N), esto contradice la

compacidad de T. g

Definicion 5.2 Supongamos que T es un operador lineal acotado 'y que A € 6, (T ). Si Ny (L) tiene dimension
finita n, se dice que A es un valor propio de multiplicidad finita n. Si Ny (A) es de dimension infinita, se dice que
A tiene multiplicidad infinita. Si A no es un valor propio de T, es decir, si Ny(A) = {0}, resulta conveniente

decir que A es un valor propio de multiplicidad cero.

Con esta terminologia, el Teorema 5.1 afirma que todo valor propio no nulo de un operador compacto tiene
multiplicidad finita. Este resultado no es siempre titil, ya que hay operadores compactos T’ con 6,(7) = 0.

Todo operador compacto normal tiene al menos un valor propio. Este resultado se apoya en el siguiente:

Teorema 5.3 Si T es un operador compacto y A es un valor propio aproximado no nulo de T, entonces

A€ oy(T).

DEMOSTRACION. Por hipétesis, existe una sucesién de vectores {x,};_, tales que ||x,|| =1 (n € N) y
1Tx, — Axy]| 'H—;O. Ya que T es compacto, pasando a una subsucesion en caso necesario podemos suponer
que {Tx,};_, converge a un cierto vector u € H. Como ||u — Ax,|| < ||u—Tx,|| + || Tx, — lxn||’H—o>QO, te-
nemos que Ax, —u Entonces Tu = limy,—,e T (Ax,) = Alim,_, Tx,, = Au. Finalmente, puesto que ||u|| =

im0 || A5 || = |A| > 0, u es un vector propio. O

Lema 5.4 Todo operador compacto autoadjunto S tiene un autovalor A tal que || = ||S||.

DEMOSTRACION. Si § = O entonces A = 0 es un valor propio. Si § # O entonces, por el Teorema 4.13, S

tiene un valor propio aproximado A tal que |A| = ||S|| > 0, y basta aplicar el Teorema 5.3. O

Teorema 5.5 Cualquier operador compacto normal T tiene al menos un valor propio. Siempre existe un valor

propio A tal que |A| = ||T||.
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DEMOSTRACION. Sea T un operador compacto normal. Dado que ||T*x,, — T*x,|| = || T* (2 — x4) || = || T (X —
Xn) || = | Txm — Txy|| (m,n € N), resulta evidente que T* es, a su vez, compacto (de hecho, este es el contenido
del teorema de Schauder), y que, por tanto, los operadores autoadjuntos A y B que dan la forma cartesia-
naT =A+iB de T también lo son. Por el Lema 5.4, existe un escalar real « tal que el subespacio propio
N = Ny(a) es no nulo. Como T es normal, AB = BA, asi que N es invariante bajo B (Teorema 4.6). Sea
R = By la restriccién de B a N; R es autoadjunto en N. En virtud del Lema 5.4, existen un escalar 8 y un
vector x € N \ {0} tales que Rx = fBx, esto es, Bx = Bx. La definicién de N entrafia que Ax = otx, y consecuen-
temente Tx = Ax+iBx = (ot +if8)x = Ax, donde A = ¢ +if. Asi, A € 0,(T).

Ahora, por la Proposicién 4.3, T*x = Ax; sigue que T*Tx = |A|%x, o bien ||Tx||> = |4|?||x||, obligando a

que sea ||7|| < |A|. Como también | T|| > |4 | (Proposicién 4.2), necesariamente |A| = || T|. O

5.2. El teorema espectral

A lo largo de esta seccién, T designard un operador compacto normal fijo.

Teorema 5.6 (Teorema espectral) Los subespacios propios de T forman una familia total. Esto es, si x L

Nr (L) para todo escalar A, necesariamente x = 0.

DEMOSTRACION. Sea M = |J; g Nr(A), y sea N = M. Se trata de demostrar que N = {0}.

Como todo Ny (1) reduce a T* (Teorema 4.8), T*(M) C My T(M) C M. Entonces T(N) CNy T*(N) CN,
asique Nreducea T.

Razonando por contradiccién, supongamos que N # {0}, y sea R = Ty Entonces R es un operador normal
en N; probaremos que R es un operador compacto en el espacio de Hilbert N. En efecto, si {x,};r  C Ny
|| x|l <1,1asucesion {Rx, }5_,, dada por Rx, = Tx, (n € N), contiene una subsucesioén {Rx,, };_,, convergente
aun cierto u € H. Como N es cerrado, u € N.

Por consiguiente, R es un operador compacto normal en el espacio de Hilbert N # {0}. En virtud del
Teorema 5.5, existen un vector no nulo x € N y un escalar u tales que Rx = ux, esto es, Tx = tx. Entonces

x € Nr(1) C M; pero x € N = M+, por lo que x = 0, una contradiccién. O

Sea P(u) = Pr(u) el proyector de recorrido Ny (). El resultado siguiente es, esencialmente, una aplica-

cion del teorema espectral.

Teorema 5.7 Las siguientes condiciones sobre un operador S son equivalentes:
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(i) ST =TS.

(ii) Los w-espacios de T son invariantes bajo S.
(iii) ST* =T*S.

(iv) Los p-espacios de T reducen a S.

(v) SP(u) = P(u)S para todo escalar [

DEMOSTRACION. Por el Teorema 4.6, (i) implica (ii).

Para ver que (ii) implica (iii), observamos que los p-espacios de 7* también son invariantes bajo S, toda
vez que N7+ (1) = Nr(ft) (Teorema 4.8). Puesto que, por el teorema espectral, forman una familia total, del
Teorema 4.10 se concluye que ST* = T*S.

Probaremos a continuacion que (iii) implica (iv). Los p-espacios de T* son invariantes bajo S, por el
Teorema 4.6. Equivalentemente, también lo son los p-espacios de T (Teorema 4.8). Como S*T = T'S*, los
u-espacios de T son asimismo invariantes bajo S* (Teorema 4.10).

La equivalencia de (iv) y (v) es conocida.

Por tltimo, (iv) implica (i), en virtud del Teorema 4.10 y el teorema espectral. O

Los diferentes valores propios de T se pueden disponer en sucesion (finita o infinita).

Teorema 5.8 Para todo € > 0, el anillo circular € < |A| < ||T|| contiene a lo sumo un niimero finito de valores

propios distintos de T. Todo valor propio de T estd situado en el circulo |A| < ||T||; es decir, Ny (1) = {0}

siempre que |A| > ||T|.

DEMOSTRACION. Si {1 es un valor propio de 7 entonces, como se demostré en la Proposicién 4.2, |u| < ||T||;
esto no requiere condiciones particulares sobre 7.

Dado € > 0 supongamos, para alcanzar una contradiccién, que existe una sucesién infinita {1}, de
valores propios distintos de T tales que € < |u,| < ||T|| (n € N). Pasando a una subsucesién en caso necesario,
podemos suponer que {1, }_, converge a i, donde € < |u| < ||T||. Sea Tx, = UnXn, ||xx]| =1 (n € N). Vol-
viendo a pasar a una subsucesion si fuese necesario, la compacidad de T’ permite suponer que 7'x, 2y para

algtn y € H. Por tanto, ix, —y; como i, ' — !
n—o0 n—yoo

, necesariamente X, = L, ' (Uyx,) — u~ 'y, de donde
n—soe0
[l — x| mﬁwo. Pero esto es imposible porque ||x,, — x,||> = 2 siempre que m,n € N, m # n, toda vez que

la sucesion {x, };~_, es ortonormal (Teorema 4.8). O

Consideramos ahora un caso particular.
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Teorema 5.9 Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) T es de rango finito.
(ii) T tiene solamente un niimero finito de valores propios distintos Uy, ..., Up.

Ental caso, T =Y _ | P ().

DEMOSTRACION. Estableceremos la doble implicacion. Para ver que (i) implica (ii) supongamos, por el con-
trario, que existe una sucesién infinita {4 }7>_, de valores propios distintos. Sea T'x; = tyxy, [|x¢|| =1 (k € N).
La sucesion {x;}7>_; es ortonormal (Teorema 4.8), y por lo tanto linealmente independiente. Como sélo puede
ser nulo uno de los t a lo sumo, para los restantes k se tiene x; = T' (U, x;) € Z(T), impidiendo que la
dimension de Z(T) sea finita.

Para ver que (ii) implica (i), sea N el subespacio vectorial generado por Ny (), ...,Ny(l,). Evidentemen-
te, N es el conjunto de los vectores x de la forma x = Y}, yk, con yx € Np (i) (k€ N, 1 <k <n). Ya que los
subespacios propios son mutuamente ortogonales, podemos escribir N = Ny (1) B ... ® Ny (Uy).

Veamos que N = H. Como la suma ortogonal de dos subespacios cerrados de un espacio de Hilbert es

también cerrada, encontramos que N es cerrado; asi pues, serd suficiente mostrar que N- = {0}. A tal fin, sea

n

M = Nr ().
k=1

Obviamente, N* = M*. Pero M = {0}, como ya se probé en la demostracién del teorema espectral.
Ahora, dado un vector x € H tenemos x = Y}, y, con yx € Nr(t) (k € N). Si j,k € N, j # k, enton-

ces yx € Nr(u;)*, de donde P(u;)yx = 0; se sigue que P(p;)x = Xr_, P(;)yx = yj, luego x = Y5_ v =
Y i1 P(t)x. Esto demuestra que Yi_, P(1) = 1. Ademds,

Tx=Y Tw=Y tye=Y mP(i)x,
k=1 k=1 k=1

de modo que T =Y} _ | P (Ux). O

Obsérvese que en el Teorema 5.9, si T es inyectivo entonces H ha de tener dimension finita.
En adelante supondremos que T no es de rango finito, es decir, que 7 posee infinitos valores propios

distintos.

Teorema 5.10 Suponiendo que el operador T no es de rango finito,
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(i) los distintos valores propios del operador T se pueden disponer en una sucesion infinita { W, }7_,;
(ii) podemos ordenarlos de modo que ||| > || > |U3] ...,
(iii) necesariamente U, —0.
n—oo

DEMOSTRACION. Para todo n € N, sea A, el conjunto (posiblemente vacio) de los valores propios p de T
tales que 1/n < |u| < ||T||. Por el Teorema 5.8, cada A, contiene a lo sumo un nimero finito de autovalores
distintos, y todo valor propio no nulo pertenece a algin A, (n € N). Como A| C A, C ..., los valores propios
no nulos se pueden disponer en sucesién, colocando en primer lugar los de Aj, luego los de A; \ Ay, y asi
sucesivamente. Esto prueba (i).

La parte (ii) es inmediata a partir de la demostracién de (i). Obsérvese, incidentalmente, que || = ||T|
(Teorema 5.5).

Por dltimo, supongamos que {A,};"_; es una sucesién arbitaria de valores propios distintos de 7. Dado

cualquier € > 0, en virtud del Teorema 5.8,

An| > € para un nimero finito de indices n € N, a lo sumo, por lo

que existe N € N tal que |A,| < € siempre que n > N. En consecuencia A, —> 0, y queda probado (iii). 0
n—soo

En adelante, {1 };_, designard la sucesién de valores propios distintos no nulos de 7', enumerados como en
el Teorema 5.10; Py ) denotard el proyector cuyo rango es el subespacio propio Ny (L), y P(0) el proyector

cuyo rango es el nicleo de . El préximo resultado demostrard que T =Y, txP(1 ), en un sentido adecuado.

Lema 5.11 Si {Ni};?_, denota una sucesion de subespacios cerrados de H, ortogonales dos a dos, entonces

son equivalentes las condiciones que siguen:
(i) La familia {N;};_, es total.
(ii) El menor subespacio cerrado que contiene a {Ny.}7._, es el propio H.

(iii) Todo x € H se puede expresar univocamente en la formax =Yy, xy, conx;y € Ny (ke N)y Y7, ||xk||2 < oo,

DEMOSTRACION. Sea

M=JN.
k=1

Sabemos que N = M+~ es el menor subespacio cerrado que contiene a {N}7;. Como N+t =m-H =pmt
encontramos que N = H si, y sélo si, M+ = {0}. Esto demuestra la equivalencia entre (i) y (ii).

A fin de simplificar la exposicion, en el resto de la prueba denotaremos por P el proyector con rango Ny

(keN).
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Para ver que (i) implica (iii), supongamos en primer lugar que x; € Ny (k € N) y Y5, |lx¢|*> < . Entonces
se puede construir el vector x = }.i; xx = lim, e Y 7 Xx. Como Pjxy = 0 si k,j € N, k # j, resulta que
P; (Li_, xx) = x; siempre que n, j € N, n > j, de donde Pjx = lim,, ;o Pj (Y _; X¢) = X;.

A continuacién, dado cualquier x € H definimos x; = Px (k € N). Entonces 0, = Y;_, Px (n € N) es
una proyeccién; como los x; (k € N) son mutuamente ortogonales, Y7, [|x]|> = |4, x> = || X7_, Pex]|* =
1Qux]|* < ||x]12, por lo que ¥, [lxx]|> < eo. Ahora formamos el vectory = ¥, x;. Paratodo j € N, Pjy = x; =
Pjx, es decir, Pj(y—x) =0,de donde y—x € N IL Como los N; (j € N) forman un conjunto total, necesariamente
y—x=0,yasix=y=Y x. Yaquex; =P; (¥, x) (j € N), launicidad de esta representacién es evidente.

Establezcamos, por tltimo, que (iii) implica (i). Supongamos que x € N ]J- (j € N). Por (iii) podemos poner

x=Yp | X, conx; € Ng (k€ N). Como x GN;-, se tiene 0 = Pix =x; (j € N), asi que x =0. O

Definicion 5.12 En las condiciones del Lema 5.11, escribimos

Mis en general, sea {N;};7; una sucesién de subespacios vectoriales cerrados, y sea N el menor subespacio
cerrado que contiene a todos los Ny (k € N). Si x € N (k € N), entonces x € N*. En efecto, dado x € N*
(k € N), denotamos por M el subespacio cerrado generado por x; se tiene M C N,ﬁ- (ke N),estoes, Ny C M L
(k € N), de donde N C M™*, o bien M C N*; en particular, x € N*. Se sigue que {Ni}7_, constituye una
familia total de subespacios en el espacio de Hilbert N. Si, ademds, N; L N (j,k € N, j # k), resulta que

N = @;_, Ny en el sentido de la Definicién 5.12. Es claro que @y Ny = N1 & Dy—p Ni..

Teorema 5.13 Si { .}, es una sucesion de valores propios no nulos distintos de T, entonces:
(i) H=Nr(0) @@= Nr () = N+ (0) & iy Nr- ()

(ii) Ny (0) = N7+(0) es el niicleo de T y de T*, y
Z(T) = Z(T*) = P Nr () = P Nr():
k=1

(i) |7~ Xy meP()l] — 0y |7~ iy TP ()] —0.

DEMOSTRACION. La parte (i) resulta del del Teorema 4.8, del teorema espectral (Teorema 5.6) y del Lema

5.11.
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Para probar (ii), sea N = @, Nr (). A partir de (i) es evidente que N = N7 (0) = N7+ (0)*, de forma
que N=2(T*)=2%(T).
Por dltimo, dado x € H tenemos que x = P(0)x+ Y7 | P(U)x, de acuerdo con el Lema 5.11. Entonces,

Tx=0+Y; | meP(te)x = limy e Yp ) P (i )x. Como i k—) 0, necesariamente
—o0

Z P () || —0.

El resto de la tesis (iii) sigue del hecho de que un operador y su adjunto tienen la misma norma. O

Corolario 5.14 Si T es un operador compacto normal, existe una sucesion {T,};_, de operadores de rango
finito tales que ||T — T,|| — 0.

n—yoo
Corolario 5.15 En las condiciones del Teorema 5.13, dado un vector y € %(T) existe el desarrollo y =

Y1 Yk donde los {yx}7_, son mutuamente ortogonales, ¥y, |[vk||* < oo, y Tyk = vk (k € N).

Corolario 5.16 Para cada operador compacto normal T en un espacio de Hilbert de dimension infinita H
existen una sucesion ortonormal {e,};;_, que constituye una base de Z(T), y una sucesion {li,};_, formada
por autovalores no nulos de T, donde cada valor propio no nulo A se repite un niimero finito de veces igual a

la dimension de Ny (L), tales que todo x € H admite una vinica representacion de la forma

-
= ernen,

conTv=0,y

Tx = i Un{x,en)e,

n=1

El resultado anterior permite dar la siguiente representacion de cualquier operador compacto.

Corolario 5.17 Sea H un espacio de Hilbert de dimension infinita y sea T un operador lineal acotado sobre

H. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) El operador T es compacto.

(ii) Existe un conjunto numerable {A,};_, de escalares positivos cuyo iinico punto de acumulacion es el

cero, y conjuntos ortonormales {e,};_, {un};_, en H, tales que

Tx = iﬁw(x,enﬁtn (x€eH).
n=1
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DEMOSTRACION. Veamos en primer lugar que (i) implica (ii). El operador S = T*T es compacto y autoad-
junto, y ademds

(Sx,x) = (Tx,Tx) (x e H), ()

por lo que 6,,(S) C [0, |S]|]. En virtud del Corolario 5.16, existen un conjunto ortonormal numerable {e,};_;

que es base de Z(S) y una sucesién {1, }>_, de escalares positivos, tales que

oo oo

x=v+ Z(x,en>en, Sx = Z/,Ln(x,e,,>e,, (x€H),

n=1 n=1
con Sv = 0. Nétese que (2) implica A4 (S) = 4(T). Entonces

=

Tx = Z <X,en>Ten = Z ,url/2<.x7en> (.uVrz_l/zTen) == Z ,uvrl/z<.x76n>una

n=1 n=1 n=1
—1/2 o o
donde u, = U, Te, (n € N). Resta comprobar que {u,};_; es una familia ortonormal. Pero, en efecto:

X | AN .
(jue) = =5 {Tej Tex) = —m—(Sejrer) = | 7= ) (ejer)  (J,keN).
Moy LT M

Veamos ahora que (ii) implica (i). Sea T el operador definido por

oo

Tx= ZM<X7€n>Mn (xeH),

n=1

donde {A,};_; es un conjunto de escalares positivos con el cero como tnico punto de acumulacién, y sean
{en}_;, {un};r_, conjuntos ortonormales. Queremos ver que T es compacto. La sucesién {4}, estd acota-
da, ya que

| = [ 2ten| = [ Tenl| < [T Nlenll = [IT] (n€N).

Ast, dado € > 0 el conjunto {n € N : |4,| > €} es finito, y por lo tanto lim, . A, = 0. Seax € H, ||x|| < 1. Para

cada n € N se cumple que

. 12
:{ )y )“k|2|<x7€k>|2} < sup |l|—0.

k=n+1 k>n+1

n
Tx— Z i (x, e uy
k=1

Al ser limite en la norma de operadores de una sucesién de operadores de rango finito, 7 es compacto. g
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5.3. Aplicaciones: alternativa de Fredholm

La alternativa de Fredholm es uno de los teoremas mds importantes en matemadtica aplicada. Proporciona

un criterio para la existencia de soluciones de ecuaciones que involucran operadores lineales.

Teorema 5.18 (Alternativa de Fredholm) Sea T un operador compacto autoadjunto en un espacio de Hil-

bert H, y sea {e,};_, una base de Z(T) tal que T se expresa en la forma

Tx= i Wa(x,eq)en

n=1
(Corolario 5.16).

(i) Si A ¢ 6,(T)U{0} entonces para cada'y € H la ecuacion (Al —T)x =y tiene una iinica solucion, que

viene dada por la formula

_ 1 M
x=- (HE’IA—M <y,en>en>. 3)

(ii) Si A € 6,(T)\ {0} entonces la ecuacion (Al —T)x =y tiene solucion si, y sélo si, y € Nr (L)L, siendo
la solucion general, en este caso,
1 Un
X=z+--|y+ T (V,en)en | 4)
A < ng;t A— Han
donde z € Nr(A) es arbitrarioy Jy ={n e N: u, #1}.
(iii) La ecuacion Tx =y tiene solucion si, y solo si, y € N (T)* y
i |<y,en>\2¥2 < oo, )
=1 ||

En tal caso, las soluciones vienen dadas por

|
X=2z+ Z 7<yaen>ena
n=1 Hn

donde z € N (T) es arbitrario.

DEMOSTRACION. Nétese que si existe solucién a la ecuacién (A/ —T)x=y,cony € Hy A # 0, entonces ésta
cumpliria

1 1 >
X = I(Y"'Tx) =7 <y+nzlun<x»€n>en> :

OCW-ULL 2011/12 TEORIA DE OPERADORES



TEORIA ESPECTRAL 21/21

Por tanto, (x,e,) = A~ ((y,e,) + s (x,e,)), 0 sea,

(A =) {x,en) = (yen)  (nEN).

Para probar (i), sea A ¢ 6,(T) U{0}. Entonces A — 1, # 0 (n € N). La serie en (3) converge, ya que

im0 ity = 0 implica sup,,c |4n /(A — ty)| < oo, con lo cual

2
| (v en)* < oo.

o

)}

n=1

Hn
A= iy
Es claro que x, expresada por la serie (3), es la dnica solucién de la ecuacién (A1 —T)x = y.

Para probar (ii), sea ahora A € 6,(T) \ {0}. Si la ecuacién (Al — T)x =y tiene solucién entonces y €
R(A—T) C Nr(A)*, ya que T es autoadjunto. Reciprocamente, si y € Ny (1)* se comprueba que el vector
(4), donde z € Nr(A) es arbitrario y J;, = {n € N : u, # A}, satisface la ecuacién (A —T)x = y.

Por ultimo, para establecer (iii) observamos que si la ecuacién 7Tx = y tiene solucidn, entonces y € Z(T) C

AN (T)*. Por otro lado,
Z I»Ln<x7en>en =Tx=y= Z <y7 en>en7
n=1

n=1

de donde (x,e,) = ;' (y,e,), y

oo

1
2

y’en 7<oo.
Z|< >| ‘”n‘2

n=1

Reciprocamente, si se cumple que

=

yeN (M, Y e

— <o
=1 | |? ’

se comprueba directamente que el vector definido por (5), para z € .4 (T') arbitrario, es solucién de la ecuacién

Tx=y. U
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