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1. Introduccion

La acotacion de un operador lineal ha sido esencial en los resultados establecidos hasta ahora. Sin embar-
g0, en las principales aplicaciones de la teoria de espacios de Hilbert encontramos frecuentemente operadores
no acotados. En este tema discutiremos brevemente algunos problemas, conceptos, métodos bésicos y aplica-

ciones de la teorfa de operadores lineales no acotados.

Supondremos que H es un espacio de Hilbert y llamaremos operador en H a toda aplicacién lineal T defi-
nida en su dominio 2(T), que es un subespacio de H, con valores en H. Un operador T en H se dice no acotado
si existen una sucesién {x, } ; C H y un escalar M > 0 tales que ||x,|| < M (n € N) pero || Tx,|| e Como,
para aplicaciones lineales, acotacion equivale a continuidad, la no acotacion es equivalente a la discontinuidad
en todo punto. Por tanto, también podemos probar que un operador es no acotado encontrando una sucesion

o L o0
{xn}7_, convergente a cero, tal que la sucesién {Tx, };_, no converge a cero.

Uno de los operadores no acotados mads relevantes es el operador diferencial. Otros ejemplos importantes
surgen en la mecdnica cudntica. En las aplicaciones fisicas es natural suponer que todos los autovalores son

reales, de aqui que los operadores autoadjuntos revistan especial interés.

Si el dominio Z(A) de un operador acotado A es un subespacio propio de un espacio de Hilbert H, entonces
A puede ser extendido a un operador acotado definido sobre todo H. Mds precisamente, existe un operador
acotado B definido en H, Z(B) = H, tal que Ax = Bx (x € Z(A)) y ||A|| = ||B|| (teorema de Hahn-Banach). En
el caso de operadores no acotados, esto es imposible: por ejemplo, el dominio de un operador diferencial no
puede ser extendido a todo el espacio. Por otra parte, podriamos pensar en extender el dominio de un operador
no acotado de forma que, aunque el dominio de la extensién no sea todo H, si tenga mejores propiedades que

el dominio original. La extension de operadores no acotados es uno de los problemas principales de la teoria.

Definicion 1.1 Sean A, B operadores en un espacio vectorial E. Si 2(A) C Z(B) y Ax = Bx (x € Z(A)),

entonces se dice que B es una extension de A, y se escribe A < B.

Al efectuar las operaciones algebraicas habituales sobre operadores no acotados es necesario tener en
cuenta los respectivos dominios. Por ejemplo, el operador A + B esta definido punto a punto sobre Z(A)N
9 (B), esto es, Z(A+B) = 2(A) N 2(B). Puede suceder que Z(A) N 2(B) = {0}, en cuyo caso la suma A + B
carece de interés. Similarmente, Z(AB) = {x € Z(B) : Bx € Z(A)}.
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1.1. Operadores densamente definidos y adjuntos

Definicién 1.2 Un operador A definido en un espacio normado E se dice densamente definido si su dominio

es un subconjunto denso de E, esto es, 2(A) = E.

El operador diferencial D = d/dx es densamente definido en L?(R), porque el espacio de las funciones

derivables con cuadrado integrable es denso en L*(R).

Definicion 1.3 Sea A un operador densamente definido en un espacio de Hilbert H. Denotamos por 2(A*) el
conjunto de todos los 'y € H tales que (Ax,y) es un funcional lineal continuo sobre Z(A). El adjunto A* de A
es el operador dado por

(Ax,y) = (x,A"y) (xe2(A), ye 2(A")).
En la definicién anterior, A debe ser densamente definido para asegurar que A* estd bien definido.
Teorema 1.4 Sean A, B operadores densamente definidos en el espacio de Hilbert H.
(i) Si A < B, entonces B* < A*.

(ii) Si 9(B*) es denso en H, entonces B < B**.

DEMOSTRACION. Notemos en primer lugar que A < B implica

(Ax,y) = (x,B"y)  (x€ Z(A),ye Z(B")).

Por otra parte,

(Ax,y) = (x,A%)  (x€ Z(A), y € Z(AY)).

Comparando las dos expresiones anteriores concluimos que Z(B*) C Z(A*) y A*y = B*y (y € 2(B*)). Esto
demuestra (i).

Para probar (ii), reescribimos la condicién

(Bx,y) = (x,B"y)  (x€ Z(B),ye Z(B"))

en la forma

(By,x) = (v,Bx)  (y€ Z(B"), x€ Z(B)).
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Ya que 2(B*) es denso en H, existe B** y

(By,x) = (»,B"x)  (y€ Z(B"), x€ Z(B")).

Las dos tltimas igualdades entrafian que Z(B) C Z(B**) y Bx = B**x (x € 2(B)), completando la prueba. [J

Teorema 1.5 Si A es un operador inyectivo densamente definido en un espacio de Hilbert H con inverso A~

densamente definido, entonces A* es inyectivo y (A*)~! = (A~1)*,

DEMOSTRACION. Sea y € Z(A*). Entonces para cada x € Z(A~") tenemos A~'x € Z(A) y, por tanto,

(A7'x,A%y) = (AA " x,y) = (x,)).

Esto significa que A*y € 2((A~1)*), y que

A ) Ay =AY y=y. (1)

A continuacién, seay € Z((A~!)*). Para cada x € Z(A) tenemos Ax € Z(A~1). Luego,

(Ax, (A7) = (A7 Ax,y) = (x,).

Esto muestra que (A~1)*y € 2(A*), y que

A AT y=(@A"A)y=y. )

La conclusién deseada sigue ya de (1) y (2). Il

Teorema 1.6 Si A, By AB son operadores densamente definidos en H, entonces B*'A* < (AB)*.

DEMOSTRACION. Supongamos que x € Z(AB) y que y € Z(B*A*). Puesto que x € Z(B) y A*y € Z(B*),
sigue que

(Bx,A"y) = (x,B"A"y).
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Por otra parte, como Bx € Z(A) e y € Z(A*), tenemos
(ABx,y) = (Bx,A"y).

Consiguientemente,

(ABx,y) = (x,B"A"y).

La arbitrariedad de x € Z(AB) permite inferir que y € Z((AB)*), y que (B*A*)y = (AB)*y. O

1.2. Operadores simétricos y autoadjuntos

Definicion 1.7 Sea A un operador densamente definido en un espacio de Hilbert H. Se dice que A es autoad-

junto si A = A*, esto es, si D(A*) = D(A) y Ax =A%x (x € 2(A)).

Un operador acotado A densamente definido en H tiene una tnica extensién a un operador acotado en H,
y tanto su dominio como el de su adjunto es todo H. En el caso de operadores no acotados la situacién es
mas compleja: puede ocurrir que un operador A densamente definido tenga un adjunto A* tal que Ax = A*x
(x € Z(A)NP(A*)) pero D(A) # Z(A*), y por tanto A no sea autoadjunto. En el caso de operadores no

acotados parece razonable relajar las condiciones de la Definicion 1.7 en los siguientes términos.

Definicion 1.8 Un operador A densamente definido en un espacio de Hilbert H se dice simétrico si (Ax,y) =
(x,Ay) (x,y € 2(4)).

Para operadores acotados en un espacio de Hilbert, los conceptos «simétrico» y «autoadjunto» son equi-
valentes. En general, todo operador autoadjunto es simétrico pero, como mostraremos a continuacion, un
operador simétrico no tiene por qué ser autoadjunto. Nuestro primer ejemplo es el de un operador autoadjunto

no acotado.

Ejemplo 1.9 En H = (? se considera el operador A, definido mediante
x(n) o 2
(Ax)(n) = . (x={x(n)}y_, €*, neN).

Este operador es inyectivo y autoadjunto. El subespacio %#(A) = 9 (A_l) es denso en H y consiste en todas

las sucesiones y = {y(n)}>_, € {* tales que

Y ()P <o
n=1

OCW-ULL 2011/12 TEORIA DE OPERADORES



OPERADORES NO ACOTADOS 5/17

El inverso A~! estd definido por
(A7'y)(n)=ny(n)  (ye2(A"),neN).

Claramente, A~" es un operador no acotado. En efecto, considerando la sucesion {ek};":l de vectores unita-

rios candnicos encontramos que |lex|» =1 (k€ N) y
1A exll2 = llkex |2 = k-—> oo
k—yo0

En virtud del Teorema 1.5, (A~')* = (A*)"! = A, asi que A~ es autoadjunto.

Ejemplo 1.10 Consideremos el operador A = id /dt, con dominio
P(A) = {f € L*[a,b] : f es continuay f(a) = f(b) =0}.
Entonces

arg = [iwgoa

- R b
if 0)e(®) ~if (@s(a) — | if (O5'0) i

N .ébf(f)w dt=(f,Ag)  (f.8€2(A)).

Esto demuestra que A es simétrico. Por otra parte, (A*) # ZD(A), ya que, fijada f € P(A), la igualdad
(Af,g) = (f,Ag) se verifica para funciones g que no satisfacen la condicion g(a) = g(b) =0y, por consi-

guiente, no estdn en el dominio de A. Asi, A no es autoadjunto.
Nos disponemos a dar una caracterizaciéon muy simple de los operadores simétricos.

Proposicion 1.11 Un operador A densamente definido en un espacio de Hilbert H es simétrico si, y solo si,

A< A"

DEMOSTRACION. Supongamos que A < A*. Como
(Ax,y) = (x,A"y) (xe2(A), ye 2(AY)), 3)

necesariamente

(Ax,y) = (xAy)  (xy € 2(A)), @
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y por lo tanto A es simétrico.

Reciprocamente, si A es simétrico entonces se verifican (3) y (4), lo que implica A < A*. 0

1.3. Operadores cerrados

El concepto de operador cerrado es, en cierto sentido, una versién débil de la acotacidn.
Recordemos que el grafo de un operador definido sobre Z(A) C E con rango #Z(A) C F, donde E, F son
espacios vectoriales, es el conjunto 4(A) = {(x,Ax) : x € 2(A)}. El grafo del operador A : Z(A) — Z(A) es,

por tanto, un subconjunto del producto cartesiano E x F. Nétese que si A < B, entonces 4 (A) C 4(B).

Definicion 1.12 Un operador A de un espacio normado E en un espacio normado F se dice cerrado si su

grafo 9(A) es un subespacio cerrado de E X F, esto es, x, € D(A), x,—>xy Ax, —>y implica Ax = y.
n—soo n—soo

Obsérvese que el dominio Z(A) de un operador cerrado A en H no tiene por qué ser cerrado. De hecho,
por el teorema del grafo cerrado, no puede serlo a menos que A sea acotado; en particular, si A es no acotado

entonces Z(A) ¢ H.
Proposicion 1.13 El inverso de un operador cerrado es cerrado.

DEMOSTRACION. Si 4 (A) = {(x,Ax) : x € Z(A)} es cerrado en E X F entonces, obviamente,
G(AY) = {(Ax,x) :x€ 2(A)}

es también cerrado en F X E. O

Proposicion 1.14 Si A es un operador densamente definido en un espacio de Hilbert H, entonces A* es cerra-

do.

DEMOSTRACION. Suponiendo que {y,};_; € Z(A*), y» —>y, y A"y, —>z, para cada x € Z(A) tenemos
n—soo n—soo
(Ax,y) = lim (Ax,y,) = lim (v,A%y,) = (5,2)

Por tanto, y € Z(A*) y A*y =z O
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Teorema 1.15 Sea A un operador cerrado densamente definido en un espacio de Hilbert H.
(i) Dados u,v € H, existe un tinico par de vectores x € D(A), y € P*(A) tales que Ax+y=uyx—A*y=v.

(ii) Para cualquier v € H existe un iinico x € P(A*A) tal que A*Ax+x =v.

DEMOSTRACION. Consideremos el espacio de Hilbert K = H x H, con el producto escalar

<(xay)7(uvv)> = <x7u> + <y7V> (x,y,u7v € H)

Como A es cerrado, ¥ (A) es un subespacio cerrado de K; por tanto, K = % (A) &% (A)*. Ahora bien, (z,y) €
G(A)* si, y solo si, ((x,Ax),(z,y)) =0 (x € Z(A)), o, equivalentemente, (x,z) + (Ax,y) =0 (x € Z(A)).
Asi, (z,y) € 9(A)* si, y s6lo si, (Ax,y) = (x,—z) (x € Z(A)), esto es, si, y s6lo si, y € Z(A*) y z = —A*y.
Consecuentemente, si (v,u) € K existe un tnico par de vectores x € Z(A),y € Z*(A) tales que (v,u) = (x,Ax) +
(—A*y,y), lo que completa la demostracién de (i).

Para establecer (ii), tomamos u = 0 en (i). Entonces existe un tnico par de vectores x € Z(A), y € *(A)

talesque Ax+y=0yx—A*y=v, esto es, x —A*(—Ax) = v, o bien A*Ax+x = v. O

Es deseable que un operador sea cerrado. Si no lo es, ;podriamos extenderlo a un operador cerrado? El

resultado siguiente muestra que para operadores simétricos la respuesta es siempre afirmativa.

Teorema 1.16 Si A es un operador simétrico densamente definido en un espacio de Hilbert H, existe un

operador simétrico cerrado B tal que A < B.

DEMOSTRACION. Comenzamos definiendo el dominio de B: Z(B) sera el conjunto de todos los x € H para

los que existen {x,}> ; C Z(A) e y € H tales que x, —x y Ax, — . Es fécil comprobar que Z(B) es un
n—oo n—oo

espacio vectorial y que Z(A) C Z(B). El operador B se define como sigue:

Bx = lim Ax, (x € 2(B)), Q)]

n—oo

donde {x,};"_; C Z(A) es tal que x, — x y existe el limite 1im,, .. Ax,.
n—oo
En primer lugar, hemos de comprobar que (5) define efectivamente un operador, esto es, que para cada

x € Z(B) el valor Bx no depende de la sucesién particular {x,})_,. Supongamos que

‘xn ‘x7 A'xn y?
n—soo n—soo

TEORIA DE OPERADORES OCW-ULL 2011/12
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In — X, Az, —w.
n—oo n—oo
Por la simetria de A tenemos
(u,Axy — Azy) = (u,A(xy — 2)) = (Au, X — 20) (ue 2(4)). (6)

Como el producto interior es continuo, (6) implica

(u,y —w) = (Au,x —x) = 0;

en otras palabras, y —w € Z(A)*. Ya que Z(A) es denso en H, concluimos que y = w. Por tanto, B es un
operador bien definido sobre H.
Seax € Z(A). Sien (5) ponemos x, = x (n € N), obtenemos Ax = Bx. Asi, A < B.

Supongamos ahora que x,y € Z(B). Existen sucesiones {x, };_, {y»};r_, de elementos de Z(A) tales que

Xy — X, Ax, — Bx,
n—soo n—soo
Yn——=Y, Ay, — By.
n—yoo Nn—yo0

Puesto que A es simétrico, (Axy,y,) = (X4, Ay,) (n € N); haciendo n — e encontramos que (Bx,y) = (x, By).
Consecuentemente, B es simétrico.
Finalmente, para demostrar que B es cerrado, tomamos una sucesién arbitraria {x, }»_; en Z(B) tal que

WX, By @

para ciertos x,y € H, y probaremos que x € Z(B), con Bx = y. Por la definicién de 2 (B), para cada m € N
existe y,, € Z(B) tal que

1 1
([ = ymll < —, (| Bxm — Aym|| < —.
m m

Ahora, (7) obliga a que y,, —> x, Ay, —> y. Pero esto significa que x € 2(B) y Bx =y, completando la prue-
m—soo m—soo

ba. O

Concluimos esta seccidn con una observacion interesante. Sea A un operador cerrado en un espacio de
Hilbert H; sabemos que A no es necesariamente acotado. Sin embargo, siempre es posible redefinir el producto

interior en Z(A) para convertirlo en un espacio de Hilbert y hacer de A un operador acotado sobre Z(A). A tal

OCW-ULL 2011/12 TEORIA DE OPERADORES
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fin, basta escribir

[xy] = () +{AxAy)  (x,y € Z(A)),

donde (-,-) denota el producto interior de H.

2. Operadores no acotados en mecanica cuantica

La mecdnica cudntica es parte de la teoria cudntica, iniciada en 1900 cuando Max Planck anuncié su
concepto revolucionario de cuanto. Este evento decisivo estd generalmente aceptado como el punto divisorio
entre la fisica clasica y la fisica moderna o cudntica, surgida ante la necesidad de crear teorias que explicasen
multiples descubrimientos nuevos (los rayos X, el electrén, la radiactividad...)

La mecdnica cudntica impulsé en gran medida el desarrollo de la teoria de espacios de Hilbert, particular-
mente en conexion con los operadores no acotados autoadjuntos. A continuacién expondremos algunas de las
principales razones para ello y discutiremos el papel de los operadores no acotados en la mecénica cudntica.

Comenzamos con el sistema fisico formado por una tnica particula y una dimensién. En este caso hemos
de considerar el espacio de Hilbert L?(R), cuyos elementos, siguiendo la notacién habitual en fisica, represen-
taremos mediante letras griegas (¥, @, ...) y denominaremos estados, y operadores autoadjuntos 7, Q, D, ...,
llamados observables, cuyos dominios y rangos estédn en L?(R). El producto interior (T, ) es una integral
que puede ser interpretada en términos probabilisticos, donde y ayuda a definir una densidad de probabilidad.
Este producto interior puede ser considerado un promedio, en tanto que caracteriza el valor medio del observa-
ble T que cabe esperar en la préctica si el sistema fisico estd en el estado y. Los observables mds importantes
de esta teorfa son el operador posicion Q, definido por y(q) — qy(q), y el operador momento D, definido por
y(q) — (h/2mi)dy/dq. Estos operadores no conmutan, lo que conduce al famoso principio de incertidumbre

de Heisenberg.

2.1. Ideas basicas: estados, operador posicion, observables

Consideramos el sistema fisico formado por una tnica particula y una sola dimensién, R, en un instante
de tiempo arbitrario pero fijo; esto es, el tiempo se considera como un pardmetro que mantenemos constante.
2.1.1. Estados

En mecanica clasica, el estado de nuestro sistema en un instante determinado se describe mediante un

par de ntimeros que dan la posicién y la velocidad de la particula. Sin embargo, en mecdanica cudntica el

TEORIA DE OPERADORES OCW-ULL 2011/12
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estado del sistema viene descrito por una funcién y de la variable real g a valores complejos, que suponemos
perteneciente a L>(R). Esta hipétesis viene sugerida en buena medida por la interpretacién fisica de v, funcién
que estd relacionada con la probabilidad de que una particula se encuentre en un determinado conjunto J C RR;

mds precisamente, tal probabilidad es

/Jlllf(q)l2 dg. 8)

A J =R le deberia corresponder la probabilidad 1, esto es, queremos que la particula se encuentre en alguna

parte de la recta real. Esto obliga a la condicién de normalizacién

IB= [ w@Pdg=1.
Claramente, la integral en (8) permanece invariada si multiplicamos W por un factor complejo de médulo 1.

Nuestras consideraciones muestran que la descripcién determinista de un estado en la mecénica clasica
queda reemplazada por la descripcion probabilistica del mismo en la mecdnica cudntica. Y la situacion sugiere
que definamos un estado (de nuestro sistema fisico en un instante dado) como un elemento ¥ € L*(R), || y|» =
1; mas precisamente, como una clase de equivalencia de estos elementos, donde la relacién de equivalencia
«~» estd definida como sigue: y; ~ y, cuando y; = oy, siendo o € C, |at| = 1. Por simplicidad, denotamos

de la misma manera las clases y sus representantes.
Observamos que si ¥ € L?>(R) con ||y|» = 1, entonces y genera un subespacio unidimensional
Y={¢=By:pcC}

de L*(R). Por tanto, podriamos decir igualmente que un estado de nuestro sistema es un subespacio unidimen-

sional Y C L*(R) y usar alguna ¢ € Y con ||@||> = 1 para definir una probabilidad mediante (8).

Vemos entonces que, en (8), |w(g)|? desempeiia el papel de la densidad de una distribucién de probabilidad

en R. Por definicidn, el correspondiente valor medio o esperado es

py = [ _alv()Pdg.

la varianza de la distribucion es

oy = /700(61—uu4/)2|ll/(q)|2 dq,

OCW-ULL 2011/12 TEORIA DE OPERADORES
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y la desviacion tipica es la raiz cuadrada no negativa de la varianza,

Gw:{/ZW—HW“MQVM}W

Intuitivamente, ty, mide el valor medio o posicién central de v, y 63, su dispersion alrededor de este valor

medio.

2.1.2. Operador posicion

Advertimos ahora que podemos escribir

My (Q) = (Qy, v / Qv(q)w(q)dg,

donde el operador Q : 2(Q) — L*(R) se define mediante Qw/(q) = qy(q) (multiplicacién por la variable
independiente q). Puesto que Ly (Q) caracteriza la posicién media de la particula, Q se denomina operador
posicién. Por definicién, 2(Q) consiste en todas aquellas y € L*>(R) tales que Qv € L*(R).

Advertimos también que
03(Q) = (@~ myD*¥.w) = [ (@~ my!P¥(a)¥(g)da.

Proposicion 2.1 El operador posicion Q es un operador no acotado, densamente definido, autoadjunto y

cerrado en L*(R).

DEMOSTRACION. El dominio 2(Q) consiste en todas aquellas w € L?(R) tales que Qy € L*(R), esto es,

tales que

[ alwta)P dr <.

Esto implica que 2(Q) & L*(R): por ejemplo, la funcién

1/q, g>1

0, g<l1

v(q) =

estden L2(R)\ 2(Q). Obviamente, Z(Q) contiene a todas aquellas funciones y € L?>(R) que se anulan fuera
de un intervalo compacto. Como el conjunto de estas funciones es denso en L?(IR), se concluye que Z(Q) es

denso en L*(R).
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A fin de probar que Q no estd acotado, para cada n € N consideramos

1, n<g<n+l1

0, en otro caso.

Claramente, ||yl =1y

5 n+1 5 5
IIQ%||2=/ q°dq>n".
n

Sigue que ||QWy2/]|Wnll2 > n, donde n € N puede ser elegido arbitrariamente grande. Luego, Q es no acotado.

A continuacién probaremos que Q es autoadjunto. En primer lugar, Q es simétrico, ya que

0v.0)= [ avla)o@ da= [ v(oae@ da=(v.00)  (v.9€7(Q).

La Proposicion 1.11 entrafia ahora que Q < Q*. Asi, para demostrar que Q es autoadjunto sélo necesitamos

establecer que 2(Q*) C 2(Q).

Sea, pues, @ € 2(Q*). Para cada y € 2(Q),

(Qv,0) =(y,0"9),

esto es,

| _av@e@ da= [ v @0 da.

Se desprende que

| wia) [0t~ @ 0)@)] da=o.

En particular, lo anterior vale para cualquier ¥ € L?>(R) que se anule fuera de un intervalo acotado arbitrario

|a,b[; una tal y estd, evidentemente, en 2(Q). Eligiendo

q9(q) — (0 9)(q), t €la,b|

0, en otro caso,

w(q) =
encontramos que
b
[ avta)- (@ 0)a)* dq—o0.

lo que obliga a que ¢@(g) = (Q*®)(g) en casi todo punto g €]a,b[. Como ]a,b| es arbitrario, se concluye que

q9(q) = (Q*9)(q) € L*(R). Consecuentemente, ¢ € 2(Q) y (Q*¢)(q) = q9(q) = (Q0)(q).
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Que Q es cerrado se infiere ahora de la Proposicion 1.14 y del hecho de que Q = O*. O

2.1.3. Observables

El estado y de un sistema fisico contiene nuestro conocimiento teérico completo del sistema, pero sélo
implicitamente, y esto plantea el problema de cémo obtener informacion a partir de ¥ sobre cantidades que
expresen propiedades del sistema susceptibles de ser observadas experimentalmente. Una cualquiera de estas

cantidades se llama un observable. Son observables importantes la posicion, el momento y la energia.

Acabamos de ver que, en el caso de la posicion, para resolver el problema mencionado disponemos de un
operador autoadjunto, a saber, el operador posicién Q. Esto sugiere proceder andlogamente en el caso de otros

observables, esto es, introducir operadores autoadjuntos oportunos.

En mecadnica cldsica nos preguntamos qué valores puede asumir un observable en un instante determinado.
En mecanica cudntica podemos preguntar por la probabilidad de que una medida experimental produzca un

valor del observable que caiga en un cierto intervalo.

Esta discusion sugiere definir un observable (de nuestro sistema fisico en un instante determinado) como
un operador autoadjunto 7 : 2(T) — L*(R), donde Z(T) es denso en L*(R). Andlogamente a como hicimos

con el operador de posicién, podemos definir el valor medio py(T) por

y(T) = (Ty,y) = /_ sz(q)qu, )

la varianza GVZ,(T) por

oo

o3 (1) = (T~ wyDPww) = [ (T~ mI Pw(@)¥(a)da.

—oo

y la desviacion tipica 6y (T) como la rafz cuadrada positiva de la varianza,

oy (T) = {/’Z(T—uwozw(q)w(q)dq}l/z.

El valor iy, (T) caracteriza el promedio del observable 7' que cabe esperar experimentalmente si el sistema

estd en el estado Y, mientras que la varianza GVZ,(T) caracteriza la variabilidad o dispersién de los valores del

observable alrededor de su valor medio.
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2.2. Operador momento

Consideramos el mismo sistema fisico que en la seccién anterior, donde introdujimos y motivamos el
operador posicion
Q: 2(0) — L*(R)
vy = qVy.

Otro observable muy importante es el momento p. El correspondiente operador momento es

D: 2(D) — L[*R)

v

donde & denota la constante de Planck (una constante universal de la naturaleza, cuyo valor es & = 6,626 - 10734
julios - segundo). El dominio 2(D) es el subespacio formado por todas aquellas funciones y € L?(R) que son

absolutamente continuas en cada intervalo compacto de R y satisfacen Dy € L*(R).

Recordemos que una funcién f : [a,b] — C se dice absolutamente continua en [a,b] si dado € > 0, existe
0 > 0 tal que para cualquier coleccién finita de subintervalos abiertos disjuntos |ay,b][,...,|an, by de [a,b] de
longitud total menor que §, se tiene Yj_ | f(b;) — f(a;)| < €. Si f es absolutamente continua en [a, b] entonces

es derivable en casi todo punto de [a,b], con derivada integrable en dicho intervalo.

Proposicion 2.2 El operador momento D es un operador no acotado, densamente definido, autoadjunto y

cerrado en L*(R).

DEMOSTRACION. El dominio Z(D) consiste en todas aquellas ¥ € L?>(R) que son absolutamente continuas

en cada intervalo compacto de R, con derivada y' € L*(R).

Como Z(D) contiene a la base ortonormal obtenida de los polinomios de Hermite, se concluye que Z(D)

es denso en L*(R).

A fin de demostrar que D no estd acotado, advertimos que D es una extensién de Dy = D‘y, donde Y =
2(D)NL?[0,1] y se considera L]0, 1] como subespacio de L?(R); consecuentemente, si Dy es no acotado, D

también lo es. Probemos entonces que Dy no estd acotado. Para n € N consideramos

1 —ng, 0<g<l1/n
Wn(Q):
0, I/n<qg<l,
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cuya derivada es

, —n, 0<g<1/n
Wn(Q):
0, 1/n<g<l.
Se tiene
2 ! 2 1
= d = —
lvals= [ 1w dg= 5.
y
2 h2 ! / 2
10w = 45 | 1VA(@) dg =n

sigue que || DoWnl2/||Wull2 = (hv/3/27)n, donde n € N puede ser elegido arbitrariamente grande. Luego, Dy

es no acotado.

La demostracién de que D es autoadjunto requiere algunas herramientas de la teoria de la integral de

Lebesgue y serd omitida.

Finalmente, que D es cerrado se infiere de la Proposicion 1.14 y del hecho de que D = D*. g

2.3. Principio de incertidumbre de Heisenberg
2.3.1. Conmutadores

Sean S, T operadores autoadjuntos cualesquiera con dominios en el mismo espacio de Hilbert complejo.

El operador C = ST — T'S se llama conmutador de Sy T, y se define sobre
2(C) = 2(ST) N 2(TS).

En mecdnica cudntica, el conmutador de los operadores posicién y momento es de fundamental importancia.

Derivando directamente obtenemos

DOV(g) = Dlaw()) = o [W(a) + 4V ()] = 5:¥(a) + QDV(a).

Esto conduce a la importante relacion de conmutacion de Heisenberg

h o~
DQ—QD:%I7 (10)
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donde 7 es el operador identidad en el dominio
2(DQ - QD) = 2(DQ) N Z(QD).

Mencionamos sin demostracién que este dominio es denso en el espacio L?(R), lo cual puede comprobarse
haciendo uso de los polinomios de Hermite.

A fin de obtener el famoso principio de incertidumbre de Heisenberg, probamos primeramente:

Teorema 2.3 Sean S, T operadores autoadjuntos con dominio y rango en L*(R). Entonces C = ST — TS
satisface

lty (C)] < 20y(S)oy(T)

para cada y en el dominio de C.
DEMOSTRACION. Escribimos py = py(S), p2 = py(T),
A=S—wl, B=T—-l.

Podemos comprobar inmediatamente, por célculo directo, que C = ST — TS = AB— BA. Ya que S, T son
autoadjuntos y {1, U se definen como los productos interiores (9), estos promedios son reales, asi que A,
B son simétricos (véanse las observaciones posteriores a la Definicién 1.8). Dado y en el dominio de C, la

definicién de valor medio proporciona

1y (C) = ((AB—BA)y, y) = (ABy, y) — (BAY, y) = (By,Ay) — (Ay,By).

Los dos tltimos productos tienen el mismo valor absoluto. Por la desigualdad triangular y la de Cauchy-

Schwarz obtenemos

|y (C)] < [(By,Ay)| + (A, By)| <2|[By]2[|Av|2.

Esto prueba la tesis, puesto que, al ser B simétrico,

1Bl = (T =l Py, ¥)'? = 0y(T),

y similarmente para ||Ay/||>. O
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2.3.2. Principio de incertidumbre

Sabemos, por (10), que el conmutador de los operadores posicién y momento es C = (h/ 27ri)i Conse-

cuentemente |ty (C)| = h/2m, 1o que conduce al

Teorema 2.4 (Principio de incertidumbre de Heisenberg) Para los operadores posicion Q y momento D,

6 (D)oy(©) = ;-

Fisicamente, esta desigualdad significa que no podemos medir simultdneamente la posicién y el momento
de una particula con exactitud ilimitada. En efecto, las desviaciones tipicas oy (D), 0y(Q) caracterizan la
precision de la medida de la posicidn y el momento, respectivamente, y no podemos disminuir ambos factores
a la vez. Como % es muy pequeiia, en macrofisica #/47 es despreciable; sin embargo, no es este el caso en
fisica atémica. La situacién se comprende mejor si caemos en la cuenta de que cualquier medida de un sistema
es una perturbacién que cambia su estado, y si el sistema es pequefio (un electrén, por ejemplo), la perturbacién
es significativa. Por supuesto, cualquier medida involucra un error causado por la imprecisién del instrumento;
pero cabria imaginar que este error se puede minimizar usando métodos de medida cada vez mads refinados,
de modo que, al menos en principio, al medir simultineamente la posicién y el momento instantdneos de
una particula ambos errores se pueden hacer menores que cualquier umbral predeterminado. El principio de
incertidumbre impide tal posibilidad y establece que esta limitacion es intrinseca y no viene provocada por la
imperfeccion de los instrumentos de medida.

Mais en general, el principio de incertidumbre expresa que dos observables cualesquiera S, T cuyo con-
mutador no es el operador nulo no pueden ser medidos simultineamente con precision ilimitada, y que esta

restriccion es intrinseca.
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