TEMA 1: MODELOS DINAMICOS DISCRETOS EN ECONOMIA
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Los estudios econémicos y de finanzas son una gran fuente de modelos discretos. En este tema
introductorio presentaremos algunos modelos de primer y segundo orden recogidos en el excelente libro

[1]-
1. INTERES SIMPLE Y COMPUESTO

El interés simple es el beneficio que se obtiene de una inversién cuando los intereses producidos
durante cada periodo de tiempo que dura la inversién se deben tnicamente al capital inicial.

Es decir, si Cy es el capital que el inversionista tiene en el momento ¢t = 0,1,2,... (meses, afios, etc.),
y 7 es la ratio o tipo de interés, se tiene que

Ct+1=Ct+’l“Co, t=0,1,2,..., Cy > 0 dado
cuyas soluciones se calculan facilmente iterando
Ct :Ct,1+7’C0 :Ct,2+2’)"CO = :Co+t7’C0, t:O,].,Q,....

Con este tipo de interés, el capital invertido creceria linealmente con el tiempo. Sin embargo, en las
transacciones bancarias reales lo que se suele aplicar es el llamado interés compuesto, en el que los
intereses que se obtienen al final de cada periodo de inversiéon no se retiran sino que se reinvierten o
anaden al capital anterior.

Formalmente, en este caso

Ct+1:Ct+TCt, t=20,1,2,..., Co>0 dado
por lo que las soluciones son exponenciales pues
Cy = (1+7“)th1 = (1—&-’/‘)2075,2 == (1+7“)t00, t=0,1,2,....

Ejemplo Comparar los intereses obtenidos con interés simple o compuesto si invertimos durante cinco
anos un capital inicial de Cy = 10000€ con un tipo de interés nominal anual del 3% abonados mensualmente.
Nota: en el lenguaje bancario un tipo de interés anual ¢ abonado mensualmente significa que r =

S — Si es abonado diariamente r = — ' Eneste caso, r = _3 = 0.0025
100 x 12 100 x 365 100 x 12
Solucion:

Interés simple: Cgo = 11500€ Interés compuesto: Cgg = 11616.17€
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MODELIZACION 2

2. MODELO FRANCES DE AMORTIZACION DE PRESTAMOS

Este es el modelo que se aplica habitualmente en los préstamos e hipotecas que se contratan con los
bancos. En este modelo se supone que se presta un capital inicial Cy > 0 a comienzos del primer periodo
(o sea, cuando ¢ = 0) con un tipo de interés constante r > 0 para cada uno de los periodos considerados
(meses o dias habitualmente) y que en cada periodo el receptor del préstamo paga una cantidad fija
A > 0. Si C} es el capital pendiente de pago al principio de cada periodo t, verifica el modelo francés de
amortizacion de préstamos

C,=0Ciq +’I"C’t_17147 t=1,2,3,..., Co > 0 dado (1)

lo que es un problema de valores iniciales en diferencias de orden 1.
Para calcular su solucién general hay que recordar la férmula para calcular la suma de n términos de
una progresion geométrica

n, sixz=1,
l+z+a®+- 42" =0 n_ . (2)
, six#£1.
z—1
Asi,

C, =(1+71)C1—A=0+r)(1+7)Cis—A)— A
=(1+7)Ca—(1+A+r)A=14+7)3C3— 1+ 1 +r)+(1+7r))A=...
=1+r)'Co—(1+A+r)+@+r)?+--+(14+r)iHA

t_
ST s it

por lo que la solucién general resulta
A A
C’t:(Co—)(l—i—r)t—i—, t=0,1,2,...
r r

Esta expresion permite calcular la cuota A a pagar por el receptor del préstamo dada la cantidad inicial
Cy, el tipo de interés r y el nimero total de cuotas a pagar T', ya que para ello tiene que ocurrir que

T T
U =y 4T e a= AT

Cr=0« T (1+r)7T -1

Co. (3)

Por otra parte, de (1) se puede observar que la cantidad fija que paga el receptor del préstamo se puede

escribir como
A= Ot—l — Ct + Tct—l = At + Ita

donde A; = Cy_1 — C} se llama cuota de amortizacion, es decir, la cantidad en que disminuye la deuda
pendiente del periodo de t — 1 al ¢, e I; = rC;_1 son los intereses acumulados a lo largo del periodo ¢ por
la deuda pendiente.

Ejemplo Queremos pedir una hipoteca de 100000€ para comprar una casa. El banco nos ofrece un
interés anual del euribor' + 1% a 15 afios. Si el euribor del primer afio es el 0.5%, ;cual serd la cuota
que tendremos que pagar al banco mensualmente? ;y si la pudiéramos hacer a 25 afios? Si el segundo
ano se revisa el indice y el euribor ha subido al 2%, ;cudl sera la cuota a pagar el segundo afno?

Ayuda: En las hipotecas a tipo variable, cada afio se rehace la cuenta (3), tomando como Cj el capital
que resta por pagar en ese momento, como 7 el nuevo tipo de interés y en lugar de T se aplica para
T—12.

IF] euribor es un indice de referencia publicado diariamente que indica el tipo de interés promedio al que un gran ntimero
de bancos europeos dicen concederse préstamos a corto plazo entre ellos para prestarselo a terceros, y que es muy utilizado
actualmente para referenciar la mayor parte de las hipotecas.
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MODELIZACION 3

3. EL MODELO DE SAMUELSON

El modelo de Samuelson describe el funcionamiento de una economia cerrada a partir de cuatro
variables relacionadas: la renta nacional Y;, la inversion privada Iy, el consumo privado C; y el gasto
publico G en un periodo de tiempo ¢. La evolucién de estas variables se supone que sigue las tres reglas
siguientes:

1. El tnico determinante del consumo en un periodo es la renta en el periodo inmediatamente anterior,
siguiendo la relacién lineal

Cy = cYy_q, 0 <c<1 (multiplicador keynesiano)

2. La inversiéon en cada periodo depende linealmente de la diferencia entre las rentas obtenidas en los
dos periodos inmediatamente anteriores:

I =v(Yio1 — Yio9), v >0 (acelerador)

3. Se verifica la condicion de equilibrio macroecondmico, esto es, la produccién nacional debe coincidir
con la demanda nacional en cada periodo de tiempo:

Y, =C+ 1, + G,

Si ademés suponemos que el gasto publico se mantiene constante a lo largo del tiempo (G; = G, V¢ > 0),
reuniendo todas las propiedades anteriores se tiene

K‘/:C}Q—l‘FU(YVt—l—Yt—Q)‘*‘Gv t:273a"'a
0, lo que es lo mismo, la ecuacién en diferencias lineal de coeficientes constantes de orden 2:
Yi—(c+v)Yi1+ Y0 =G, t=23,...,

Obsérvese que el periodo inicial y el primer periodo no vienen determinados por esta ecuacion, ya que la
regla de la inversion privada entra en juego solo a partir de ¢ = 2. Por tanto, para que este modelo esté
definido univocamente necesitaremos conocer los valores de Yy e Y.

Es definitiva, para estudiar como va a evolucionar la renta nacional a lo largo del tiempo, necesitaremos
encontrar la solucién del problema de valores iniciales de orden 2

Yt—(c—l—v)Yt,l—l—vY}/,g:Gﬂ t=2,3,..., Yy;>0,Y; >0 dados. (4)

Para resolver dicho problema necesitamos ampliar nuestro conocimiento sobre ecuaciones en diferencias.
En el siguiente tema, comenzaremos estudiando las lineales de coeficientes constantes, a las que pertenece
este modelo (4).

4. EJERCICIOS PROPUESTOS

1. El modelo dindmico discreto de la telarana oferta-demanda viene dado por las siguientes funciones
de demanda y oferta

Dt:a+th7 Ot:C-i-dPt,l, t:].,2,..., b<0,d>0,a>c

donde P; es el precio del producto en el mes ¢t y Py es conocido. Estas variables tienen que cumplir
la condicién de equilibrio usual D; = Oy, Vt > 1.

(a) Aplicar dicha condicion de equilibrio a las funciones anteriores y deducir la ecuacién en
diferencias lineal que modeliza la evolucién del precio P; a lo largo del tiempo.

(b) Resolver la ecuacion obtenida en el apartado anterior para los valores a = 5,b = =2, ¢ =
—2,d =1y precio inicial Py = 2.

(¢) {Qué va a pasar con el precio P; calculado en el apartado anterior cuando ¢ — co?

2. En 1626, Peter Minuit comprd la isla de Manhattan por un valor de 24$. Si estos 24$ se hubiesen
invertido con un interés anual del 7% abonados trimestralmente, jcuél seria el capital actual?
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MODELIZACION 4

10.

Invertimos 300€en un banco que abona mensualmente los intereses a un 6% anual. ;Cuanto
tendremos en el banco después de 10 anos? ;Cuanto tiempo tiene que transcurrir para doblar
nuestro dinero?

En 1517 el rey de Francia, Francis I, compré un cuadro de Leonardo da Vinci, la “Mona Lisa”, para
su bano en 4000 florines de oro, es decir, 492 onzas de oro. Suponiendo que el valor del cuadro en
onzas ha permanecido constante y que el oro ha aumentado su cotizacion en un 3% anual, ;cuantos
florines podria valer el cuadro al final de este ano?

Juan se ha comprado una casa de 90000€, mediante una hipoteca por todo este valor al 5% anual
durante 25 anos.

(a) Si consideramos que el interés se mantiene fijo a lo largo de estos 25 anos, calcular:

i. ;jCuéanto va a pagar cada mes (cuota mensual)?
ii. En la primera cuota, ;cuanto pagara de intereses y cuanto de amortizacion del préstamo?
.y después de 1 ano? ;y de 10 anos? ;y después de 207
iii. ;Cudanto habra ganado el banco al final?
(b) Si la hipoteca es a interés variable y la revision del primer ano es del 6.5%, ;cuanto valdra la

cuota del segundo afio? Si quiere que la cuota del segundo ano sea de 600€, ;cuinto capital
habra de amortizar anticipadamente el primer ano, aparte de las cuotas?

Queremos comprar un coche pidiendo un préstamo personal de 20000€ y nuestro banco nos ofrece
las siguientes posibles cuotas mensuales ? segtn el dinero que pidamos y el tiempo de amortizacion

72 meses
359.52€

60 meses
414.20€

48 meses
496.75€

36 meses
635.06€

24 meses

12 meses
912.78€

1748.10€

., Qué tipo de interés anual estan aplicando al préstamo a 12 meses? ;Y a 24 meses? ;Y a 727 ;Es
el mismo? ;Cuénto acabariamos pagando en cada opcién?

“El problema de la Torre de Hanoi”: el problema se basa en determinar el ntimero minimo de
movimientos y(t) necesarios para mover ¢ anillos del primer palo (ver dibujo) al tercer palo. Un
movimiento consiste en mover un anillo de un palo a otro, con la restriccién de que un anillo mas
grande no puede estar sobre uno méas pequeno.

==

El cuerpo de un enfermo de diabetes no produce insulina de forma natural. Si no se inyecta insulina,
la cantidad de dicha sustancia en su cuerpo decrece un 25% cada dia. Modeliza con un modelo
discreto la cantidad de insulina que dicho enfermo tiene cada dia suponiendo que cuando comienzan
las inyecciones no tiene nada de insulina en su cuerpo y que se inyecta 100 gr cada dia. Calcula
explicitamente la cantidad de insulina que tendra después de n dias. ;Coémo evolucionara esta
cantidad a lo largo del tiempo?

Determinar el nimero maximo de puntos de interseccion de ¢ rectas en el plano.

Si R(t) denota el namero de regiones que determinan ¢ rectas en el plano, de tal forma que dos de
ellas no sean paralelas y que tres no se corten en un tinico punto, determinar R(t).

2Datos reales actualizados a febrero de 2021
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MODELIZACION 5

11. En un juego de azar un jugador gana N veces su apuesta si gana pero si pierde tiene que volver
a jugar apostando de nuevo cada vez. Denotemos y; su apuesta en el juego i—ésimo cuando ha
perdido en todos los anteriores. Esta cantidad debe determinarse de tal forma que si el jugador gana
en el n—ésimo juego, recupere no solo todas las apuestas que perdié anteriormente sino ademas una
cierta cantidad s fijada antes de comenzar, es decir,

(a)
(b)

(c)

Nyn:s+Zyj, n=12,3,... (5)
j=1

Demostrar que podemos expresar la relacion entre y,,+1 € ¥, en forma de ecuacién en diferencias
y resolverla. jQué ocurrird cuando el nimero de juegos seguidos sin ganar aumenta?

Si dejamos que el valor de la primera apuesta y; lo elija el jugador, es decir, que no se tenga
que cumplir la relaciéon (5) para n = 1, jcuél serd la solucion de la ecuacion en diferencias
anterior?

En el juego de la ruleta la apuesta més simple sigue este modelo con N = 2. Supongamos
que vamos al casino con la intencién de ganar 100 € a la ruleta y nos proponemos que en el
momento en que los ganemos nos vamos del casino. Cuanto dinero tendremos que apostar
en la primera tirada si queremos asegurarnos de que si la ganamos ya podremos parar? Si
apostamos dicha cantidad, ;qué pasard si perdemos 8 tiradas seguidas? ;Cuanto tendremos
que apostar en la novena para asegurarnos de que si la ganamos podremos parar con el beneficio
buscado? En el caso de que perdamos la novena tirada y no tengamos mas dinero para apostar,
jcuanto habremos perdido en total?

Hacer los mismos calculos que se piden en el apartado anterior pero en el caso de que queramos
ganar 100 € en total a la ruleta pero solo apostamos 10 € en la primera tirada. Estudiar
también el caso en que no tenemos ninguna cantidad s como beneficio objetivo pero no quere-
mos irnos del casino con pérdidas.
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