TEMA 2: ECUACIONES EN DIFERENCIAS LINEALES

CONTENIDOS

1 ECUACIONES EN DIFERENCIAS LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES 1
1.1 Ecuaciones en diferencias lineales de primer orden . . . . . . . .. ... ... ..., 3

1.2 Ecuaciones en diferencias lineales de segundo orden . . . . . . . .. ... ... ... ... 3
1.2.1 Estudio cualitativo del Modelo de Samuelson . . . .. ... ... ... ....... 5

1.3 Ecuaciones en diferencias linealesdeorden & . . . . . . . . ... ... .. ... ... ... 6

2 EDF LINEALES DE ORDEN k Y SISTEMAS DE ORDEN 1 Ce e e e 7
3 ESTABILIDAD DE LAS ECUACIONES EN DIFERENCIAS . . . . . . . . . . . . . . . . 9

3.1 Estabilidad de EDFs lineales de coeficientes constantes . . . . . . . . . . ... ... .... 10
3.2 Estabilidad de sistemas de EDFs lineales de primer orden . . . . . ... ... . ... ... 13
4 EJERCICIOS PROPUESTOS . . . . . & « « v v v v« v v v v v v v e e o w13
5 BIBLIOGRAFIA . . . . . . . . . .« « « .« . . . oo a1

1. ECUACIONES EN DIFERENCIAS LINEALES CON COEFICIENTES CONSTANTES

Una ecuacién en diferencias finitas (EDF) lineal con coeficientes constantes de orden £k es
una ecuacion del tipo:

Lyn := arYnyk + 0 1Yntk—1 + -+ 1Yny1 + aoYn =dpn, n=0,1,..., (1)

con aag # 0, a; € IR, que relaciona cualesquiera k + 1 términos consecutivos de una sucesion o funcion
discreta {yn}22 ), que es la incognita de la ecuacion.
Una sucesion o funcion discreta {y, }52, se dice solucion o solucion particular de la ecuacion (1) si la
verifica para todo n =0,1,....
Si en (1) el término independiente d,, = 0, Vn, la ecuacién se dice homogénea. Dada una ecuacion (1)
no homogénea, la ecuacion
Ly,=0, n=0,1,..., (2)

se suele llamar ecuacién homogénea asociada a (1) y, por contraposicion, la ecuacién (1) se llama completa.
Ejercicio.- Demostrar que cualquier combinacion lineal de soluciones de la homogénea (2) es también
soluciéon de la homogénea y la suma de cualquier solucion de la homogénea (2) y una de la completa (1)
es solucion de la completa.

Evidentemente, dados k valores iniciales y§, Y, . .. ,yg_l de yo,y1,--.,Yr—1, sSimplemente despejando
yYntk de (1) e iterando, se obtiene una solucién unica de (1). Sin embargo, en la practica, es mas
interesante encontrar una expresion explicita de esta solucién. Asi, se define el problema de valores
iniciales (PVI) en EDFs como el problema de encontrar la inica sucesion que verifica

{ Ly, =d,, n=0,1,...

Yo 298’ y1 Zy?,---7 Yk—1 =y2_1

3)

Para resolver este problema, debemos conocer algo méas del espacio de las sucesiones reales {y, }22 .
Se dice que k sucesiones {yl,y2, ...y} son linealmente dependientes, si existen constantes Cy, Ca, ..., Cj
no todas nulas tal que
Ciyy, + Cayp + -+ Cryh =0, Yn=0,1,....

En caso contrario se dice que son linealmente independientes.
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MODELIZACION 2

Teorema: k sucesiones {yk,y2,...,y*} son linealmente independientes si y sélo si existe n > 0 tal que
Un Yn e Un
y71L+1 y?L-{-l e Z/ﬁ+1
Do(yp:ym-um) = | . : _ Tl #o0 (4)
1 2 k
yn-l—k—l y'rL+k—1 te yn+k—1
El determinante D¢ (yL,y2,...,y¥) se llama determinante de Casorati de las k sucesiones.
Demostracién.- Dadas k sucesiones {yl,y2,...,y}, y cualquier n > 0, consideremos el sistema lineal
Cryl +Cqy2 +.. +Cryk =0
Clyrlwrl +02y721+1 +... +Cl~cy7kz+1 =0 (5)
Ciypinr +Coypipy +ooo Ok =0
Este es un sistema lineal homogéneo de k ecuaciones con k incognitas C1,...,Ck, cuya matriz de
coeficientes es el determinante de Casorati (4). Por tanto, el sistema (5) tendra solucion distinta de
la trivial, en cuyo caso las sucesiones son linealmente dependientes, si y solo si Do(yt,...,y%) =0. O
Se llama sistema fundamental de soluciones de la ecuacion homogénea (2) de orden k a cualquier
conjunto de k soluciones de (2) {y},42,...,y*} linealmente independientes.
Teorema: Dado un sistema fundamental de soluciones {y.,y2,...,y*} de (2), y cualquier otra solucion
yn de la ecuacion (2), existen constantes C1,Cs,...,Ck € IR tal que

Yn =C1y}L+ngZ+~-~+Ckny, Vn > 0.

Demostracion.- Claramente, si y, es la soluciéon trivial, C; = 0,Vi = 1,...,k, y la demostracion es
inmediata. Si y, no es la solucién trivial, para cualquier n > 0 consideramos el sistema lineal

Cry,, +Cay2 +... +CwE =d,
Ciyp iy +Cayp 1y +... +Ckyﬁ+1 =dp41 (©)
Cly}H_k_l +C2y72,+k_1 +... +Cky,§+k_1 =dnir-1

que es un sistema lineal de k ecuaciones y k incégnitas cuya matriz de coeficientes es precisamente el
determinante de Casorati (4). Como las k soluciones son linealmente independientes, este determinante
es no nulo y, por tanto, existe una tunica solucién Cy,Cs,...,Ck de este sistema, lo que completa la
demostracion. |

Por tanto, desde que tengamos un sistema fundamental de soluciones de (2), podemos obtener
cualquier otra solucién de dicha ecuaciéon. En ese caso, se llama solucidn general de la ecuacion homogénea
(2) a la familia k—paramétrica de sucesiones de la forma

Yn = Cryt + Coy + -+ Cry?, C1,Co,...,C) € IR arbitrarias. (7
Es mas, si tenemos un sistema fundamental de soluciones de (2), podemos saber qué forma tendra la

solucion general de (1). Para ello tenemos que tener en cuenta que si tenemos una solucion particular y<
de (1), cualquier otra solucién y,, de (1) verifica que

L(yn _yrcl) :Lyn —Lyﬁ =d, —d, =0,

o, lo que es lo mismo, y, — y< es una soluciéon de la ecuacion homogénea (2). Por tanto, por el Teorema
anterior, existiran C4,...,Cy € IR tal que

Un — y° = Cryt + Coy® + -+ + Cryl.

En consecuencia, si llamamos 3" a la solucién general de la ecuacién homogénea dada en (7), y tenemos
una solucion particular cualquiera yS de la ecuacion completa (1), la solucién general de la ecuacion
completa (1) es la familia k—paramétrica de sucesiones

Yo =y + Yl = Cryp + Coy? + -+ + Cryk + 2.
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MODELIZACION 3

1.1 Ecuaciones en diferencias lineales de primer orden

En este caso,
Ly, = a1yn+1 + aoyn = dn, n=20,1,...,

con ajag # 0, el calculo de la solucion general es simple por iteracion (también llamado método de

Horner, escribiendo

A (®)

&%)
-, n paiia
aq aq

Yn+1l = QYn + bn, a =

Asi,
Yn = QYn—1 + bn—l = a(ayn—Q + bn—2) + bn—l = GQyn—Q + (bn—l + a'b’fL—Q) =

lo que iterando hasta el valor inicial gy resulta

n .
Yn = anyo + ijlaj_lbnfj’ mn Z 1 (9)

1.2 Ecuaciones en diferencias lineales de segundo orden

Si queremos calcular la soluciéon general de la EDF de segundo orden
Ly, = aoyni2 + a1Ynt1 + aoyn = dp, n=0,1,..., (10)

con agag # 0, necesitamos dos soluciones linealmente independientes de la homogénea y una particular
de la completa.

Como en las ecuaciones de primer orden homogéneas (d,, = 0), la solucion (9) es simplemente una
exponencial (y, = a™yp), para calcular soluciones de la homogénea de segundo orden se buscan también
soluciones de tipo exponencial y,, = ", para cierto valor £ # 0. Para ello, £ debe verificar

L(E™) = o™ + a1 & + o™ = 0, (11)
lo que es equivalente a que
p(§) =0, donde  p(€) == 2€® + 1€ + a, (12)

lo que se denomina ecuacion caracteristica de la EDF, siendo p(§) su polinomio caracteristico.
Asi que la solucion de la homogénea dependera de las raices del polinomio caracteristico.

Teorema:

1. Si el polinomio caracteristico p(§) (12) tiene dos raices reales diferentes & # &2, la solucidn general
de la homogénea se puede escribir como

yh = C1€] + &y

2. Si p(€) tiene dos raices complejas conjugadas &, = e, & = &y, la solucion general de la homogénea
se puede expresar en términos reales como

y! = 17" cos(nh) + Cor™ sin(nf)

3. Si p(§) tiene una raiz real doble & = &, una expresion de la solucion general de la homogénea es

Y = C1€]' + Can €y

Demostracion.- Por construccion en el caso 1, las dos sucesiones y} = £ y y2 = 7 son soluciones de la
homogénea asociada a (10). Para demostrar este apartado basta ver que son linealmente independientes,
esto es, que su determinante de Casorati es no nulo:

Dc(f?a 3): 2%1 gzzﬂ

=& (& — &) #0.
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MODELIZACION 4

En el caso 2, si consideramos sucesiones en el campo complejo, las dos sucesiones £ y €5 son soluciones
de la ecuacién homogénea asociada a (10), por lo que cualquier combinacién lineal de ellas también es
solucién de la homogénea. En particular, consideramos las dos soluciones

yl _ 51 +€2 _ 51 +§1 _ Re(gf) — Re(rneme) E—_— COS(TL@)

" 2 2
n __ ¢n n __¢n )
Y2 = & 2,52 =21 2_51 =Im(&}) = Im(r"e?) = r" sin(nf)
7 )

Es facil ver que D¢ (yl,y2) # 0, por lo que son linealmente independientes y, por tanto, se demuestra el
apartado 2.

Para demostrar el apartado 3, hay que revisar las ecuaciones (11) y (12). En general, fijado cualquier
n > 0, para cualquier £ # 0 se tiene

L(&") = £"p(&).
Esto se puede ver como una igualdad entre dos funciones polinémicas de £ y, por tanto, derivables respecto
de &, es decir,

L =L (€)= L") = n" 1 p(©) + €°016)

Si multiplicamos esta igualdad por & se tiene

L(ng") = n&"p(§) + €10/ (6). (13)

Si volvemos al apartado 3 del Teorema, £; es una raiz doble del polinomio caracteristico, lo que significa
que p(&1) = p'(&1) = 0. Por tanto, de (13) se tiene que

L(n&t) =0.

Ademas, inmediatamente se ve que D¢ (€], né€}) # 0, por lo que {£7',n€l} es un sistema fundamental de
soluciones de la homogénea asociada a (10), y se prueba el apartado 3. g

Para calcular una solucién particular de la completa Ly’ = d,,, de forma anéloga a lo que ocurre en
ecuaciones diferenciales, hay un método de variacion de las constantes pero a menudo basta con probar
lo que en [1] se llama método de los coeficientes indeterminados, pero, dado que no se puede ver como
un método propiamente dicho, en [2] se suele llamar "conjetura sensata, pues bésicamente consiste en
conjeturar como debe ser esa solucién particular de la completa segin sea el término independiente d,,
de la EDF (10). Este método funciona bien siempre que d,, sea una combinacién lineal de productos y
sumas de las funciones que aparecen en la tabla siguiente.

Sid,, es funcién test y; =

d constante A constante
polinomio de grado m | polinomio de grado m
" Ab™

q1 sinnb + g9 cosnb Asinnb + B cosnb
a™(q1 sinnb + g2 cosnb) | a™(Asinnb + B cosnb)

En el caso particular de que d,, sea solucion de la ecuaciéon homogénea, esta conjetura falla. En dicho
caso, hay que probar con una solucién que sea lo que aparece en la segunda columna multiplicado por
n. Si ademaés, nd, también es solucion de la homogénea, volveria a fallar de nuevo la conjetura, asi que
tendriamos que probar multiplicando por n? la funcién prueba.

Finalmente, la solucién general de la EDF completa Ly, = d,, es

Caso de primer orden: esto también se puede aplicar para el caso (8), teniendo en cuenta que ahora el
polinomio caracteristico es p(§) = & — a, que tiene como unica raiz a £ = a, por lo que la solucién general
de la homogénea es y(") = Ca™. Para calcular la particular de la completa se podria aplicar la misma,
"conjetura sensata" anterior.
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MODELIZACION 5

Ejemplo: calcular la solucion general de la EDF
Ynao — 2UYni1 +2y, =2"+1, n>0.
Solucion.- El polinomio caracteristico es
(€)= —24+2=0 & =1+i,&=1—1i.
Como & = 1414 =1/2¢e"™/4, se tiene que la soluciéon general de la homogénea es
yﬁ = (12"2 cos (n%) +012"2 sin (n%) .

Para encontrar una solucién particular de la completa, como el término independiente es 2™ + 1, probamos
con la funcién test y& = A2" + B, y determinamos los coeficientes A y B para que y¢, sea solucién, esto
es,

A" 4 B—2(A2"T' + B) +2(A2"+ B)=2"+1 & (24)2"+B=2"+1

lo que es cierto si y solo si A =1/2, B = 1. Por tanto, y¢ = 2"~! + 1 es una solucién de la completa, y
la solucién general es

yn = C12"/% cos (ng) + 012" ? sin (ng) Lon=l 4 q,

1.2.1 Estudio cualitativo del Modelo de Samuelson

Ahora ya estamos en condiciones de abordar la resolucion del modelo de Samuelson visto en el tema
anterior,

YVi—(c+v)Yio1 +vYea =G, t=2,3,..., Y,>0,Y; >0 dados. (14)
En primer lugar, es sencillo ver que una soluciéon particular de la ecuacién no homogénea (14) es
- G
Y=Y = 15
t 1 —c ( )

El polinomio caracteritico de este modelo es

c+v+ VA

pE) = —(c+v)f+v=0& = 5

siendo el discriminante
A=(c+v)?—dv=c2+2vc+ (> —4), v>00<c<l.

Para estudiar el signo de este discriminante, estudiamos sus raices (entendiéndolo como una parabola en
¢) y vemos que se puede descomponer como

A=(c—c1(v)(c—ca(v)), c1(v)=—v—2vv, c2(v)=—v+ 2.

Claramente, ¢;(v) < 0, Vv > 0, pero c3(v) depende de v. Como solo estamos interesados en estudiar el
comportamiento de A para ¢ € (0, 1), tenemos que estudiar para qué v > 0 se tiene 0 < c2(v) < 1. Asi,

2

() >0 2yv>v & dv>0vP & 0<v <4,

y, por otro lado,
W) <l e 2v<lto e dv<(1+v)? e (v-1)2>0,

lo que se tiene para todo v # 1. Por tanto,
0<c@)<leli<v<dyv#l.

Aplicando esto, se puede concluir que

A<0sive (0,1))U(L,4)y0<e<—v+2yv 6 v=1y0<c<]1 (16)
A=0sive (0,1)U(1,4)yc=—-v+2Vv (17)
A>0sive(0,1)U(L,4)y —v+2yv<ec<l 6 v>4y0<c<l1 (18)
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MODELIZACION 6

Por tanto, si se cumplen las condiciones (16), se tienen dos autovalores complejos conjugados

_ctuvEV-Al s (c+v)2+(-A)

y argumento 6, por lo que la solucién general de (14) es
Y, = C1(v/v) cos Ot + Co(y/0) ! sinft +Y, t=2,3,...
Si se cumplen las condiciones (17), s6lo hay un autovalor doble & = /v por lo que la solucion es
Y, = (C1 + Cot) (Vo) +Y, t=23,...
y en el caso (18) aparecen dos autovalores reales diferentes

c—i—v—\/Z _c—&—v—i—\/Z

51 - 2 ) 52 - 2
y la solucién general es

Y, =Ciél + &b +Y, t=23,...
Obsérvese que es evidente que & > 0y, como &€ = v > 0, necesariamente 0 < & < &. Ademas,
0 <& <1siysolosic+v+ VA <2o,loqueeslomismo, VA < 2 — (¢ + v). Para verlo hay que
analizar los dos casos posibles dados en (18) por separado.

Sive (0,1)U(1,4), —v+ v < ¢ <1, se tiene que
2—(14v)<2—(c+v) <2—2v.

Si v € (1,4) se tiene que < 2 — 2y/v < 0 por lo que no es posible que ocurra VA < 2 — (¢ +v) y, por
tanto, & > 1. En cambio, si v € (0,1),2 — (1+v) =1—v > 0y, por tanto, se puede elevar al cuadrado
la desigualdad VA < 2 — (¢4 v) y se demuestra que 0 < & < & < 1.

En consecuencia, en todos los casos, si v > 1 todas las soluciones de (14) verifican que |Y;| — oo,
aunque en el caso (16) oscilan. En cambio, si 0 < v < 1, todas las soluciones tienden al valor de equilibrio
Y cuando t — 00, por lo que la renta nacional se estabilizard a lo largo del tiempo. La diferencia entre
los casos (18) y (17) y el (16) es que en los dos primeros la renta tiende exponencialmente hacia el punto
de equilibrio, mientras que en el (16) la renta va oscilando alrededor de dicho punto de equilibrio.

1.3 Ecuaciones en diferencias lineales de orden £

Al igual que en el caso de orden 2, para calcular la solucion general de la ecuacion homogénea (2) de
orden k > 1, se prueba con soluciones del tipo y, = £", £ # 0, y se llega a que dichos valores ¢ tienen
que ser raices del polinomio caracteristico

p(§) = an® + ap1 &+ + rl + ao. (19)
Sean {&1,&a,...,&} (s < k) las raices (reales o complejas) del polinomio caracteristico (19), con
multiplicidades respectivas {m1,ma, ..., my}, siendo Y ;_, m; = k. Entonces se tiene:
Teorema: Las k sucesiones
{£1L7n£?7"'7nm1_1£?7§g’n£g7"'7n7,L2_1££L""75?’”6?7"'7n7,LS_1£?}

son k soluciones linealmente independientes de la ecuacion homogénea (2).

Ademds, si una de las raices {; es compleja, en cuyo caso su conjugado &; también lo es, y se quieren
obtener soluciones independientes reales, basta con sustituir en el conjunto anterior el par {n" y,nrgy}
por

1 - 1 _
{n'é(f}l +&5), nrzfi(ﬁjn - EJ”)} 6 {n"pj cos(nby), n'"p} sin(nd;)},

siendo & = pje%i r >0,
Por tanto, la solucion general de la EDF homogénea (2) serd
yn = p1(n)EF + -+ ps ()€Y (20)
donde los pj(n) son polinomios en n de grado m; —1, j=1,...,s.

La demostracion de este Teorema es similar a la del Teorema para EDFs lineales de orden 2, con la
unica dificultad de anadir mas raices.

Para calcular soluciones particulares de la completa usaremos la conjetura sensata vista en el caso de
orden 2.
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MODELIZACION 7

2. EDF LINEALES DE ORDEN k Y SISTEMAS DE ORDEN 1

La ecuacién en diferencias lineal de coeficientes constantes (1) de orden k > 1 se puede reducir a un
sistema de k ecuaciones y k incognitas de orden 1, denotando

(Yl)n (Yl)n = Yn
. (Y2)n (Y2)n = Yn+1
(Yi)n (Yi)n = Ynir—1
con lo que se tiene
« « o d,
VDnt1 = (¥)ns- o VeeD)ni1 = (Vodny Vidngr = —— (V) — — (Vo) — - = —— (Vi) + —
af L L g
que se expresa matricialmente como
Ypi1 =AY, + By, (21)
donde
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
A= : : : " : , Bp= : (22)
0 0 0 0 1 0
_% o _ k-2 ke dn
Qg (o7 (o7 Qg Qg Q;

Tterando como se hizo en la resolucién de (8) pero teniendo en cuenta que ahora estamos operando
matrices y vectores, obtenemos la solucion general de (21) como

Yo=A"Yo+ Y A7'B,_;, (23)
j=1

que es aplicable para cualquier sistema lineal de orden 1 (21), con cualquier matriz constante A y vector
independiente B,,, no solo para el caso (22).
Obsérvese que el polinomio caracteristico de la matriz A dada en (22) es

PO) = det(A] = 4) = ()

donde p(A) es el polinomio caracteristico (19) de la EDF lineal de coeficientes constantes de orden & (1).
Por tanto, los autovalores de la matriz A (22) van a ser los que determinan la solucién del sistema lineal
(21). Esto va a ser asi para cualquier sistema lineal (21) de orden 1.

Obsérvese también que necesariamente det A # 0, pues si A fuera singular, por lo que el 0 seria un
autovalor de A, se tendria que p(0) = 0, 6 p(0) = 0y, por tanto, la ecuaciéon diferencial (1) serfa reducible
(Ozo = 0)

Reciprocamente,

Teorema 1 Todo sistema lineal de k ecuaciones y k incdgnitas de orden 1 de tipo (21) con det A # 0,
es equivalente a una ecuacion lineal de coeficientes constantes de orden k (1).

Mas precisamente, si A es cualquier matriz no singular, existe una matriz no singular Q tal que el
sistema (21) es equivalente al sistema

Vg1 =AV, +G,, n=0,1,..., (24)
siendo
0 1 0 0 0 0
0 O 1 - 0 0 0
A=QAQ '=| : ¢ o . , Gn=DB,—AG, +Gpi=| :
o o o0 --- 0 1 0
Bo B B2 - Pr—2 Pr-1 9n
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MODELIZACION 8

=1

~ - k —2 ~
B, = (Bn,z> = QBnu Gn = (Gn,i)le ; Gn,l =0, Gn,i = ZBnJrj,iflfj; 2<i<k. (25)
=0

Ademds, si denotamos QT = (Qi1,Qiz,- .-, Qi) a la i—ésima fila de la matriz Q, se tiene que QI =
QF ([ A=QT A i=2,...,k, por lo que tenemos k grados de libertad para poder elegir la matriz Q (su
primera fila), siempre que sea no singular.

En consecuencia, el sistema (21) es equivalente a la ecuacion de orden k

k—1

Untk = Zﬁjvnﬂ'—l +9n, n=0,1,... (26)
=0

y la solucion de (21) se obtiene como Y, = Q=*(V,, — G,,) donde V,, es la solucion de (24) o, lo que es
lo mismo, V,, = (vn+j_1)f:1 donde v, es la solucion de (26) .

Demostracion.- En primer lugar, tenemos que buscar una matriz () que verifique el teorema, esto es, que
AQ = QA. En lo que sigue, denotaremos como el = (0,...,1,...,0) el i—ésimo vector canénico en IRk,

QT la i—ésima fila de la matriz @), tal y como se dice en el enunciado del teorema, y BT = (Bo, B1,-- -, Br).
Por tanto, AQ = QA si y solo si

eFQ=QT (A i=2,....k, BTQ=QFA.

Como e = T’ claramente todas las filas de @ excepto la primera, quedan perfectamente determinadas.
Esto demuestra que podemos tomar cualesquiera k valores para la primera fila de @), siempre que se elijan
de forma que det @ # 0. Aplicando esta descomposicion de A en (21), denotando Z,, = QY,,, se obtiene
un sistema, equivalente } ~ }

en el que la matriz de coeficientes A ya tiene la forma apropiada para transformar el sistema en una EDF
escalar.

Si tras este cambio el vector B,, tuviera una estructura similar a la de B,, en (22), no tendriamos que
hacer nada mas, solo detallar la EDF buscada. En caso contrario, tenemos que hacer una traslacién de
Z, de la forma

Vo =2+ Gy
Para averiguar como tiene que ser este vector G,,, basta sustituir en el sistema (27) Z,, = V,, — G,
Vn+1 - Gn+1 = A‘/n - AGn + an

lo que nos da (24), y se busca G,, para que todas las componentes de G,, sean nulas excepto la tltima.
Asi que tenemos k pardmetros a determinar (las componentes del vector G,,) y k — 1 ecuaciones, por lo
que tendremos un grado de libertad para elegir G,,. Por simplicidad, tomamos G, ; = 0, y las demas
salen de tomar

0 0 0
Bn,l 0 0
Bn,? Bn+1,1 0
G, = . + : +ot .
B;n,k—Q 5n+1,k73 B 0
B k-1 Bt1,k—2 Bpik—2.1
0, lo que es lo mismo, la expresion dada en (25). Sabemos que (AG,,); = Grnit1,4=1,2,...,k—1, por

tanto, para ¢ = 1, ~ ~ ~ ~
Gn,i = Bn,i - Gn,2 + Gn+1,1 = Bn,i - Bn,i +0=0.

Para2 <i<k-—1,

i—1 i—2
Gni= Bni—Gnit1+Gnt1:=DBn;i— g Brtji—j+ E Brtitji-1—j
i=0 i=0
i—1 il2
=DB,;— B, — g Bptji—j+ E Brti4ji-1—j
Jj=1 j=0
i—2 i—2
=- E Buyiv1io1-1+ E Biyiyji-1-5=0.
1=0 §=0
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MODELIZACION 9

con lo que se demuestra el teorema. O

Notese que la EDF (26) tiene como polinomio caracteristico

k—1
p(A) = AF = BN
j=0

por lo que las soluciones van a venir determinadas por las raices de este polinomio que, como ya sabemos,
son los autovalores de la matriz fl, que es semejante a la matriz A. En otras palabras, el comportamiento
de las soluciones del sistema (21) dependera de los autovalores de la matriz A.

Al igual que ocurre con los sistemas lineales de ecuaciones diferenciales, para resolver (21) también se
puede aplicar la descomposicion de Jordan de la matriz A, es decir, calcular la matriz de Jordan J y la
matriz de cambio P con det P # 0 tal que A = PJP~!. Llamando

Z, = P71Y,, C, =P 'B,, n=0,1,...,
el sistema (21) es equivalente al sistema de Jordan
n .
Zni1=JZy+Cy consolucion  Z,=J"Zo+» J'Cn
j=1

y obtener la solucion de (21) deshaciendo el cambio Y,, = PZ,,. Sin embargo, el computo de las potencias
de la matriz J explicitamente solo se puede hacer cuando las cajas de Jordan que la componen son
de dimension baja. Mas precisamente, es bien sabido que J =diag(Jy,,...,Jx,) donde cada caja Jj,
depende de la multiplicidad geométrica del autovalor A; de A. Si Jy tiene dimensién m es de la forma

A0 O ... 0 00O

1 X0 ... 00 O

; 01 x ... 00 O

A= . .
0 O 0 1 0
0 0 O 0 1 X\
y sus potencias son

A" 0 0 0 0 0
711 )\n—l A" 0 o 0 0 0
Jn )N (DAt A" 0 0 0
mTiQ) )\;l*(m72) " A\n—(m=3) mn_ ))\nf(m74) o (’;L) -1 \n 0
e A B B P B (1 N (O

entendiendo que (') = 0si ¢ > n.
Cuando el término independiente B,, es complicado o las cajas de Jordan tienen una dimension alta,
esta alternativa puede ser muy costosa y poco practica.

3. ESTABILIDAD DE LAS ECUACIONES EN DIFERENCIAS

Los primeros términos de una ecuacioén en diferencias no suelen tener mucho interés, pues basicamente,
podemos calcularlos de forma relativamente sencilla. Otra cosa bien distinta es saber qué va a pasar
cuando n — oo, lo que se suele llamar comportamiento asintdtico de sus soluciones.

Diremos que una ecuacién en diferencias es estable si todas sus soluciones tienden a comportarse
como una misma funcién discreta cuando n — oo, esto es, cuando existe una soluciéon de la EDF {y}
tal que

n—oo

para cualquier solucion {y,} de la EDF.
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MODELIZACION 10

Por ejemplo, la EDF y,+1 = 0.5y, + 1 tiene como solucién general y, = C0.5™ + 2 por lo que si
Yy = 2, se tiene que y, — 2 — 0 cuando n — oo, por lo que la EDF es estable y, ademas, todas sus
soluciones convergen al mismo valor K = 2. Esto es lo que se llama valor de equilibrio estacionario. Otra
EDF estable es 4,41 = 0.5y, + n, ya que tiene como solucién y, = C0.5" 4+ 2n — 4 que, para todo C,
cuando n — oo tiende a comportarse como y;; = 2n — 4. Por tanto, esta EDF es estable pero todas sus
soluciones son divergentes.

Otro ejemplo clarificador es la EDF y, 11 = y,, cuya solucién general es y, = C = yq. Por tanto,
todas las soluciones son convergentes (es mas, constantes), pero la EDF no es estable pues dependiendo
de C (del valor inicial), las soluciones se comportaran de forma diferente cuando n — oo.

Observacion 1: Hay que observar que si una EDF es estable la sucesion {y*} no es unica. Por ejemplo,
en la EDF anterior y,+1 = 0.5y, + 1 con solucién general y,, = C0.5" +2 se puede tomar y;; = 3-0.5" +2
y se cumple también la definicién anterior.

En el caso de los problemas lineales, si tenemos dos soluciones y;; y ¥, de la ecuaciéon Ly, = d,, tal
que y, —y: — 0 ey, — ¥ — 0 cuando n — oo, como la diferencia g, — ¥y es solucién de la homogénea,
se tendra que

gn:y;kl"’_zci Z?L7
7

por lo que se suele preferir tomar ¥ como la solucién que no incluye ningtn término que sea, a su vez,
solucion de la homogénea.
Observacion 2: hay otro concepto de estabilidad que se suele estudiar cuando se trabaja con algunos
métodos numeéricos, que es el de la sensibilidad a los valores iniciales. Es decir, asegurar que, si el mismo
esquema iterativo arranca de dos conjuntos de valores iniciales cercanos {yg,..., v} ¥ {98,---, 9% _1},
las dos correspondientes sucesiones y,, € 3, estan cercanas.

En el ejemplo anterior, y,+1 = 0.5y, + 1 con solucién y,, = C0.5" 42 — 2 0, expresidndola en funcién
del valor inicial yo, yn, = (yo — 2)0.5™ + 2, si partimos de yo # go, se tiene

[Yn — Unl = Y0 — 90[0.5" < |yo — 0|, Vn =1,

por lo que también seria estable en este dmbito. La EDF vy, = 0.5y, + n cuya solucién es y, =
C0.5™ + 2n — 4, también seria estable desde este punto de vista. En cambio, y,+1 = y,, con solucién
Yyn = Yo seria estable, pero no segin la definicion (28).

Realmente el concepto de EDF estable solo tiene pleno sentido dentro del grupo de EDFs lineales,
pues en dichas ecuaciones todas las soluciones se comportan de la misma forma cuando n — oo,
independientemente de la condicién inicial considerada. Sin embargo, aunque se puede aplicar este
concepto a una EDF no lineal, es muy probable que, dependiendo del valor inicial tomado, el comportamiento
de unas soluciones y de otras de la misma EDF no lineal, difiera enormemente. En dicho caso, se hablara
de puntos de equilibrio estables o inestables, pues se estudiara sélo el comportamiento de las soluciones
de la EDF que partan de valores iniciales cercanos a dichos puntos de equilibrio. En el siguiente tema
abordaremos con mas detalle el caso de los problemas no lineales. Por ahora nos quedaremos en el estudio
de las EDF lineales de coeficientes constantes.

3.1 Estabilidad de EDFs lineales de coeficientes constantes

Ya sabemos que la solucion general de la EDF lineal de coeficientes constantes (1) de orden k& > 1 completa
es 4, = y" +y°. Como la 5 no depende de las constantes arbitrarias (no depende de los valores iniciales
impuestos), la estabilidad va a depender solo de la y". Méas precisamente,

Teorema 2 La EDF (1) es estable si y solo si lim yZ = 0 para cualquier conjunto de valores iniciales
n—oo

{98, yL_1} elegidos.

Demostracién: Demostrar que si y” — 0 cuando n — oo se tiene la estabilidad es sencillo usando que
toda solucion de (1) se puede expresar como y,, = y" +y¢, donde y¢ es cualquier solucién de la completa.
Por tanto,

lim y" = lim y, —y5 =0

n—oo n—oo

implica la existencia de y;; = yg, lo que demuestra la estabilidad.
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MODELIZACION 11

Para demostrar que si la EDF es estable, necesariamente y" — 0 cuando n — oo, tenemos que tener
en cuenta que, por hipotesis, existe y; tal que y, — y — 0 cuando n — oo para toda solucién y,, de (1),
lo que implica que cada solucién de la ecuaciéon completa se puede escribir como

Yn =Yp +Eny, En— 0, n — o0. (29)

Como cada y, se puede escribir también como y, = y" + y¢, se tiene que cualquier solucién de la
homogénea verifica
h c * c
yn:yn_yn:yn_y7L+5n—>O7 n — 090,

ya que, por hipotesis, también se tiene y; — yo — 0, lo que demuestra el Teorema. ]

Como la solucién y” viene dada por (20) tenderd a 0, o sea, la EDF serd estable si y solamente si todas
las raices del polinomio caracteristico verifican |§;| < 1,Vi = 1,...,s. Esto también se suele expresar
diciendo que todas las raices del polinomio caracteristico tienen que estar en el interior del circulo unidad
S={zeC: |z| <1}

En el caso de sistemas de k ecuaciones en diferencias lineales con k incognitas (21) de orden 1, por el
Lema 1, se tiene que serén estables si y s6lo si todos los autovalores de la matriz de coeficientes A estan
en el disco unidad S.

En general, el calculo de las raices del polinomio caracteristico puede ser complicado. Por ello se han
investigado criterios para saber si una EDF es estable o no a partir de sus coeficientes. En el caso de
EDFs de orden 2 el criterio es relativamente simple.

Teorema 3 Consideremos, sin pérdida de generalidad, la EDF lineal de coeficientes constantes de orden
2
Ynt2 + Q1Ynt1 + aoYn = dn, n >0.

Esta EDF es estable si y solo si
laol <1, Ja1| <1+ ao. (30)

Demostracion.- El polinomio caracteristico de esta EDF y sus raices son

—a1 £ a% — 4ag

p) =8 +af+a=0& (= 5

Para demostrar el Teorema tenemos que considerar los tres tipos de raices posibles segin el signo del
discriminante.
Si a? — 4ap < 0 tenemos dos raices complejas

—ay +/—a? +4dagi
2

2 2
— 4
. tal que [P = 8 & Zl o) _ ao

£E=

Obsérvese que, en este caso, necesariamente ag > 0 porque si fuera ag < 0, se tendria que a3 — 4ag > 0.
Asi que [¢] < 1sii 0 < ag < 1 en este caso.

Por tanto, si se verifican las condiciones (30), en este caso se tiene que la EDF es estable. Reciprocamente,
si la EDF es estable, se tiene |ag| < 1y, ademaés, se tiene la segunda condicion en (30) porque

a3 < 4ag = |ay| < 2y/ap < 14 ag

ya que (2,/ag)? < (1+ ag)? es equivalente a que (ag — 1)2 > 0.
Si a3 — 4ap > 0 tenemos dos raices reales diferentes

—ay — /a3 — 4dag £y = —a1 + /a2 — 4dag
y =
2

51: 9 )

, con & < &o.

Se tiene que |&;] < 1 siy solo si

—2< —a; —y/a? —4dap <2, —2< —a;+/a?—4ap <2,
—2+4a1 < —\/a? —dap <2+4a;, —2+4a; <y/a?—4ay<2+a.
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MODELIZACION 12

Estas desigualdades solo tienen sentido si y sblo si —24+a; <0y 24 a; > 0, o, lo que es lo mismo, sii
—2 < a1 < 2. En tal caso, solo habria que garantizar que

va? —dag < —(—24a1) y /a2 —4day <2+ a

Elevando al cuadrado en ambas desigualdades, teniendo en cuenta que todos los miembros son positivos,
esto es equivalente a que
l—a1+a>0 y 14+a;+ag>0,

o, lo que es lo mismo, 1+ ag > |a1|. Con esta informacion tenemos que demostrar la equivalencia dada
por el Teorema. Si en este caso la EDF es estable, se tiene que 1+ ag > |a1]| y que —2 < a1 < 2. Faltaria
demostrar que |ag] < 1. Si ag < 0 se tiene que 1+ ag > |ai| > 0 por lo que 1 +ap > 0, 0 ag > —1. Si
ap > 0, ya que a? > 4ag > 0 se tiene que 2/ay < la1] < 2, lo que implica que ap < 1. Por tanto, en
cualquier caso, |ag| < 1y se verifica (30). Reciprocamente, si se tiene (30), se tiene que |a;| < 1+ag < 2
y se garantiza que la EDF es estable.

En el caso af — 4ag = 0 solo se tiene la raiz multiple £ = —a; /2 que verificara que [£] < 1 sii |a1| < 2.
Asi que si la EDF es estable, |a1] < 2 por lo que

a1 ]?

4

|(10‘ = <1.
Ademés, como ag > 0,
|a1| =2yag <1+ ag

lo que ya se demostr6 en el caso de las raices complejas, por lo que se cumplen las condiciones (30).
Reciprocamente, si se cumple (30) en este caso, se tiene que |£| < 1 y la EDF es estable. O

Intentar construir un criterio parecido para 6rdenes mas altos es bastante més complejo. El problema
de localizar las raices de un polinomio caracteristico no es solo importante para conocer la estabilidad de
una EDF lineal sino también para la estabilidad de sistemas lineales de EDFs, de ecuaciones diferenciales
o la localizacién de ceros de polinomios y de autovalores en general. Por eso en la literatura hay muchos
criterios que dan condiciones necesarias o suficientes para garantizar que las raices de un polinomio caigan
en el interior del circulo unidad. El siguiente criterio, en la versién dada en [2], da unas condiciones
necesarias y suficientes que lo garantizan, aunque su aplicacién para ordenes altos también es muy
complicada.

Teorema 4 Criterio de Schur: Consideremos la EDF (1) de orden k con oy, > 0. Para cada r =

1,...,k se construyen los siguientes determinantes de orden 2r:
7 0 o 0 @ a1 o o
(o) Qg e 0 O (a7} e Qp_2
D — | @k=r41 OQkoryz oo O 0 o - ag
=
Qg 0 o 0 o ap—1 o Qperyl
al ao O 0 ak ak_r+2
Q1 Q2 e (e} 0 O e o

La EDF (1) si y sdlo si D, >0,Vr=1,2,... k.

Para verlo més facilmente,

(677 0 0 (67} 0 0
Pr QT 1 AL ce 0 Qaq Qg ce 0
Drz‘Q—‘—Prr,PF . A e
r r : : . :
Og—r+1  Ok—pr42 - O Qr—1 Qpr_2 - Qg
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MODELIZACION 13

Por ejemplo, si k = 2:

=ai—a}, Dy=| -~ -2 o= = (g — a2)? (a0 + a2)® — o)

de donde se deduce que una EDF (1) de orden 2, con ay > 0, es estable si y solo si
Qg > |C¥0|, ‘Ck() +C¥2| > |OZ1|,

que son las mismas condiciones que se dedujeron en el Teorema 3, tomando ag = ag/a2, a1 = a1/as.

3.2 Estabilidad de sistemas de EDFs lineales de primer orden

El estudio de estabilidad de los sistemas de EDFs lineales de primer orden de dimensién k > 1 de la forma
(21), con matriz A no singular, est4 directamente relacionado con la estabilidad de las EDFs escalares
lineales de orden k (1) ya que, como vimos en el Lema 1 de la Seccién 2, cualquier sistema de este tipo
es equivalente a una EDF (26) de orden k.

Pero también se puede hacer directamente estudiando la solucién dada en forma matricial (23). Si

llamamos
n

Yy =Y A'B,_;, (31)

J=1

se tiene que cualquier solucién de la forma (23) (cualquier solucién obtenida variando Yy), verificard
1Y = Yl = [A™Yo )l < 14" Yo — 0, n— 00 <= [[A”]| =0, n — oo,

pues hay que recordar que la norma matricial inducida por la norma vectorial considerada es el menor
valor que cumple la desigualdad anterior. Exigir esta condicion a la matriz A es lo mismo que decir que
A tiene que ser una matriz convergente (que exista una norma matricial! tal que ||A™|] — 0, n — o0), o,
lo que es lo mismo, que r,(A) < 1, donde r,(A) denota el radio espectral de la matriz A,

ro(A) = max ||
Xeo(A)

En consecuencia, el sistema de EDFs (21) es estable si y solo si r,(A) < 1, es decir, si y solo si todos
los autovalores de A estan en el interior del circulo unidad.
Si el coeficiente no homogéneo es constante (B,, = B, Vn), se tendra un vector de equilibrio estacionario

Y¥ = (Z;;l Al ’1) B, mientras que en el caso de tener coeficiente B,, variable tendremos el vector de
equilibrio dinamico (31).

Por otra parte, usando la descomposicién de Jordan de la matriz A también se puede estudiar el
comportamiento de las soluciones (23), llegandose a la misma conclusion, que el sistema es estable si y
solo si r,(A) < 1, pero esto no lo veremos en este curso.

4. EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Resolver las ecuaciones en diferencias de primer orden
(@) Yns1+2yn =1 () ynt1 =yn+n  (¢) Yrp1 =2y +1
(d) yer1 +2y: =2+t (€) Yna1 +2un =3" (f) yni1 + 2y, = sinnrw
2. Resolver las ecuaciones en diferencias lineales de segundo orden y coeficientes constantes
() Ynt2 = 4Yni1 +3Yn =2"7" (D) Ynto — 4ynt1 +3yn =3""" () Yrro +yr =2

(d) Yeto +2yir1 +ye = cosmt/2  (e) Ynyo + Yn = cosnm/2 () Yny2 = 6Ynt1 + 9y =27

1Recuérdese también que todas las normas matriciales en R* son equivalentes.
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3. Supongamos que cada lado de un tridngulo equildtero con el vértice ascendente esta dividido en
n partes iguales, que son luego utilizadas para dividir el triAngulo en tridngulos equilateros mas
pequenos, tal y como muestra la figura (para n = 4):

,,Cuantos tridngulos con el vértice ascendente de todos los tamanos hay?

4. Supongamos que los conejos se reproducen con una velocidad de tal forma que una pareja nace
cada mes a partir de una pareja mayor de dos meses. Si inicialmente hay una pareja de adultos y
ninguno muere, comprobar que el nimero total de parejas en los sucesivos meses vienen dados por
1,2,3,5,8,... (sucesion de Fibonacci). Determinar una ecuacion en recurrencia que permita calcular
el nimero de parejas en funcién de los meses transcurridos.

5. Tenemos una viga que esta inicialmente deteriorada en un 25%. Mediante un proceso catalitico, se
consigue que mensualmente se recupere un 40% de la zona deteriorada, aunque se sigue deteriorando
un 20% de la zona sana. >Cuél es la situacién a los 3 meses? >Y al cabo de mucho tiempo?.

6. Sea A, el determinante de orden n definido por:

210 ... 000
121 .. 000
12 .00 0

Ay =2, AFH;, A, = ; . n>3
000 .. 210
000 ... 121
000 .. 012

(a) Demostrar que verifica la relacion de recurrencia A, — A,—1 = A,—1 — An—2, n > 3 (0, lo que
es lo mismo, A, = 2A,,_1 — An_2)

(b) Calcular el valor de A, en funcién del orden n.
7. En el estudio ciclico de inventarios de Metzler el crecimiento del ingreso estd dado por la ecuacién

en diferencias finitas

ye = 2bys 1 —bypo2 + 1
donde 0 < b < 1 e I es un nivel constante de inversiéon auténoma. Resolver el caso en que
b=1/2, yo = 1000, y; = 1100. ;Qué ocurrira cuando t — co?

8. Transformar los siguientes sistemas lineales Y;, 11 = AY,, + B,, de orden 1 en ecuaciones de orden 2
y resolverlos:

(a)A:<_06 é),B:O (b)A:(_OG é),B:(?),
(c) A = 02 ;>’B: (d)A= 3(;1 2n/(2+1)>’B:O’
1
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9.

10.

La interaccién entre las lechuzas y las ratas, en un bosque, se puede modelizar mediante la ecuacion
en diferencias

1 1
Ly = ng + ZRk

1 )
Riy1 = —5Li+ Bk

donde Ly es la cantidad de lechuzas en el mes k y Ry la cantidad de ratas (en miles) en el mes k.
Calcular la poblacién de lechuzas y ratas en cada mes k > 1, sabiendo que L, =15y R; = 14.

Si denotamos por R; y U; las respectivas poblaciones rural y urbana en un pais en el ano ¢, medidas
en millones de habitantes, la evolucién de la migracién interna en dicho pais puede modelizarse por
el siguiente modelo lineal

Riv1= oaRe+ (1 —B)Us,

U1 = (1 —ag) Ry + BeUs, t=0,1,... (32)

siendo «; y B los porcentajes de poblacion que se quedan en la zona rural y urbana, respectivamente.

(a) Resolver el sistema (32) en el caso particular de que oy = 8; = 1/3, es decir, cuando un tercio
de cada poblacién se queda en su lugar y los dos tercios emigra, teniendo en cuenta que las
respectivas poblaciones iniciales son Ry =1y Uy = 6.

(b) {Como van a evolucionar ambas poblaciones a lo largo del tiempo?
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