TEMA 7.- PROBLEMAS CONSERVATIVOS. EL PENDULO
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1. EL PENDULO SIMPLE

Consideremos un péndulo formado por una varilla rigida de longitud dada L fijada por un extremo
a un punto fijo alrededor del cual puede girar libremente. En el otro extremo se le ata una masa m,
que supondremos suficientemente grande de forma que podremos suponer que aproximadamente toda la
masa estd concentrada en este extremo y que en comparacion la masa de la varilla es despreciable.

Para describir mejor el movimiento del péndulo con la segunda ley de Newton y estudiar las fuerzas
que actian sobre él cuando la masa esti en un determinado punto P del plano serd necesario hacer un
cambio de referencia del sistema cartesiano R = {O; 7, 7} a un sistema fijado en la posicién considerada
S ={P; 6}

Asi consideremos el origen O fijado en el extremo fijo del péndulo y que en un instante determinado
t el otro extremo estd en el punto P = P(t) (que dista L del origen O) y que forma un angulo 6 = 6(t)
(dngulo polar) con el semieje vertical negativo (6 > 0 si va en contra de las agujas del reloj y 8 < 0 si va
a su favor). Los nuevos vectores unitarios del nuevo sistema de referencia sobre P seran

e 7" = vector unitario en la direccién y sentido del vector O?.

e § = vector unitario perpendicular a 7 (en sentido positivo).
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MODELIZACION 2
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Las coordenadas del punto P y los nuevos vectores (7,6) respecto el sistema R vienen dadas por!
&)’:Lsinﬁf—Lcosej’, F:O?/ HO?H:sinGZ'—COSHj’, 0 =cosO7+sind7 (1)

Para invertir el cambio de sistema de referencia también se expresa el punto O y los vectores (7, J)
respecto el sistema S. Se tiene

m:fLF, 7=sinf7+ cosf b, 7= —cosfO7+sinff (2)

Para demostrar esto, en primer lugar, es evidente que % = —O? = —L 7. Si multiplicamos la expresion
de 7 por sinf y la de 6 por cosf y sumamos

in 07 = sin® § 7— sin f cos§ J .
sinf 7 =sin6 7— sinf cos b ] } 7=sin6 7+ cos 0 0.

cos00 = cos2 0 7+ cosfsind 7

Analogamente, si multiplicamos 7 por — cos @ y ] por sin § y sumamos, se obtiene la expresion de 7 dada
en (2).

Aplicando estas formulas para cada ¢, P = P(t), 8§ = 0(t), si denotamos Z(t) = O?(t) se tiene que la
velocidad del péndulo en el instante ¢ es

o(t) = d—x(t) d (Lsiné(t)7— LcosB(t)))
dt dt 3)
d@ .
= (LcosO(t)7+ Lsinf(t )j) ( ) = dt — () 0(t)
Ademas, derivando respecto de t en (1) se obtiene
dr d do de, . -

=== QL0

Z—z(t) c(lit (cosO(t) 7+ sinb(t) 7) = (—sinb(t) ¥+ cos 0(t) 7) Z—f(t) = —%(t) 7(t)

(sin@(t) 7 — cos0(t) 7) = (cos O(t) ¥+ sin (t) ) E( ) =

En consecuencia, el calculo de la aceleracion es inmediato a partir de (3):

. dv d (. do- 20 - do df doN? 420 -
at) = E(t) = (Ldte( )) Ldt2 0(t) + Ldt 7 (t)=-L (dt) 7(t) + LE 0(t) (4)
Observaciones:

e De (3) se ve que el vector velocidad es tangente a la circunferencia de centro O y radio L que
describe el péndulo. Ademas, ¥(t) varia con la velocidad angular 6'(t) = df/dt y

1) lI= L1 6'(@) |l -

e En (4) vemos que el vector aceleracion se puede separar en dos componentes con el nuevo sistema
de referencia:

a(t) = ar(t) (t) + ar(t) 6(1)
donde ) ,
(J,R(t) = —L (zf) s aT(t) = L%(t),

llaméndose agr(t) aceleracion radial o centripeta (que siempre se dirige hacia el origen O) y la
componente ar(t) aceleracion tangencial del péndulo, que solo se aplica cuando el angulo 6(t) va
acelerando (ar(t) = 0 si la velocidad angular ' (t) es constante).

TRecuérdese que en el plano un vector perpendicular a @ = (u1,u2) y de igual moédulo es (—us,u1).
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MODELIZACION 3

Para describir el movimiento del péndulo atin nos queda determinar las fuerzas que actian sobre el
extremo de masa m.

En primer lugar, sobre la masa m actia la fuerza constante de su peso en sentido vertical hacia abajo,
es decir, W(t) = —mgJ para todo t. Expresédndola en el nuevo sistema de referencia S usando (2)

-, —

W (t) = mgcos@(t) 7(t) — mgsind(t) 0(t) (5)

En segundo lugar, la varilla rigida ejerce una fuerza de tensidn sobre la masa que va en direccién al origen
O, por lo que se expresard como

T(t) = —77(t)

donde la magnitud 7 > 0 es desconocida. Por tanto, la resultante de fuerzas que acttian sobre la masa m
en el instante ¢ es

—

F(t) = W(t) + T(t) = (mgcosf(t) — 1) #(t) — mgsin(t) O(t) (6)

Teniendo en cuenta esta tltima expresion (6) y (4) podemos aplicar entonces la segunda ley de Newton,

—

md(t) = F(t) para describir el movimiento del péndulo

do 0 . - >

—mL (dt(t)) 7(t) + mLE(t) 0(t) = (mgcosb(t) — ) 7(t) — mgsin6(¢) 6(¢)

lo que es equivalente, separando las componentes radial y tangencial, a las dos ecuaciones escalares

2
mLfl—tf(t} = —mgsinf(t) (7
2
—mL (?j(t)) =mgcosf(t) — T (8)

Aqui tenemos, en principio, un sistema de dos ecuaciones y dos incognitas # y 7. Sin embargo, la
ecuacion (7) es una ecuacion diferencial con incognita 6(¢), independiente de 7. Si se resueve ésta, la
tension desconocida 7 se calcula directamente de despejar (8). Por ello, desde nuestro punto de vista, la
ecuacion interesante es la (7), en la que podemos simplificar la masa m en ambos miembros y obtener la
ecuacion diferencial del péndulo simple
2

% = —% sin 0 (9)
Obsérvese que es una ecuacién diferencial no lineal de orden 2, y que es independiente de la masa m. El
movimiento del péndulo solo depende de la longitud de la varilla L (méas precisamente, del cociente g/L).

El calculo de las soluciones de esta ecuacién (9) en apariencia sencilla no es nada simple. No hay
una resolucion analitica directa de esta ecuacion diferencial no lineal. Desde el punto de vista practico
para calcular soluciones de este problema se pueden utilizar métodos numeéricos, que dan aproximaciones
buenas de la funcion 0(¢) para unos valores iniciales dados 6(0) = 6, 6’(0) = wo.

Tanto para abordar el problema numérico como para calibrar el modelo en situaciones practicas
es necesario conocer las propiedades cualitativas de este modelo. Una buena forma de conocer estas
propiedades consiste en expresar la ecuaciéon (9) como un caso particular de sistema auténomo de
primer orden de dimensién 2, haciendo el cambio

{ ;iz - ( ) )lz ( (o/D)sinz ) (10)

Es decir, el problema no lineal de segundo orden (9) es un caso particular de problema auténomo no
lineal de primer orden
X'=F(X), teR, X, FelR?®
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MODELIZACION 4

2. ESTABILIDAD

Lo primero que tenemos que estudiar son los puntos criticos del sistema (10), es decir, los puntos
X, € R? que hacen F(X.) = 0. En este caso, si denotamos X, = (z,y)7,

y=0,sinz =0« z=kmr, y=0, k€ Z,

es decir, hay infinitos puntos de equilibrio, que denotaremos por Xj := (k,0)T, k € Z. Obsérvese que
los puntos (2km,0)”, k € Z corresponden al caso en el que el péndulo esta parado en el punto (—L,0) de
la circunferencia. En cambio, los puntos ((2k + 1)7,0)7, k € Z representan el caso en el que el péndulo
esta parado en el (L, 0). Recuérdese que el péndulo puede dar vueltas completas alrededor del origen O.

Como ya sabemos, para determinar el caracter de estos puntos de equilibrio linealizamos el problema
sobre cada punto de equilibrio. La matriz jacobiana es

or 0 1
X\ —(g/L)cosz 0 )’
por lo que sobre cada punto de equilibrio X, k € Z se tiene
OF 0 1
A = — X = y
= o500 = (g o)

y el comportamiento de las soluciones de cada problema lineal
U = AU (11)

alrededor del origen nos dara informacién sobre el caricter del correspondiente punto de equilibrio Xy
de (10). Es facil ver que solo hay dos posibles matrices

=55 (cam o) =55 (wn o)

correspondientes a todos los puntos Xor v Xok11, k € Z, respectivamente. Si denotamos o« = g/L > 0,
se tiene que los autovalores de estas matrices son

A1
-A

1
-2

pg()\):det(Ao—)\I):det(_ ):/\2+0z:04:>/\:i\/ai

pl()\):det(Al—)\I):det(a)\ >:A2—a=O<:>)\::t\/a

En consecuencia, como A; tiene un autovalor positivo y otro negativo, sabemos que todos los puntos
Xop+1, k € Z son puntos de silla (inestables) y que, ademaés, cerca de cada Xox11 el plano de fases de la
ecuacion no lineal (10) es similar al de la lineal (11).

Sin embargo, como los dos autovalores de Ay son imaginarios puros, el problema linealizado (11) para
k par tiene un centro estable en el origen, pero esto no nos da ninguna informacion sobre cdmo es la
estabilidad de los puntos Xoy, k € Z.

Aunque pudiera parecer poco habitual, el caso en el que la matriz jacobiana sobre ciertos puntos
criticos tiene autovalores imaginarios puros, en la préctica aparece con cierta frecuencia. Este obstaculo
en el caso del péndulo (y muchos otros) se supera teniendo en cuenta que también se puede ver como un
problema conservativo, como veremos en la siguiente seccion.

3. ESTABILIDAD DE PROBLEMAS ESCALARES CONSERVATIVOS

La ecuacién del péndulo (9) es un caso particular de los problemas escalares conservativos?

&Pz

m—y = —f(x), z,t€ R  donde f(z)=u'(z) (12)

para cierta funcion diferenciable u(x) que se denomina funcién potencial del campo conservativo
f(x). Evidentemente, esta funcién potencial es una primitiva de f(x) y, por consiguiente, no es unica.

2Estos problemas se incluyen en una clase de problemas mas amplios, los problemas Hamiltonianos.

Soledad Pérez Rodriguez @ n




MODELIZACION 5

Obsérvese que estos problemas surgen inmediatamente de aplicar la segunda ley de Newton sobre un
cuerpo de masa m cuando sobre dicho objeto actia una fuerza que solo depende de su posicién pero no
del tiempo. Los sistemas de masa-resorte con o sin amortiguamiento lineal vistos en la primera parte del
tema también pertenecen a esta clase de problemas.

Estos problemas verifican una propiedad que facilitara el estudio de la estabilidad: la ley de conservacion
de la energia mecdnica.

Para ver esto se multiplica (12) por z/(t),

ma' ()" (t) = —f ()2’ (1),

se usa que

e integramos en ambos miembros

m [*d '(5))? = — t z(s))x’(s) ds
5 | g (@) ds= = [ e ds

Haciendo el cambio w = z(s), dw = x'(s) ds en la segunda integral, tenemos

t x(t) x(t)
/O F(a(s))a! (s) ds = / , Jwd= / ) ) = (e ) —uGe(0),

y, por tanto,

% ((@'(1))? = (@(0))?) = u(x(t)) — u(z(0)).

En consecuencia, cualquier solucién de (12) que parta del punto z(0) = 2o a una velocidad z’'(0) = vy

verifica que

%m(m’(t))Q +u(e(t) = %mv% Fulw), V>0 (13)

o dicho de otra forma, si se llama,
E.(x(t)) = 2m(a'(t))? es la energia cinética del objeto que se mueve con velocidad @' (t),
E,(z(t)) = u(z(t)) esla energia potencial del objeto debida a la fuerza u'(z(t)),
E=FE[(z(t))+ Ep(z(t)) esla energia mecdnica total del objeto,

la ecuacién (13) significa que la energia mecdnica total del objeto cuyo movimiento viene dado por (12)
se conserva a lo largo del tiempo.

Podemos aplicar esto al caso del péndulo no lineal (9), que expresamos como problema auténomo
mediante (10) y es de la forma (12) con m = 1, f(z) = (g/L)sinx, cuya funcién potencial es u(z) =
—(g/L) cosz + ¢ para cualquier constante arbitraria ¢ € IR. Aunque tedricamente da igual la constante
de integracion que tomemos, en la practica se recomienda elegir la ¢ que hace que u(0) = 0, esto es,
¢ = g/L, por lo que se suele tomar como funcion potencial u(z) = (g/L)(1 — cos ). Por tanto, la energia

mecanica total del péndulo es

%(x'(t))z +4(1—cosa) = B (14)

3.1 Curvas de energia

Veamos ahora para qué se usa esta ley de conservacion en el estudio de la estabilidad de (12). En primer
lugar, expresamos dicha ecuacién como un sistema auténomo de dimensién 2 tomando y = '

DRE

Obsérvese que con esta notacion la ley de conservacion de la energia mecanica implica que si consideramos
la solucién de (15) que arranque en z(0) = xg, y(0) = yo, la energia mecénica total del sistema esta
determinada por

1
E = §my§ + u(zo),
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MODELIZACION 6

por lo que dicha solucion estara sobre la curva de nivel de la funcién

H(z,y) = 5y + u(z) (16)

o curva de energia Cg en el plano XY dada por
Cp = {(z,y) € R? tal que H(z,y) = E}.
Como todas las curvas integrales de (15) conservan la energia, si estudiamos como son las curvas de
nivel de (16) variando E € R conoceremos cémo se comportaran las soluciones de (12).
3.2 Curvas de energia del péndulo simple

Para simplificar la presentaciéon, consideremos el problema del péndulo no lineal (10) suponiendo sin
pérdida de generalidad que (¢g/L) = 1. Por tanto, sus curvas de energia seran las curvas de nivel de la
funcién .

H(I,ZJ) = §y2 + (1 - COSI),

Asi, para cada valor inicial z(0) = xg, y(0) = 2'(0) = yo, se tiene el nivel
E= %yg + (1 —=coszp) >0
y la correspondiente curva de energia
Cr ={(z,y) € R tal que 3y>+ (1 —cosz)=FE}
= {(x,y) € R? tal que y> —2cosz = A},
A=y?—2coszg>-2, E=A4/2+1
Dependiendo de cuanto valga A > —2 se tendran distintos tipos de curvas de energia.

e SiA=-2(E=0): (z,y) € Cgsiysolosiy=0,cosz =1, esto es, la curva de energia solo esta
formada por los puntos
Co = {(2km,0) : ke Z}
e Si A> -2 (F > 0): para que Cg contenga puntos del plano, se necesita que

A
y? =2coszx+A>0 @cosxz—g

Dependiendo de la posicion de A pueden ocurrir varias situaciones diferentes:

———————— ---—l<—A2< 1
------- —A/2=-1
———————————————————————————————————————————————————————— —A/2 < -1

> Si—2<A<2(0< E <2): existe x; = arccos(—A/2) € (0,7) tal que

cosx > —A/2, Vzxe U [—z1 + 2km, x1 + 2k7]
kez

Por tanto, la curva Cg estard formada por la unién de las graficas de y?> = A+ 2cosx en cada
uno de los subintervalos [~z + 2k7, 21 + 2k7|, k € Z. Ademas, por la periodicidad del coseno,
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Figura 1: Curvas de energia del péndulo (10)

la grafica de la funcién en cada uno de estos subintervalos es la misma que la que se tiene en el
intervalo [—x1,71]. En este intervalo y?> = A+2cos r esté bien definida y su grafica es la union
de las dos ramas y = +v/ A + 2 cos z, que se anulan justamente en los bordes z = +x,. Cada
rama por separado es derivable en el interior pero en los bordes la derivada se va a infinito o,
lo que es lo mismo, la recta tangente a la curva en x = +x es la vertical. En consecuencia,
para cualquier constante A en este rango, la curva de energia correspondiente va a ser la unién
de funciones de perfil eliptico (aunque no son exactamente elipses). En la Fig. 1 se pueden
ver algunas de estas curvas en color azul.

» Si A=2(F =2): este es el caso limite del anterior en el que z; = 7. En este caso, la curva
de energia es la unién de curvas elipticas cerradas que tienen la misma forma y que contactan
unas con otras en los puntos ((2k + 1)7,0), k € Z. En la Fig. 1 esta curva est4 representada
en color rojo.

» SiA>2(FE>2): y>=A+2cosx > 0 para todo x € R, por lo que la grafica de esta curva
constara de dos ramas, una positiva y otra negativa, y = £/ A + 2 cos z, que nunca cruzan el
eje X. La rama positiva tendrd una gréfica similar a la del coseno (aunque algo més "aplanada"
debido a la raiz cuadrada) pero que oscilard en y € [v/A — 2,/ A + 2], mientras que la negativa
es simétrica a ella respecto al eje X. En la Fig. 1 se pueden ver algunas de estas curvas en
color negro.

Ejercicio: deducir el sentido en el que se recorren estas curvas de energia cuando ¢t > 0 aumenta.
(Recuérdese que el vector tangente a la curva integral que pasa por el punto (z,y) es ¥ = (2/,y)).

3.3 Estabilidad a partir de la energia potencial

Estudiando las propiedades de las curvas de energia del sistema, la estabilidad de los puntos criticos de
estos problemas conservativos (12) nos la determinara la funcion potencial u(z). Como los puntos criticos
(si los tiene) seran los puntos

X, = (2,007 tal que f(z.) =0 yu'(z.) = f(xe) =0,

en consecuencia, son candidatos a ser extremos de la funcion potencial (podrian ser también puntos de
inflexion).

Teorema 1 Si la energia potencial tiene un minimo relativo en un punto critico del sistema (15) dicho
punto critico es estable.

Si la energia potencial alcanza un mdzimo relativo en un punto critico del sistema (15) dicho punto
critico es inestable.
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MODELIZACION 8

Si aplicamos este teorema al caso del péndulo no lineal (9), que ya sabemos que tiene potencial
u(z) = (g/L)(1 — cosz), y consideramos los puntos criticos de la forma {(2k~,0), k € Z}, cuyo caracter
no pudimos determinar con el plano de fases, se tiene que v'(2kw) = f(2kn) = 0, u” (2kn) = f'(2kw) > 0.
Por tanto, dichos puntos de equilibrio son minimos relativos de la funcién potencial y, por el teorema
anterior, todos son estables.

Si lo aplicamos a los puntos criticos {((2k+1),0), k € Z}, se tiene que v’ ((2k+1)7) = f((2k+1)7) =
0, u’((2k + 1)w) = f'((2k + 1)7) < 0, por lo que dan méaximos de la energia potencial y por tanto, son
inestables como ya sabiamos.

Para demostrar el Teorema 1, hay que utilizar varias propiedades de las funciones convexas, que son
conocidas por cualquier estudiante que haya hecho un curso elemental de calculo infinitesimal (se puede
consultar [3] por ejemplo):

Lema 2 Sea u(z) una funcion con derivada sequnda continua en IR

u’(z.) > 0, entonces (xe,u(z.)) es un minimo
u(ze) para todo x tal que v — x| < §1. Ademds,
0 para todo x # x. y u(x) es convexa (cdncava

1. Si en un punto z. € IR se tiene que u'(z.) =0 y
local de u(x), es decir, existe 61 > 0 tal que u(z) >
en dicho entorno de radio 61 se tiene que u'(x) #
hacia arriba).

2. En las condiciones del apartado anterior, en el entorno cerrado x € [z — 01,2 + 01] los valores
mdzimos de u(z) se deben tomar en los extremos x = . — 61 0 * = x. + 01. En consecuencia,
si o = min{u(z. — 61),u(ze + 01)} > u(ze), por el teorema de los valores intermedios, existirdn
0 < d2 <01, 0 < 03 < 01, tal que u(xe — d2) = u(xe + 03) = 4 y para todo x € (xe — da,x + I3) se
tiene u(z.) < u(z) < .

3. Si en un punto x. € IR se tiene que u'(z.) =
local de u(x), es decir, existe 01 > 0 tal que u(z
en dicho entorno de radio 5, se tiene que u'(x
hacia arriba).

0y u(x.) <0, entonces (xe,u(xe)) es un mdximo
) < u(ze) para todo x tal que |z — x| < 61. Ademds,
) # 0 para todo x # x. y u(x) es concava (concava

En el siguiente grafico podemos ver lo que se afirma en los apartados 1y 2 en el caso en que @ = u(z.—d1),
por lo que se puede tomar ds = 4.

u(z)

Te — 01 Le o+ 09 To+ 07 €z

Demostracion del Teorema 1.- Tomemos una funcién potencial u(z) tal que el punto critico z. (f(ze) = 0)
es ademas un cero de u(z), u(z.) = 0. Esto es posible ya que u(x) es cualquier primitiva de f(z), por lo
que el problema de valor inicial de primer orden

siempre tiene solucion u(x) tnica.

Por otra parte, por simplicidad podemos suponer que el punto critico es el origen (z.,0) = (0,0) sin
pérdida de generalidad. Si z. # 0 basta con hacer el cambio de variable z = & — x, para obtener un
sistema del tipo (12), mz"” = —g(z), que tiene como punto de equilibrio el origen ¢g(0) = f(x.) = 0 con
potencial w’(z) = g(z) verificando w(0) = 0, w’(0) = g(0) = f(ze) = u'(x.) = 0.
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MODELIZACION 9

Demostracion de la primera afirmacion del Teorema 1: Por hipotesis tenemos el punto critico (x,,0) =
(0,0) que es un cero y un minimo relativo del potencial u(x), es decir, u(0) = v/(0) = 0y «”(0) > 0. Sile
aplicamos el apartado 2 del Lema 2, se tiene que existen d; > 0, 05 > 0y @ > 0 tal que u(—d2) = u(d3) = @
y para todo = € (—da,03) se tiene 0 = u(0) < u(z) < @ y u(x) es convexa.

Para demostrar que este punto critico es estable tenemos que ver que tomando valores iniciales
(2(0),y(0)) = (wo,yo) suficientemente cercanos a dicho punto (0,0), la solucion de (15) que arranca
en dichos valores iniciales permanecera cerca del (0,0) para todo t € IR.

Tomemos entonces un vector inicial (zg,yo) tal que |zo| < ¢ := min{ds,ds} e yo es suficientemente
pequeno tal que el nivel de energia de esta solucion

1
E = imyg +u(zo) < @

Esto es siempre posible porque existen infinitos yy tal que

1
§my(2) < —u(zo)  |yo| < vV/2/mr/t —u(zo) < K10, para cierta K7 > 0,

pues, como @ = u(d), (6 = =8y 6 & = d3), se tiene |@ — u(xg)| = @ — u(zo) = u(d) — u(z) < Ka|d — 0| <
K>9.

En consecuencia, la solucion (z(t),y(t)) de (15) que arranca en este (xo, o) caerd para todo ¢ sobre
la curva de nivel

1
Cr = {(z,y) € IR? tal que imy2 +u(z) = E} donde el nivel F verifica u(zg) < E < 4 (17)
Aplicando el teorema de los valores intermedios se tiene que existirdn 0 < §4 < §, 0 < 5 < § tal que
u(—=d4) = u(d5) = Fy 0 < u(x) < E para todos los puntos z € (—d4,d5) y, ademés, x¢ € (—d4,d5). Si

estudiamos la curva de nivel Cg (17) anterior en el intervalo cerrado = € [—dy4, d5] se tiene que en todos
estos puntos la coordenada y verifica

y%ZQW—u@DZO®y=i¢sz—M@

m
por lo que su representacién gréfica en el plano XY es simétrica respecto el eje OX, s6lo se anulaen z = —d,
y & = 05, y solo tendra problemas de derivabilidad cuando & — (=d4)" y @ — (J5)~. Por tanto Cg serd
una curva cerrada en XY que en el eje OX toma valores maximos en los extremos z = —d, y © = d5 y en

el eje OY se mueve en y € (—+/2E/m, \/2E/m). Como ademés 2E/m = y2 +(2/m)u(zo) y como al estar
7o suficientemente cerca del 0 por Taylor se tiene que 0 < u(zo) = u(0) + v’ (0)xo + u”(0)23/2 + O(zd) =
" (0)2¢/2 + O(x}), se obtiene

2F 2K

para ciertas cotas K3 > 0, K4 > 0 de tamafno moderado. Por tanto, todos los puntos (z,y) de la curva
cerrada Cg estaran contenidos en un entorno del origen de longitud K¢§, K = max{1l, Ky, K4} y, por
tanto, la solucién que arranca en un punto suficientemente cercano (g, yo) del punto de equilibrio (0, 0)
permaneceran siempre cerca de dicho punto de equilibrio para todo ¢, por lo que dicho punto es entonces
estable.

Demostracion de la seqgunda afirmacion del Teorema 1: Ahora tenemos que el punto critico (z.,0) = (0,0)
es un cero y un méaximo relativo del potencial u(x), es decir, u(0) = «’'(0) = 0y «”(0) < 0. Por el apartado
3 del Lema 2, se tiene que existe d; > 0 tal que para todo = € (=41, d1) se tiene u(z) < u(0) =0y u(z)
es concava. En este caso siempre podremos encontrar un valor inicial (z,yo) suficientemente cerca del
origen tal que

1
E = imyg + u(zg) >0

Si dibujamos la curva Cg con este nivel de energia en el entorno = € (—d1,d1) se tiene que E > 0 > u(x)
por lo que en todos estos puntos la coordenada y verifica

2 2F
2= 2 (E- >"=>0
= (B-u(@) 2 = >
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MODELIZACION 10

por lo que su representacion grifica en el plano XY es simétrica respecto el eje OX, pero y # 0 para todo
z. De hecho, y > /2E/m 6 y < —\/2E/m y es derivable en todos los puntos. Por tanto, por muy cerca
que tomemos los puntos (zo, yo) al origen, siempre habra valores de t para los que (z(t),y(t)) € Cg estan
lejos de dicho punto de equilibrio. En consecuencia, es un punto de equilibrio inestable. O

4. EL PENDULO CON PEQUENAS OSCILACIONES

En el caso en que 0(0) = 6y y 6'(0) = 6], son pequenos, en la préactica el péndulo se comporta como un
oscilador armoénico. Esta es la propiedad que aplicé Christiaan Huygens en 1656 para construir el primer
reloj de péndulo®. Hasta la década de los afos 30 del siglo pasado, en el que se disefiaron los primeros
relojes de cuarzo, los de péndulo fueron los relojes méas precisos y méas usados.

Como hemos visto anteriormente, si 6y ~ 0, 0, = 0 estariamos cerca del punto de equilibrio (0,0) que
es estable, al igual que lo es como punto de equilibrio del sistema linealizado (11) para k = 0, por lo que
la solucién permanecerd cerca de dicho punto cuando ¢ aumenta. De hecho, en este caso de pequenas
oscilaciones, el problema linealizado (11) es una excelente aproximacion del problema no lineal.

Expresando este problema linealizado en el origen en términos de una ecuacién escalar de segundo
orden tenemos )

0 __9, (18)
dt? L
Esta ecuaciéon es exactamente la misma que la del sistema masa-resorte sin amortiguamiento que vimos
en el Tema 4 y, en consecuencia, el péndulo linealizado se moverd con un movimiento armaonico simple
de frecuencia w = \/g/L y periodo T = 2m\/L/g siempre que 6 sea suficientemente pequeiio.

Sin embargo, hay que tener en cuenta que esta aproximacién no sirve cuando el sistema produce

oscilaciones grandes.

5. PERIODO DEL PENDULO

Observando las curvas de energia del péndulo en la Fig 1 se ve claramente otra propiedad cualitativa
interesante: si partimos del reposo (y = 0) las soluciones de la ecuacion (9) son periddicas, es decir,
si 0/(0) = 0, existe T > 0 tal que 6(t + T) = 6(t), pero no podemos asegurar que sea armoénico.
Evidentemente, esto incluye el caso en el que 6y = kw, k € Z en el que la solucién es la estacionaria
0(t) = km, Vt > 0.

Partiendo de este hecho, se puede calcular teéricamente su periodo:

Teorema 3 Periodo del péndulo no lineal en reposo sin friccion: Si el péndulo no lineal modelizado
por (9) parte de la posicion 6(0) = 6y en reposo (6'(0) = 0) su periodo viene dado por la integral eliptica

de primera especie
L [™? d
T=4,"2 / P in()2) (19)
9 Jo \/1—r2sin®¢

Demostracion: En esta propiedad se sobreentiende que 0y # krw, Vk € Z. Ademas, como lo que pasa
en todos los intervalos de longitud 27 se repite, podemos suponer sin pérdida de generalidad que 6y €

(_71—7 7‘—) - {0}
Normalmente tenemos en mente que 8 y df/dt son funciones de t pero sabemos que, por el teorema
de la funcién implicita, también podemos ver ¢ y, en consecuencia df/dt, como funciones de 0, es decir,

L= 10), 0) = T 0) = 5— (20

Por una parte, como por la regla de la cadena, en general

d d do
SHO®) = SO) S

y por otra p p
5 ((760)?) =27(0) 5(/(6)),

3Parece que usando una idea original de Galileo Galilei de unos 30 afios antes.
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MODELIZACION 11

aplicandolo a la f(6) en (20), tenemos

d a2 1 d )
S0 = 55 = 5 5 ((F0)?)

y, por tanto, la ecuacion del péndulo (9) resulta

S (7)) = Lo

Integrando en ambos miembros entre 6y y 6,

3/ ej (%) as=4 [ j<sm.s> ds

y en consecuencia

1
5 (7O = (£(80))?) = % (cos6 — cos ).
Como 0 = 0y cuando t = 0,
de
0o) = — =0'(0)=0
fo0) =5, =00 =0,
por lo que multiplicando ambos miembros de la igualdad anterior por L? queda
1 2
3 (L Ccllf) = gL (cosf — cosby) . (21)

Para despejar df/dt hay que extraer las dos raices posibles ++/cos — cosfy. Aqui hay que diferenciar si
0o es positivo o negativo para seleccionar el signo de df/dt y garantizar que cosf — cosfy > 0, teniendo
en cuenta que ¢'(0) = 0:

Sify>0: necesariamente —0y < 0 < 6y, 6 es decreciente por (9) = 6'(¢t) <0,t>0

Sify <0: necesariamente 6y < 6 < —60y, ¢ es creciente por (9) =0'(t)>0,t>0

En consecuencia, de (21)

Sify>0: L%:—\/QQL\/COSQ—COSQ(), —0p < 6 < by
Sify<0: L%Z\/?QL\/COSG—COSG(L Oy < 0 < —0y

Veamos el caso 0y > 0 (dejandose como ejercicio estudiar el caso y < 0). De lo anterior, separando
las variables tenemos

L db
dt = _\/;\/0059 —cosby’ —bo <6 <
Si llamamos T' > 0 al periodo de oscilacion, necesariamente 6(T) = 6. Como se mueve a intervalos
regulares (recordemos que se mueve en el vacio, sin rozamiento), a la mitad del periodo llega hasta la
maxima distancia en el lado negativo 6(T/2) = —6y y vuelve a la posicion inicial en t = T pasando por
el punto de equilibrio en ¢t = T'/4 y t = 3T/4. Por tanto, cuando t € [0,7'/4], la variable 6 va desde 6
decreciendo hasta 0. Asi que si integramos la igualdad anterior

T/4 L [° e L [% o
dt == — - —_—— = — _—
/0 2g /90 vcos 6 — cos by 2g /0 vcosf — cos by

En la integral de la derecha aplicamos la formula trigonométrica cosf = 1 — 2sin?(8/2), con lo que
tenemos, denotando r = sin(y/2),

Vcosf — cos By = v/24/sin?(0y/2) — sin(0/2) = rv/2+/1 — (sin(6/2)/7)2

Haciendo el cambio

sin(0/2) = rsing = /1~ (sin(6/2)/r)? = cos ¢, dﬁ N %

y teniendo en cuenta que cuando § = 0, ¢ = 0 y cuando § = 6, sin¢ = sin(fy/2)/r = 1, por lo que
¢ =m/2, se llega a la expresion de T (19) buscada. O
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6. EJERCICIOS PROPUESTOS

1. Considérese el medallon de un péndulo simple de 1 m de longitud que parte del reposo pero se
impulsa de modo que lleva una velocidad angular inicial de 7 rad/s (para simplificar los calculos,
tomar como valor para la aceleracion de la gravedad g = 10 m/s?).

(a) Establecer la ecuacion que describe la variacion del angulo que forma la varilla con la vertical
asi como los valores iniciales en este caso.

(b) Esbozar la curva de energia que pasa por los valores iniciales considerados. A partir de esta
curva de energia, jcoémo se va a mover el medallén del péndulo a medida que pasa el tiempo?

(c¢) Calcular el correspondiente problema de valor inicial del péndulo linealizado sobre el punto de
equilibrio (0,0) y resolverlo para los valores iniciales considerados.

(d) Representar graficamente la solucion obtenida en el apartado anterior. ;Hay alguna relacion
entre esta grafica y la obtenida en el apartado (1b)?

2. Un péndulo simple vibra en un medio resistente en el cual el amortiguamiento es proporcional a la

velocidad angular instantanea, por lo que su movimiento viene gobernado por la ecuacién
d*0 g . db
ﬁ:—zsmﬁ—ﬂa, 0(0):90, 9'(0)296, tZO, B>O (22)

(a)
(b)
(c)
(d) Si es posible, esquematizar el diagrama de fases cerca de cada punto critico, deduciendo el
caracter de dichos puntos segtn sea el valor del coeficiente de friccion 5.

. Esta ecuacién es conservativa?
Expresar la ecuacién como un sistema auténomo de orden 1.

Calcular sus puntos criticos.

3. Un péndulo simple vibra en un medio en el cual el amortiguamiento es proporcional a la velocidad
angular instantanea. Si la masa del péndulo pasa a través de la posicién de equilibrio § = 0 en
t = 0 con velocidad wvy:
(a) Deducir la ecuacion que gobierna el movimiento de dicho péndulo.
(b) Para valores moderados de 6, aproximar sin 6 ~ 6 y obtener la ecuacion linealizada en el origen.

(¢) Demostrar que el angulo 6 que forma la cuerda del péndulo con la vertical es

V) I} 2
0 = 2eht/2 sin wt, w= g_(Z
w L 2

donde f es la constante de amortiguamiento y L es la longitud del péndulo.

(d) Encontrar g si la distancia recorrida durante un ciclo completo es la mitad de la del ciclo
previo.

4. Consideremos el problema conservativo

Pz 3
— =-—x—
dt?

(a) Hallar una expresion de la conservacion de la energia.
(b) ¢{Como son sus curvas de energia? Esbozar al menos tres curvas de energia de niveles representativos.

(c) Deducir la estabilidad de los puntos criticos del problema a partir de las curvas de energia.

5. Supongamos que el movimiento de un sistema masa-resorte con fuerza restauradora no lineal viene
descrito por la ecuacién diferencial

d’*x

(a) ;Cuaéles son sus puntos criticos? Analizar su estabilidad.
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MODELIZACION 13

(b) Hallar una expresion de la conservacion de la energia.
(¢) ;Coémo son sus curvas de energia?
(d) Si para ¢t = tg se tiene x(tp) = xo y @' (o) = v, {cudl es el maximo desplazamiento desde la

posicion de equilibrio? ;Cudl es la velocidad de la masa cuando pasa por = = 07

6. Supongamos que el movimiento de una masa m estd gobernado por la ecuacion ma” = ka donde
k > 0. Hallar las soluciones estacionarias del sistema. ;Qué podemos decir acerca de la estabilidad
de dichas soluciones estacionarias?

7. Consideremos una masa m localizada en 7 = xi + yf, donde z e y son funciones del tiempo. La
masa se mueve libremente en el plano XY en ausencia de gravedad y por tanto la distancia L desde
el origen puede variar con el tiempo (la masa no esta conectada al origen con una varilla como un
péndulo)

(a) Usando el mismo cambio de coordenadas introducido para el estudio del péndulo, averiguar la
expresion del vector velocidad.

(b) Demostrar que el vector aceleracion es
d? L A d?9 | dLdo\ -
i= (2 )a=(22 (Y Jre (29 +222% ) g
“ (dt2>x (dt2 (dt) )TJF( TR dt)

. . . db . . L .
¢) Si L es independiente de t y — es constante, dibujar las trayectorias. >Qué direccion tiene
dt
a? >Es esto razonable?

(d) Si 6 es independiente de ¢, dibujar posibles trayectorias. Usando el apartado (b), demostrar
que la aceleracion esté en la direccién correcta.

8. Consideremos una masa m localizada en ¥ = zi + yf, donde z e y son funciones del tiempo.
Supongamos que sobre m so6lo acttia una fuerza que depende de L cuya direccion es 7y de magnitud
—g(L), denominada fuerza central (L no es constante como en el ejercicio 7 anterior).

(a) Deducir las ecuaciones diferenciales que gobiernan al angulo 6 y a la distancia L (usar el
apartado (b) del ejercicio 7).

do
(b) Demostrar que LQE es constante derivando respecto de t. A esta propiedad se le llama ley

de conservacion del momento angular.

9. Consideremos una particula aislada con una carga positiva ¢, y masa m. localizada entre dos
particulas fijas de carga positiva g,, ¥ gp, respectivamente. La fuerza eléctrica entre dos cargas

viene dada por —F% (cargas del mismo signo se repelen y cargas de distinto signo se atraen),
T

donde F' es una constante eléctrica universal, ¢; y g2 son las dos cargas y r es la distancia entre las
dos cargas.

(a) Sila carga g, esta localizada a una distancia y de una de las particulas fijas, demostar que

Py _ el g Gelps

m. &Y
“dt? y? (ro —y)?

donde rg es la distancia entre las dos cargas fijas.
(b) Calcular la posicion de equilibrio de la particula de carga ge.
(c) (Es la posicion de equilibrio estable? ;Es razonable tu conclusion?
10. Las oscilaciones pequenas de un péndulo simple tienen un periodo de 2 seg. Determine la longitud

del péndulo. Encuentre la longitud correspondiente de un péndulo simple que tiene dos veces este
periodo.
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11. El medallén de un péndulo simple de 50 cm de longitud se desplaza de manera que la cuerda
del péndulo forma un angulo de 1° con la vertical. Si el péndulo se suelta de esta posicion: (a)
Encontrar el dngulo 6 que la cuerda forma con la vertical en cualquier tiempo. (b) Determinar la
frecuencia de la vibracion. (c) Calcular la distancia recorrida por el medallon del péndulo durante
un periodo. (d) Expresar la velocidad y aceleracion del medallon en el centro de su trayectoria en
coordenadas cartesianas.

12. Repetir el problema 11 anterior para un péndulo de 2 m de longitud. Comparar los resultados con
los obtenidos en dicho problema y extraer conclusiones.

13. Repetir el problema 11 para un péndulo de 1 m de longitud que parte del mismo desplazamiento
inicial (1° con la vertical) pero que lleva una velocidad angular inicial 6'(0) = 0.5°/s.
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