AUTOEVALUACION DE MODELIZACION (SOLUCIONES)

TEMA 2: ECUACIONES EN DIFERENCIAS LINEALES
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MODELIZACION 2

1. El modelo de B.J. Ball y E. Smolensky para una economia cerrada se basa en el sistema siguiente

Co=cY1, Ki=0Y1, Yi=C+ K- Ky,

donde C} designa el consumo en el ano ¢, K; es el stock de capital, Y; es el producto nacional neto
y ¢ y o son constantes positivas.

(a)
(b)
()

Dar una interpretaciéon econémica de estas ecuaciones.
Deducir una ecuacién en diferencias para Y;.

Hallar condiciones necesarias y suficientes para que las soluciones de esta ecuaciéon tenga
oscilaciones explosivas.

Resolucion.-

(a)

La primera ecuacién nos dice que el consumo en un ano depende proporcionalmente al producto
nacional del ano inmediatamente anterior, creciendo cuando el producto crece y disminuyendo
si lo hace el producto. La segunda ecuacién nos dice que con el stock de un ano ocurre lo
mismo que con el consumo. Finalmente, la tercera ecuacion nos dice que el producto nacional
de un ano es igual a la suma del consumo de dicho ano y el exceso de stock respecto el ano
anterior, esto es, Ky — K;_1.

Incluyendo las dos primeras ecuaciones en la tercera tenemos que
Yi=cYi1+0Yi1—0Y,o=Y,—(c+0)Yio1+0Y,2=0, t>2,

lo que es una ecuaciéon en diferencias lineal de coeficientes constantes y orden 2.

El polinomio caracteristico de esta ecuacion es

p(&) =€ —(c+o)+o

cuyas raices son

c—i—a—\/g c—i—o—i—\/Z

_ — 2 _
9 RSES 5 A= (c+0)” —4o.

& =

Dependiendo del signo de A tendremos un tipo de solucion.

e SiA>0,& >0y, como el término independiente del polinomio es positivo, £1&, = o > 0,
se tiene & > 0. Por tanto, en este caso no puede haber oscilaciones explosivas.

e SiA=0,& =& = (c+0)/2 >0, por lo que las soluciones tampoco pueden oscilar.

e Si A < 0, las dos raices son complejas conjugadas, & = & = |&]e?, donde 0 es su
argumento, por lo que las soluciones serdn de la forma

Y; = C11&|" sin 0t + Cy|&5|" cos 0t
por lo que solo habra oscilaciones explosivas en el caso en el que |€2| > 1, esto es,
si(c+o)? <40 y |&] > 1.

Para ver si esto es posible,

T L e R

y, por ser cantidades positivas, (¢ + 0)? < 40 si y solo si 0 < ¢ + o < 24/, lo que solo es
posible si 24/ — o > 0, es decir, si o € (0,4). Juntando las dos condiciones necesarias y
suficientes, se tendran oscilaciones si y solo si

oce(l,4), 0<c<2yo—o.
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MODELIZACION 3

2. Mercado duopolista: Supongamos que solo dos empresas A y B fabrican la totalidad de cierto
producto. Supongamos que mediante estudios de mercado se ha llegado a las siguientes conclusiones:

(a) El 50% de los consumidores que compran durante un mes el producto fabricado por A volvera
a hacerlo el mes siguiente, y el resto cambiaré al producto fabricado por B.

(b) El 25% de los consumidores que compran durante un mes el producto fabricado por B volvera
a hacerlo el mes siguiente, y el resto cambiara al producto fabricado por A.

Si llamamos A,, y B, las cantidades vendidas por las empresas A y B, respectivamente, durante el
mes n (teniendo en cuenta que A,, + B, es el mercado total del mes n), formular un modelo que
represente la evolucién temporal de estas cuotas de mercado. Resolver el modelo en el caso en el
que las cuotas iniciales son Ag = 20, By = 30 y estudiar qué pasara con dichas cuotas a lo largo del
tiempo.

Resolucion.- Teniendo en cuenta las hipotesis (a) y (b) el modelo es

1 3
An+1 = §An + ZBn

1 1
B,y = §An + an

Si llamamos Y;, = (A, B,)7T, esto es los mismo que escribir el sistema

Yn+1 = AYna A=

N~ N
== W

Para transformalo en una ecuacion escalar de segundo orden, construimos la matriz Q cuya primera
fila es, por ejemplo, QT = (0,1) y su segunda fila es Q3 = QT A = (1/2,1/4). Por tanto,

0 1 ) 1, 0 1
Q= 1 1 ) detQ:*§7£0a Qilz 2 ) A:QAQilz 1 3
2 1 10 11

Asi que multiplicamos la ecuacién Y, 11 = AY,, por Q y aplicamos el cambio Z,, = QY,, y obtenemos
el sistema més simple Z,,1 = AZ,. Si denotamos Z,, = (2,1, zn,g)T, este sistema resulta

1
Zn+l,l1 = Zn,2y Zntl,2 = Zzn,l + Z«Zn,z

Llamando v,, = 25,1 esto se reduce a
1
Un+1 = Zn,2, Un42 = Zn+4+1,2 = Zvn + zvnjtla
lo que es una ecuacion de segundo orden escalar
3 1
’Un+2 — E’Un_;,_l — Z’Un = O

El polinomio caracteristico de esta ecuacién es
3 1
2 Ze
PO =&~ 16—
que tiene dos raices reales, & = —1/4, & =1, por lo que la solucion general es

1 n
v, = C1 + Oy (—4) , VC.,Cy e R.

Por tanto, deshaciendo los cambios,

— ol
+
>
/T\
NG
N——
3
— I
—

1 n
1
Z, = C4 + Oy () 1 =Y, = Q*IZn =C;
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MODELIZACION 4

Finalmente, exigiendo las condiciones iniciales Yy = (Ao, By)T = (20,30)7, se obtiene la solucién

buscada
1 n 1 n
A,=30—-10(——-) , B,=20+10(—=| .

En consecuencia, cuando n — oo se tendrd que A,, — 30 y B, — 20, por lo que la empresa A
terminaré teniendo mas cuota de mercado que la B.

3. Sin calcular la solucién de las siguientes EDFs, estudiar sin son estables o no:

(a) 4ynt2 + 3Ynt1 + 2y, =siny/n, n > 0.
(b) 4Ypi2 + 3Ynt1 +8yn = VP +1,n > 0.

Resolucion.-

a) Para ver si son estables aplicamos el teorema que dice que una ecuacién de la forma y, 1o +
+
1Yn+1 + aoyn = dy, es estable si y solo si |ag] < 1y |a1| < 1+ ap. En este ejemplo, tenemos
que dividir por 4 la ecuacién para dejarla en forma monica, por lo que

3
ag=- <1, a1:i<1+a0,

v la ecuacién es estable.

8
(b) En este caso, aplicando lo mismo que en el apartado anterior, tenemos que ag = 1 > 1, por lo

que la ecuacién no puede ser estable.
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