AUTOEVALUACION DE MODELIZACION (SOLUCIONES)

TEMA 5. MODELOS EN ECUACIONES DIFERENCIALES
ORDINARIAS LINEALES. EL OSCILADOR ARMONICO
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MODELIZACION 2

1. Se encontré experimentalmente que cuando se ancla una bola metélica de masa 100 gr a un resorte
vertical en reposo, este se estira 5 cm.

(a) Siconsideramos que sobre el mismo sistema masa-resorte vertical actiia una fuerza de rozamiento
lineal con coeficiente de friccion ¢ = 1, establezca la ecuacion diferencial que describe el
movimiento de dicho sistema a lo largo del tiempo. ;Es un sistema sub o sobreamortiguado?

(b) Si la bola inicialmente se coloca 1 cm por encima del punto de equilibrio y se impulsa hacia
arriba con una velocidad de 20 cm/s, hallar la funcién que describe la posicion de la bola en
cualquier instante de tiempo. Esbozar una grafica de dicha funcién. ;La bola vuelve a pasar
por el punto de equilibrio del sistema en algin momento?

Resolucion.-

(a) La ecuacion que modeliza un sistema de masa-resorte vertical con friccion lineal es
1 !/
my’ +cy + ky = —mg

donde m es la masa, k la constante del resorte, c el coeficiente de friccion y g ~ 10 m/s?
es la aceleracion de la gravedad. Del enunciado tenemos que m = 100 gr= 0.1 Kgy ¢ = 1.
Para calcular la constante del resorte usamos que el punto de equilibrio del sistema esti en
ye = —0.05 m. Por tanto, para que la fuerza del resorte compense el peso de la masa tiene

que ocurrir que
mg 0.1-10
kyp =—mg = k=——=—
vE g ye | —0.05
Para saber si es un sistema sub-amortiguado tenemos que calcular las raices del polinomio

caracteristico p(A) = mA? + ¢\ + k que son

—cE+ Ve —4km

2m

= 20.

A:

Como ¢ —4km =1-4-20-0.1 = —7 < 0, es un sistema sub-amortiguado.

(b) Este apartado nos da las condiciones iniciales del sistema, con lo que tenemos el problema de
valor inicial

my” +cy’ +ky=—-mg, y(0)=—-0.05+0.01=-0.04, %'(0)=0.2

Para resolverlo, hacemos el cambio z = y — yg = y + 0.05, con el que este problema se
transforma en el homogéneo

mz’ +cz' +kz=0, 2z(0)=0.01, 2 (0)=0.2
Del apartado anterior tenemos el polinomio caracteristico y sus raices

et EZ1 14 VT
P p— ;m k. _ 02\ﬁz:—5i5\fn’

Por tanto, la solucién general de la ecuacién es
2(t) = Ae P sin(wt + ¢g), w=5V7, A, ¢ €R.
Exigiendo las condiciones iniciales, obtenemos el sistema de ecuaciones

z(0) = Asin ¢ = 0.01 N Asin¢g = 0.01
2'(0) = =5 Asin ¢g + wA cos ¢g = 0.2 Acospg =0.25/w

Asi que se obtiene
A? =0.01* + (0.25/w)* = A =0.021,
0.01w

tan ¢0 = 70 25

= ¢o = 0.49,
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MODELIZACION 3

y, por tanto, la solucién es
2(t) = 0.021e™ 5 sin(wt + 0.49).

Deshaciendo el cambio, la funcién que describe el movimiento vertical de la bola a lo largo del
tiempo es
y(t) = —0.05 + 0.021e " sin(wt + 0.49)

cuya grafica es

-0.035

-0.04

-0.045 -

-0.05 -

-0.055

-0.06

En consecuencia, la bola pasa infinitas veces por el punto de equilibrio, aunque a partir de los
dos segundos, el movimiento serd imperceptible en la practica.
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MODELIZACION 4

2. Se encontr6 experimentalmente que cuando se ancla una bola metalica de masa 5 kg a un resorte
vertical en reposo, este se estira 40 cm en el vacio. (Nota: tomar la aceleracion de la gravedad como
g =10 m/s?)

(a) Se empuja la bola hacia arriba 20 cm por encima de la posiciéon de equilibrio y se suelta.
Establezca el modelo diferencial que describe la posicion de la bola en funcion del tiempo y
resuélvalo. ;Seguira la bola un movimiento arménico simple? Esboce la solucién.

(b) Suponga que en lugar de lo anterior, cuando el sistema esta en reposo se le aplica una fuerza
externa al sistema F'(t) = 3sin(5¢). Establezca el modelo diferencial que describe la posicion de
la bola en funcion del tiempo y resuélvalo. ;jSeguira la bola un movimiento arménico simple?
i Hay resonancia? Esboce la solucién.

Resolucion.-
1. La ecuacion que modeliza un sistema de masa-resorte vertical sin friccion es
1
my" + ky=—mg

donde m = 5 es la masa, k la constante del resorte y g ~ 10 m/s? es la aceleracion de la gravedad.
Como en el gjercicio anterior, para calcular la constante del resorte aplicamos que

5-10
kyg = —mg = k:—@:—izl%.
YE —-0.4

Como, ademaés, nos dan valores iniciales, tenemos que resolver el problema de valor inicial
5y" + 125y = =50, y(0) = —0.4+0.2=-0.2, ¢'(0)=0.
Para resolverlo hacemos el cambio z = y + 0.4, obteniendo el sistema homogéneo equivalente
2" +252=0, 2z(0)=0.2, 2 (0)=0.

Calculamos las raices del polinomio caracteristico p(A\) = A\? +25 = 0 que son complejas conjugadas
A = £54, por lo que la solucién general de la ecuaciéon es

z(t) = Asin(5t + ¢o), A, P € R,

por lo que la bola va a seguir un movimiento arménico simple de frecuencia 5. Ademaés, imponiendo
las condiciones iniciales

L A=02,

0ol

2(0) = Asingg = 0.2 _
{ Z'(0) = 5Acosoq50 =0 %o =

por lo que la solucién particular buscada es
. T
z(t) = 0.2sin(5¢ + 5), t >0,
y el movimiento de la bola en el resorte vertical es (deshaciendo el cambio)

y(t) = —0.4 + 0.2 sin(5t + 2)7 t>0.

2. En este caso, el problema de valor inicial es
5y" + 125y = —50 + 3sinbt, y(0) = —0.4, %' (0) =0,
o con el cambio visto anteriormente,
52" + 125z = 3sinbt, 2(0) =0, 2'(0)=0.

La solucién general de la homogénea es la misma que en el apartado anterior, 2" (t) = Asin(5t+¢y),
pero ahora hay que buscar una solucién particular de la completa. Como vemos que la fuerza externa
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MODELIZACION 5

vibra con la misma frecuencia w = 5 que el sistema masa-resorte, sabemos que hay resonancia
mecanica y, por tanto, la bola no seguird un movimiento armonico simple. Ademés, dicha fuerza
externa, 3sin 5¢, es solucion de la ecuacién homogénea, por lo que para resolver la ecuacién tenemos
que buscar soluciones particulares del tipo

z(t) = t (A1 sin 5t + Ag cos 5t) ,
por lo que
2'(t) = (A1 —5Ast) sin 5t+(As+5A1t) cos5t, 2" (t) = (—10A2—25At) sin 5t+(10A4; —25Ast) cos 5t.
Llevando esto a la ecuacion resulta,
—50A4 sin 5t + 5047 cos 5t = 3sinbt, t >0,

de donde se obtiene directamente que A; = 0, A, = —3/50, por lo que la solucion general de la
ecuacién es

z(t) = Asin(5t + ¢g) — itcos 5t.

50
Imponiendo los valores iniciales tenemos
z(0) = Asingg =0 3
3 = =m, A= — =0.012.
2/(0) =5Acos gy — 5 =0 o= 250

Obsérvese que podria haberse tomado también ¢y = 0,4 = —0.012, pero se prefiere tomar la
amplitud A positiva. Por tanto, la soluciéon buscada es

y(t) = —0.4 + 0.012sin(5¢ + 7) — %t cos 5t,

lo que hace que el movimiento de la bola se amplie cada vez mas hasta que el sistema se rompe.
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