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1 Introduccion

El teorema de Hahn-Banach asegura la existencia de una amplia variedad de funcionales lineales sobre un espacio normado,
satisfaciendo cualquier propiedad «razonable» que se les pida. En este sentido, dicho teorema constituye la base de la teoria de
la dualidad.

Es mds propio hablar de «teoremas» de Hahn-Banach, en plural, que de «teorema» de Hahn-Banach, en singular, porque
existen varias versiones equivalentes de este resultado (no nos ocuparemos aqui de probar tales equivalencias), que se pueden
agrupar en dos categorias: la analitica (donde se incluyen los llamados teoremas de extensién mayorada y de extensioén continua),
y la geométrica (que corresponde a diversos teoremas de separacién de conjuntos convexos por hiperplanos).

Aunque en buena parte de todo lo estudiado hasta ahora se ha denotado el cuerpo escalar por K, asumiendo que K puede ser
R 6 C, indistintamente, en este punto sera util introducir, siquiera de forma temporal, una nueva terminologia.

Diremos que X es un espacio vectorial real (respectivamente, complejo) si x,y € X implica x+y € X, y si para cualquier
ndmero real (respectivamente, complejo) & y cualquier x € X, se tiene que ax € X. Es claro que todo espacio vectorial complejo
es también un espacio vectorial real.

Del mismo modo, una funcién compleja ¢ definida sobre un espacio vectorial complejo X es un funcional lineal complejo si

Px+y)=0x)+o(y) y o¢lax)=ap(x) (ryeX, aecC).

Una funcioén real ¢ definida sobre un espacio vectorial real o complejo X es un funcional lineal real si lo anterior se verifica para
todo o € R.
Si u es la parte real de un funcional lineal complejo f, esto es, si u(x) es la parte real del nimero complejo f(x) para todo

x € X, es facil comprobar que u es un funcional lineal real. Entre f y u se tienen las siguientes relaciones:
Proposicion 1.1 Sea X un espacio vectorial complejo.

(i) Siu esla parte real de un funcional lineal complejo f sobre X, entonces

Fx) =u(x) —iu(ix) (xe€X). (1)

(ii) Siu es un funcional lineal real sobre X y se define f mediante (1), entonces f es un funcional lineal complejo sobre X.
(iii) Si X es un espacio vectorial normado 'y f y u estdn relacionados como en (1), entonces || f|| = ||u||.

Demostracion. Sean o, B nimeros reales, y sea z = o+ if3 € C. La parte real de iz es —f3, asi que

7 =Rz —iR(iz). 2)

Dado x € X, se tiene

Rif (x)] = Rf(ix) = u(ix),
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por lo que (1) sigue de (2), con z = f(x).
Bajo las hipdtesis (ii), es claro que f(x+y) = f(x)+ f(y) y f(ax) = o f(x) para cualesquiera x,y € X y a € R. Como

también tenemos

Flix) = u(ix) —iu(—x) = u(ix) + iu(x) = if(x) (x€X),

f es lineal complejo.
Por dltimo, puesto que |u(x)| < |f(x)| (x € X), necesariamente ||u|| < || f||. De otra parte, para cada x € X existe o0 € C, con

|| =1, tal que o f (x) = | f(x)|. Entonces

[f ()] = ef (x) = flox) = uox) < u] [[ox] = [|u| [}x]]-

La arbitrariedad de x € X ya prueba que || f| < ||u]|. O

2 Version analitica

Decir que una funcién F es una extension de otra f significa que el dominio de F contiene al de f, y que F(x) = f(x) para todo
x en el dominio de f. Por otra parte, si los espacios X D M son los dominios de los funcionales lineales F' y f, respectivamente,

las normas ||F|| y || f]| se calculan en relacién a los dominios correspondientes; es decir,

11 =sup{[f(x)| :x €M, [lx]| <1}, [|F|| =sup{|F(x)| : x €X, [lx|| < 1}.

Las versiones analiticas del teorema de Hahn-Banach son teoremas de extension. El de extension mayorada viene a decir que,
en espacios vectoriales, es posible extender un funcional f definido sobre un subespacio M a otro definido sobre todo el espacio
X, respetando la mayoracion previamente existente de f sobre M por un tercer funcional subaditivo y positivamente homogéneo
sobre X. El de extensién continua garantiza que, en espacios normados, es posible extender un funcional lineal continuo definido
sobre un subespacio a otro funcional lineal continuo definido sobre todo el espacio, sin incrementar la norma de la extensién

respecto a la del funcional extendido.

2.1 Extension mayorada

Recordemos la siguiente

Definicion 2.1 Una seminorma en un espacio vectorial X sobre el cuerpo K es un funcional v : X — R que cumple los siguientes

axiomas:
(i) (homogeneidad positiva) v(Ax) = [A|v(x) (A € K, x € X);

(ii) (subaditividad) v(x+y) < v(x)+Vv(y) (x,y € X).
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Teorema 2.2 (Hahn-Banach, extensién mayorada) Sea X un espacio vectorial, sobre el que estd definido un funcional v : X —

R que verifica las siguientes propiedades:

vix+y) <v(x)+v(y) (xy€X);

virx)=rv(x) (r>0,xeX).
Sean M un subespacio vectorial de X y g un funcional lineal definido sobre M, satisfaciendo:
Rg(m) <v(m) (meM).
Entonces existe un funcional lineal f en X que extiende a g, es decir, f(m) = g(m) (m € M), y cumple que
—v(—x) <Rf(x) <v(x) (x€X).
Si, ademds, v es una seminorma, se tiene

A< v (xeX).

Demostracion. Distinguiremos tres casos.

3)

“4)

®)

(6)

(N

Caso real: primera extension. Consideramos en primer lugar el caso K =R y extendemos el funcional g al subespacio Y obtenido

al sumar una recta a M. Mds precisamente, dado x € X \ M, ponemos

Y =M®span{x} =M & {Ax: 1 € R}.

Para definir un funcional lineal & sobre Y que extienda a g y siga dominado por v, escribimos:

h(m+Ax)=g(m)+Aa (meM, A €R),

siendo @, es decir, el valor de h(x), una constante a determinar de forma que se tenga

gm)+Aa<v(m+ix) (meM, L ecR).

Fijemosme My A € R. Si A > 0, dividimos por A4 la expresién

gm)+Aa <v(m+ Ax)
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y usamos la linealidad de g, junto con (4), para obtener:
(5)+e Lem) +4a] < Lv(m+ Ax) v(5+x)
= =—[g(m —V(im+Ax)=v(—+x).
8\ A8 =2 p

Escribiendo u = m/A, que es un vector de M tan arbitrario como m, deducimos que « debe cumplir:

guy+a<vu+x) (WmeM),
de donde

o <v(ut+x)—glu) ueM). (3)

Si A <0, dividimos por —A la expresién
gm)+2Aa < v(m+ Ax)
para obtener:
1 1
—I[g(m) +Ao] < —Iv(m—l—lx).
La linealidad de g y (4) conducen a
(-7)-e=v (-5
8\77 = X

Considerando ahora w = —m/A, que, de nuevo, es un vector de M tan arbitrario como m, obtenemos la otra condicién que debe
verificar a:

gw)—a<v(w—x) (weM),
de donde

gw)—viw—x)<a (weM). )

Noétese finalmente que cuando A = 0, la desigualdad

glm)+Aa < v(m+Ax)

no aporta ninguna informacién sobre o, pues se reduce a la condicién

g(m) <v(m) (meM),

que es la hipoétesis (5).

Debemos entonces encontrar ¢ € R que satisfaga simultdneamente (8) y (9), es decir,

gw)—viw—x) <o <v(u+x)—gu) (wueM).

OCW-ULL 2022
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Ahora bien usando (5) y (3), para cualesquiera w,u € M tenemos

8(u) +8(w) = glu+w) <v(u+w) <v(utx)+v(w—yx),

0, equivalentemente,

gw) = v(w—x) < v(u+x)—g(u),

obteniéndose asi:

sup{g(w)—v(w—x):weM} <inf{v(u+x)—g(u):ueM}. (10)

Por tanto, podemos tomar como ¢ cualquier nimero real comprendido entre el supremo y el infimo en (10), ambos inclusive. Si

la desigualdad en (10) es una igualdad, ese valor comtn es la tnica eleccién posible de .

Caso real: extension definitiva. Para finalizar la demostracion en el caso K = R, podriamos pensar en iterar la extension realizada
en la primera etapa, aumentando en cada paso una dimension al subespacio obtenido en el paso anterior, hasta llegar a X. Ahora
bien, como el nimero de etapas puede ser infinito, es necesario formalizar esta induccidn transfinita mediante alguna de las
herramientas equivalentes disponibles al efecto: el axioma de buena ordenacién de Zermelo, el lema de Zorn o el principio de

maximalidad de Hausdorff. Nos valdremos de este dltimo:
Todo conjunto no vacio parcialmente ordenado contiene un subconjunto totalmente ordenado maximal.

El conjunto & al que aplicaremos el principio de maximalidad de Hausdorff va a estar formado por todos los pares de la
forma (M*, g*), donde M* es un subespacio de X que contiene a M y g* es un funcional lineal sobre M* que extiende a g y estd
dominado por v sobre M*. Si M = X no hay nada que probar, por lo que podemos suponer que M C X, y en tal caso la primera
parte de la demostracién asegura que & no es vacio. Ordenamos parcialmente & mediante la siguiente relacién: diremos que
(M*,g*) < (M**,g**) cuando M* C M** y el funcional g** extiende al funcional g*. Entonces, el principio de maximalidad de
Hausdorff proporciona una subcoleccion € de &7, totalmente ordenada y maximal.

Sea ® = {M* : (M* g*) € Q}. Como ® estd totalmente ordenado por la inclusién, M = U{M* : M* € ®} es un subespacio
vectorial de X, que contiene a todo M* € ® y, por tanto, también contiene a M. Ahora definimos un funcional f sobre M como
sigue. Dado x € M, elegimos M* € ® de forma que x € M*, y ponemos f(x) = g*(x). Al estar Q totalmente ordenado, el valor
de f(x) no depende del par (M*,g*) que usemos para definirlo. Ademds, f es un funcional lineal sobre M, que extiende a g y
estd dominado por v. Si M C X, podriamos aplicar la primera etapa de la demostracién para obtener un par estrictamente mayor

que (M, f), contradiciendo la maximalidad de Q. Asi pues, M = X y f(x) < v(x) (x € X). Por dltimo, esta desigualdad implica

lo que proporciona (6).

Fin de la demostracion: caso complejo y mayoracion por seminormas. Para completar la demostracién del teorema debemos
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suponer que el espacio vectorial X es complejo y verificar que si v es una seminorma, se cumple (7). Resolveremos este caso

reduciéndolo al caso real.

Dado un espacio vectorial complejo X, consideremos el correspondiente espacio vectorial real Xg. Andlogamente, si M es
un subespacio vectorial de X consideramos Mg, que es un subespacio de Xg. Supongamos que g es un funcional lineal sobre M
que verifica Rg < v. Denotando u = Rg, encontramos que u es un funcional lineal sobre My verificando u < v. Como tenemos
resuelta la extension en el caso real, existird un funcional lineal U sobre Xp que extiende a u y sigue dominado por v. Por la

Proposicion 1.1, U es la parte real de un tnico funcional lineal sobre X, al que denotamos f. Tenemos asi que

Rfx)=Ux) <v(x) (xeX).

Ademés, f extiende a g, pues

8
=
g

[
=
g

[

u(m) =Rg(m)  (me M),

y ya que tanto g como la restriccién de f a M estdn univocamente determinados por su parte real, se concluye que f(m) = g(m)

para todo m € M.

Por dltimo, supongamos que Vv es una seminorma que mayora a R f, y veamos que se tiene (7). En efecto, fijado x € X, basta

escribir |f(x)| = af(x), con ¢ € K,

o| = 1, para obtener:

If ()] = af(x) = fox) = Rf(ax) < v(ax) = || v(x) = v(x).

2.2 Extension continua

Teorema 2.3 (Hahn-Banach, extension continua) Sean X un espacio normado, M un subespacio de X y g € M'. Entonces

existe [ € X' que extiende a g, tal que || f|| = ||g]|-
Demostracion. Por hipétesis tenemos que
lg(m)| < lig|l lIml|~ (m € M).

Tomamos

v(x) = gl Ixl] - (x e X).

Entonces v es una seminorma en X, y aplicando el Teorema 2.2 obtenemos un funcional lineal f : X — K que extiende a g y

satisface

I <l [lxll (x € X).

En particular, f € X'y | f]| < ||g||- Obviamente, ||g|| < |||, y se concluye que || f]| = ||g]|- ]

OCW-ULL 2022 ANALISIS FUNCIONAL
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2.3 Abundancia de funcionales

En esta seccidn trataremos de justificar nuestra afirmacién inicial, segtin la cual el teorema de Hahn-Banach asegura la existencia
de una amplia variedad de funcionales lineales sobre un espacio normado, satisfaciendo cualquier propiedad «razonable» que

se les pida.

Corolario 2.4 Dados un subespacio cerrado M de un espacio normado X y un punto xo € X \ M, existe f € X', con

~lxoll
Ifll = Do)’

tal que f(M) = {0} y f (x0) = [lxol| # 0.

Demostracion. Sea

My=M®@span{xp} ={s+Axp:s€M, L €K}.

La aplicacion
g: My — K

x=s+Axg — gx)=2A]x0]
es un funcional lineal y continuo sobre M que satisface las condiciones requeridas.

En efecto, el funcional g es lineal. Pues si o € Ky six=s+Axg € My, cons € My A € K, se verifica
ox = as+ adxo,
por lo que
g(ax) = ol x| = og ().

Si, ademas, consideramos z =t + xg € My, cont € My u € K, se verifica:
x+z=(s+1)+ (A + u)xo,

por lo que

g(x+2) = (A +u)lxoll = A llxol[ + [lxoll = g (x) +2(2) -

Finalmente, el funcional g es continuo. Para comprobarlo, recordemos que, siendo lineal, g es continuo si, y sélo si, g es acotado,

lo que ocurre si, y s6lo si,

sl —sup{'g(x)' :xeMo\{o}} o

]

ANALISIS FUNCIONAL OCW-ULL 2022



8/23 I. MARRERO

Ahora bien,

g ()]

[l

lell = sup{

_ Al lxoll .
_SUP{Hs—i—?onH tseM, A e K\ {0}

:xeMo\{O}}

[lxol| }
= _ M., A K\ {0
S“p{ns/uxon sEM, A cRA{0)

1
= ||x0] sup{ ts EM}
[Is —xol|

_ l
inf{|ls—xol| : s € M}

x|
d(xo,M)’

con d (xg,M) > 0. Ademés, claramente

g(M) = {g(s) :s € M} = {0},

mientras que

g (x0) = [[xol| # 0.

Llegados a este punto, para obtener f basta aplicar el teorema de extension continua (Teorema 2.3). (]

Corolario 2.5 Para cualquier vector xy de un espacio normado X, existe f € X' tal que f (xo) = ||xo||. Cuando xo # 0, se puede

elegir f de modo que ||f| = 1.

Demostracion. Si xp = 0, basta tomar f = 0. En caso contrario, la aplicacién del Corolario 2.4 a M = {0} y xo € X \ M

proporciona f € X’ tal que
[lxol|

171 = Frmeagy =

y f(x0) = [|xo]- O

Observacion 2.6 Del Corolario 2.5 se deduce, en particular, lo siguiente: si U es la bola unidad abierta (respectivamente,
B es la bola unidad cerrada) de X y xo € X \ U (respectivamente, xo € X \ B), existe f € X' tal que |f(x)| < 1 para todo
x € U (respectivamente, x € B), pero f (xo) = ||xo|| > 1 (respectivamente, f(xo) = ||xo|| > 1). Se dice por ello que f separa U

(respectivamente, B) de xy.
Corolario 2.7 Dados un espacio normado X y puntos x,y € X con x # y, existe f € X' tal que f(x) # f(y).

Demostracion. Aplicando el Corolario 2.5 a xg = x —y # 0, se obtiene f € X' tal que

Jx) = f(y) = f(x—y) = fxo) = [lxoll = [lx=y] #0,

OCW-ULL 2022 ANALISIS FUNCIONAL
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con lo cual f(x) # f(y). O

Observacion 2.8 El Corolario 2.7 se resume diciendo que el funcional f separa x de y, o, mds globalmente, que X' separa los
puntos de X. Una consecuencia inmediata e interesante de este resultado es que cualquier espacio normado no trivial tiene dual

no trivial.

2.4 Otras aplicaciones

A continuacién recogemos mdas consecuencias interesantes del Teorema 2.3. Comenzamos destacando la siguiente

caracterizacion de la adherencia de un subespacio.

Teorema 2.9 (Clausura de un subespacio) Sea M un subespacio vectorial de un espacio normado X, y sea xo € X. Entonces x

estd en la clausura M de M si, y sélo si, para todo f € X' que se anula en M se tiene que f (xo) = 0.

Demostracion. Si xo € M, entonces xg es limite de una sucesién de elementos de M. Por continuidad, para todo f € X’ tal que
f(x) =0 (x € M) se debe tener f(xp) = 0.
Reciprocamente, si xo ¢ M, el Corolario 2.4 proporciona f € X’ tal que f(x) = 0 para todo x € M (en particular, para todo

X € M), pero f(xg) #0. O

El siguiente resultado es de fundamental importancia en teoria de dualidad.

Teorema 2.10 (Expresion dual de la norma de un vector) Sea X un espacio normado. Para todo x € X, se tiene:

[lxl| = max {|f(x)| : f €X', [[f] < 1}.

Demostracion. Fijemos x € X. Si f € X’ con ||f]| < 1, entonces

L < AN < [1ll,

asi que

sup {|f(0)|: feX', £ <1} < |x].

La conclusién deseada sigue del Corolario 2.5. (I

Definicion 2.11 Si X, Y son espacios normados, denotamos por $B(X ,Y) la familia de todos los operadores lineales acotados de

XenY.

Se comprueba sin dificultad que la norma de operadores

IT] = sup{[|Tx[| : x € X, [lxl| <1} (T € B(X,Y))

ANALISIS FUNCIONAL OCW-ULL 2022
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dota efectivamente a %(X,Y) de estructura de espacio normado. ;Bajo qué condiciones es %(X,Y) un espacio de Banach? El

teorema siguiente da respuesta a esta pregunta.

Teorema 2.12 (Completitud del espacio de operadores lineales continuos) Sean X # {0} e Y espacios normados. El espacio

de operadores B(X,Y) es completo si, y sélo si, Y es completo.

Demostracion. Supongamos en primer lugar que Y es completo, y que {7, },_; es una sucesién de Cauchy en Z#(X,Y). Dado

€ >0, existe N = N(€) € N tal que

| Twx — Toux|| < ||Tn — Tl |x]] < €|lx]|  (x € X, n,m > N). (11)

Por tanto, para cada x € X, la sucesién {7,x}>_, es de Cauchy en Y, y la completitud de Y asegura que existe lim,, e, T,x = T'x

(x € X). Como la norma es continua, tomando limites cuando m — oo en (11) encontramos que

ITx—Tx|| <eg|lx]| (x€X,n>N),

IT,—T||<e (n=N).

Como

1T < 17wl + 1 Tw =T,

se concluye que T € #(X,Y) y que {7, };_, converge a T en A(X,Y).
Reciprocamente, suponiendo que #(X,Y) es completo, veamos que ¥ también lo es. Dada una sucesién de Cauchy {y, }_,

enY, fijamos f € X'\ {0} (Observacion 2.8) y definimos

La sucesién {7, }, _, es de Cauchy en (X ,Y ), pues

1T = Tull = £ lyn = ymll - (n,m €N).

Al ser #(X,Y) completo, {7}, _, convergerd en #(X,Y) a un cierto operador 7. Como

[Tox = Tx|| < | T, =T |l (x€X, neN),

deducimos que la sucesion {f(x)y,},_, = {Tnx},_, converge en Y, cualquiera que sea x € X. Para completar la prueba basta

con elegir x € X tal que f(x) = 1. O

OCW-ULL 2022 ANALISIS FUNCIONAL
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Como tltima aplicacién, demostraremos que todo subespacio de dimensién finita de un espacio normado es complementado.

Definicion 2.13 Sea M un subespacio cerrado de un espacio normado X. Se dice que M admite complementario, o que es un
subespacio complementado, en X cuando existe otro subespacio cerrado V de X tal que X =M BV, estoes, X =M+V y

MnV ={0}.

Teorema 2.14 (Subespacios complementados) Si M es un subespacio de dimension finita de un espacio normado X, entonces

M estd complementado en X.

Demostracion. Sea {uj,u,,...,uy} una base de M. Las coordenadas de cada vector x € M dependen linealmente de x, es decir,

existen funcionales lineales g1, g, ...,gn sobre M, tales que

N
x= Z gr(x)ug
k=1

es la tinica expresion de cada x € M como combinacion lineal de los elementos de la base. Puesto que M es un espacio normado

de dimension finita, para k = 1,2,...,N tenemos que g € M’, y el Teorema 2.3 proporciona f; € X’ que extiende a g;. Como

fk(x)fj(uk) :fj(x) —fj(x) =0 (X GX, ]: 1,...,N),

I

N
i (x— )y fk(x)uk> = fi(x) -
k=1

el subespacio cerrado V = NY_, 4 (fi) complementa a M. O

3 Version geométrica

Al estudiar las consecuencias de las versiones analiticas del teorema de Hahn-Banach, hemos podido observar que de ellas se
derivan resultados de separacién, en el sentido de que funcionales lineales continuos toman valores distintos sobre conjuntos
disjuntos (seccién 2.3). En la presente seccién veremos que existe una identificacion entre ndcleos de funcionales lineales
continuos e hiperplanos cerrados, de manera que los resultados de separacion antedichos se pueden traducir en términos
geométricos de separacion de conjuntos disjuntos por tales hiperplanos. Ademads, estudiaremos bajo qué condiciones es posible

efectuar separaciones de este tipo.

3.1 Espacios cociente, hiperplanos y funcionales lineales

Sean X un espacio vectorial cualquiera y M un subespacio de X. El espacio vectorial cociente X /M es el conjunto de todas las

clases de equivalencia de X médulo M, es decir, la coleccion de todos los subconjuntos de X de la forma
x+M={x+m:meM} (x€X).

La aplicacién lineal 7 : X — X /M definida por 7(x) = x+ M se denomina proyeccién candnica cociente.
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Si X es un espacio normado cualquiera y M un subespacio cerrado de X, para cada una de las clases de equivalencia x + M
definimos

|x+ M| =inf{|[x+m| :me M} =inf{||x—m| :me M} =d(x,M) (x<X).

Se comprueba que de esta forma obtenemos una norma en X /M, a la que llamamos norma cociente. Conviene observar que de la
condicién ||x+ M| = d(x,M) = 0 se deduce que x € M = M y, por tanto, x +M = 0, razonamiento que exige que M sea cerrado
en X. La omisién de este requisito proporcionaria una seminorma en X /M, pero no una norma.

La siguiente propiedad resultara util.

Proposicion 3.1 Sean X un espacio normado y M, N subespacios cerrados de X, con M cerrado y N de dimension finita.

Entonces M + N es cerrado.

Demostracion. Supongamos que N = span{xp,...,x,} y consideremos la proyeccién canénica cociente 7 : X — X /M. Se tiene
que mw(N) = span{m(x;),...,7(x,)} es un subespacio de dimensi6n finita, y por lo tanto cerrado, de X /M. Puesto que T es

continua, 7! ((N)) = M + N es también cerrado. O

Definiciéon 3.2 Un hiperplano en un espacio vectorial X es un subespacio propio maximal de X.
Proposicion 3.3 Sean X un espacio vectorial y H un subespacio de X. Los siguientes enunciados son equivalentes:
(i) H es un hiperplano.
(ii) Existe v € X \ H tal que X = H @ span{v}.
(iii) El subespacio H tiene codimension 1 (por definicion, la codimension de H es la dimension de X /H).

(iv) Se cumple que H = A (f) para cierto funcional lineal f # 0 sobre X. En tal caso, se dice que {f =0} es la ecuacién de
H.

Demostracion. (i) = (ii) Si H es un hiperplano en X y se toma cualquier v € X \ H (que existe porque H C X), el subespacio

generado por H y v contiene estrictamente a H, asi que

X={h+Av:heH, A €K}. (12)

Ahora, si h = Av para ciertos h € H y A € K, necesariamente A = 0, pues lo contrario resultaria en la contradiccién v € H.

(ii) = (i) Reciprocamente, si se cumple (ii) entonces H C X y cualquier otro subespacio M de X que contenga a H coincide con
X o con H seglin que M contenga o no al vector v.

(i) = (iii) Sean H y v como en (ii), y sea @ : X — X /H la proyeccién candnica cociente. Escribiendo x € X en la forma

x=h+Av,conh € Hy A €K, encontramos que 7(x) = Ax(v) con m(v) # 0, de modo que X /H = span{m(v)}.
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(iii) = (i) Reciprocamente, si H es un subespacio y v € X es tal que m(v) # 0 genera X /H entonces para todo x € X existe
A € K tal que w(x) = An(v) = m(Av), es decir, x — Av = h para algin h € H, probando que X = H + span{v}. Comov € X\ H

esta suma es directa, y se verifica (ii).

(iv) = (iii) Supongamos que H = .4 (f) para cierto funcional lineal f # 0 sobre X. Como la dimensién del rango de un funcional

lineal sélo puede ser 0 6 1, necesariamente

dimX/H =dimX /A (f) =dimZ(f) = 1.

(if) = (iv) Por ultimo, si se verifica (12) para algiin v € X \ H, basta definir el funcional lineal f sobre X por f(h+ Av) = A para

establecer (iv) y completar la prueba. (|

Definicion 3.4 Sea X un espacio vectorial. El trasladado de un hiperplano se denomina hiperplano afin. Si H = xo + Hyp, con
Xo € X, es un hiperplano afin, si {f = 0} es la ecuacion del hiperplano Ho, y si f(xo) = o, entonces H={x € X : f(x) = a}, y

se dice que H tiene ecuacién {f = a}.

Proposicion 3.5 Sean X un espacio normado y H un hiperplano afin de ecuacion {f = a}.

(i) Si H no es denso en X, entonces es cerrado en X.

(ii) El hiperplano afin H es cerrado en X si, y solamente si, el funcional lineal f es continuo.

Demostracion. Como la topologia de un espacio normado es invariante por traslaciones, no se pierde generalidad suponiendo que
H es un hiperplano. En tal caso, para probar (i) basta tener en cuenta que la clausura de H es un subespacio de X que contiene a

H y apelar a la maximalidad de H.

Estableceremos ahora (ii). Si el funcional f es continuo, entonces H (la antiimagen del cerrado {0} mediante f) es también
cerrado. Reciprocamente, asumamos que H es cerrado, de modo que su complementario X \ H es abierto y no vacio, y que f es

real. Sea xo € X \ H y supongamos, para fijar ideas, que f(xo) > 0. Existe r > 0 tal que U (xo,7) C X \ H, donde

Uxp,r)={xeX:|x—xo| <r}.

Afirmamos que

f(x) >0 (xeUlxp,r)). (13)

En efecto, admitamos (para alcanzar una contradiccién) que f(x;) < 0 para algtin x| € U (xo, 7). El segmento

{x =1 —=t)xo+1x1 :1 €[0,1]}
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estd contenido en U (xg,7) y, siendo esta bola un subconjunto de X \ H, necesariamente f(x,) # 0 (¢ € [0,1]); pero f(x;) = 0 para

tzﬂe(o,l),

f(x0) = f(x1)

contradiccién que prueba (13). De (13) resulta que
flxo—rz) >0 (z€U(0,1)).

Por tanto, f es continuo, con

171 < ()

Si el funcional f es complejo entonces H tiene codimensién real 2, asi que el hiperplano real {Rf = 0} es la suma del
subespacio real cerrado H con un subespacio de dimensién real 1, y, consecuentemente, es cerrado (Proposicién 3.1). Lo que
acabamos de probar obliga a que Rf sea continuo, y como f(x) = Rf(x) —iRf(ix) (x € X), se concluye que f es también

continuo. O

3.2 Problemas de separacion

Sea X un espacio vectorial real y consideremos un hiperplano afin H = {x € X : f(x) = a}, donde f # 0 es un funcional lineal y
o € R. Dicho hiperplano determina dos semiespacios H" = {x € X : f(x) > a} yH = {x € X : f(x) < a}. Diremos que dos
conjuntos no vacios A,B C X estdn separados por el hiperplano H, o también que H (o f) separa los conjuntos A 'y B, si dichos
conjuntos estdn situados en semiespacios distintos de los dos determinados por H.
Notese que, en definitiva, la separacién de dos conjuntos no vacios A y B se traduce en la existencia de un funcional lineal
f # 0 sobre X verificando
fla) < f(b) (a€A, beB),

0, equivalentemente,

sup{f(a):a €A} <inf{f (D) : b € B}.

Reciprocamente, cuando esto ocurre y o es cualquier nimero real tal que f(a) < a < f(b) para cualesquiera a €Ay b € B,
entonces el hiperplano afin de ecuacién {f = o} separa A y B.

Como los semiespacios son conjuntos convexos, es evidente que si H separa A y B entonces también separa a sus envolventes
convexas; asi pues, si queremos separar conjuntos por un hiperplano, no se pierde generalidad suponiendo que se trata de
conjuntos convexos. Por otra parte, ejemplos elementales en R? (cf. fig. 1) muestran que si alguno de los conjuntos no es
convexo entonces, aunque sean disjuntos, puede no existir un hiperplano que los separe. Se verd que en espacios de dimension
finita siempre es posible separar dos convexos disjuntos cualesquiera, pero que este resultado no tiene por qué ser cierto en

espacios de dimensién infinita, a menos que se impongan condiciones adicionales (como, por ejemplo, que uno de ellos sea
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L

Figura 1. El conjunto A no es convexo y no puede ser separado del conjunto B por un hiperplano en R2, aun cuando ANB = 0.

abierto, o que uno sea cerrado y el otro, compacto).

La separacion de conjuntos convexos adquiere un gran interés prictico en los llamados problemas de optimizacion convexa,
cuyo estudio excede los objetivos de este curso.

Observemos finalmente que, en virtud de la Proposicién 1.1, el problema de la separaciéon de convexos se puede plantear

también cuando X es un espacio vectorial complejo, pero su resolucion se reduce siempre al caso real subyacente.

3.3 Funcional de Minkowski

Con las Proposiciones 3.3 y 3.5, hemos visto que existe una intima conexidn entre hiperplanos y funcionales lineales. Tal como
acabamos de remarcar en la seccién precedente, si pretendemos separar conjuntos mediante hiperplanos, hemos de garantizar la
existencia de funcionales lineales satisfaciendo propiedades «razonables», y para ello deberemos recurrir al teorema de Hahn-
Banach. Introducimos en esta seccion el llamado funcional de Minkowski, que serd utilizado como funcional mayorante en la
aplicacién del teorema de extensiéon mayorada de Hahn-Banach (Teorema 2.2) a la hora de obtener los funcionales necesarios.

Para definir esta nueva herramienta necesitamos introducir el siguiente concepto.

Definicion 3.6 Se dice que un subconjunto U de un espacio vectorial X es absorbente cuando para cada vector x € X existe

a >0 tal que x € aU.

Si U es absorbente entonces 0 € U, y U debe contener un punto en cada direccién del espacio: para cada x € X tenemos un

1 1

a>0talque oo 'x € U. SiU es, ademds, un conjunto convexo, el segmento de extremos 0 y o™ "x estard contenido en U, luego
U contendrd un segmento no trivial en todas las direcciones del espacio X, cuya longitud dependerd de la direccién. Por tanto,
podemos contemplar 0 como una especie de «punto interior» de U.

Cualquier entorno de cero en un espacio normado proporciona un ejemplo de conjunto absorbente, pero no son los tnicos:
el subconjunto de R? formado por la unién de sendos discos cerrados de radio 1 con centros en los puntos (—1,0) y (0,1), junto

con el segmento que une (0, 1) con (0,—1), es un conjunto absorbente que no es entorno de cero.

Definicion 3.7 Sean X un espacio vectorial y A C X un conjunto absorbente. El funcional de Minkowski de A se define sobre X
por

v(ix)=wva(x)=inf{a >0:x€ ad} (x€X).
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Notese que el hecho de que A sea absorbente garantiza que el funcional de Minkowski de A estd bien definido.
Proposicion 3.8 En las condiciones de la Definicion 3.7, se verifica:
(i) v(rx)=rv(x) (r>0, xX).
(ii) Si A es convexo, entonces v(x+y) < v(x)+v(y) (x,y € X).
(iii) Si A es convexo y equilibrado (esto es, si pA C A para todo escalar p con |p| < 1), entonces v es una seminorma.
(iv) SiA es convexoyponemos B={xeX :v(x)<1},C={xeX:v(x) <1}, entonces BCACCyVvg=V=Vc.
Supongamos adicionalmente que el espacio X es normado.

(v) SiA es abierto, entonces existe M > 0 tal que

0<v() <M[x| (rex). (14)

(vi) Si A es convexo y abierto, entonces A={x € X : v(x) < 1}.

Demostracion. La homogeneidad positiva (i) se infiere de la definicién de v. En efecto, como 0 € A se tiene que v(0) =0, y (i)

se verifica trivialmente para r = 0, mientras que si r > 0, podemos escribir:

v(rx):inf{a>0:rx€OcA}:inf{Oc>0:x€ gA}
r
=inf{rf >0:x€ BA} =rinf{f >0:x€ A}

=rv(x) (x€X).

La subaditividad (ii) se deduce de la convexidad de A. Para probarla, dados x,y € X y € > 0 usamos la definicién de infimo

para hallar 0 < @ < v(x)+€/2y 0 < B < v(y) + &/2 tales que x € @A, y € BA. Obtenemos entonces:

A+ﬁA) C (a+P)A,

x+y€aA+ﬁA:(a+ﬁ)((X+,B OC—i-,B

donde para la inclusién se tiene en cuenta que las combinaciones convexas de elementos de A permanecen en A.

Consecuentemente

vix+y) <a+B <vx) +v(y) +e.

La arbitrariedad de €, x e y ya nos permite concluir que
Vix+y) v +v(y) (nyeX),

como queriamos.
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Si A es equilibrado, cuando |¢| = 1 se tiene
A=p(u'A)cuAca,
asi que A = UA. Por tanto, para A € K\ {0} encontramos que

vuﬂ_dﬁ{a>0:x6ZA}_hﬁ{a>0:x€iﬁA}

:inf{a>0:x€ SA}=|l|inf{ﬁ >0:x€ BA}

—Av(x) (xeX).

El caso A = 0 ya fue contemplado en (i); por tanto, queda probado (iii).

En cuanto a (iv), es obvio que A C C. Por otra parte, ya que A es absorbente, 0 € A. Si A es convexo, x € X con v(x) < 1,
y (mediante la definicién de infimo) elegimos 0 < & < 1 con o~ 'x € A, entonces x = « (a_lx) +(l—a)0 € A, de modo que
B C A. Los conjuntos B, C son claramente absorbentes (para cada x € X se tiene que x € 2v(x)B y x € v(x)C), y las inclusiones
B C A C C muestran que V¢ < v < vg. Para probar la igualdad, fijemos x € X y elijamos s,¢ > 0 tales que v¢(x) < s < t. Por
definicién de infimo, existe 0 < o < s tal que x € C. Puesto que C es absorbente, 0 € C; ademds, por (i) y (ii), C es convexo.

Se desprende que
(04
1—-=

%c+( S)0cq

o bien aC C sC. Asi pues, x € sC, o bien x/s € C, de donde v(x/s) < 1; ahora, v(x/t) = (s/t)v(x/s) < s/t < 1; luego, x/t € B,
de donde vg(x) <t. Llegado este punto, la arbitrariedad de ¢ > v¢(x) permite concluir que vp(x) < ve(x).

En lo que resta de demostracion, supondremos adicionalmente que X es un espacio normado y que A es abierto en X.

Como 0 € A, existe r > 0 tal que B(0,r) C A. Reescalando x conseguimos que sea absorbido por B(0,7), luego también por
A. De este modo, v(x) < r~!|lx|| (x € X), y se satisface (14) con M = r~ 1.

Para completar la prueba, sea B como en (iv), y asumamos que x € A. Si x = 0, claramente x € B. Si x # 0 entonces

(1+€)x € A para € > 0 suficientemente pequefio, por lo que

y A C B. Apelando a (iv) ya resulta (vi). [l

3.4 Separacion en espacios vectoriales

Comenzamos con un resultado para el que no se requiere la presencia de topologia alguna.

Teorema 3.9 (Hahn-Banach, separacion en espacios vectoriales) Sean X un espacio vectorial y A, B subconjuntos no vacios,
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convexos y disjuntos de X. Supongamos que para algiin ay € A, el conjunto A — ag es absorbente. Entonces existe un funcional

lineal no nulo f sobre X que separa Ay B, es decir,

sup{Rf(a):a €A} <inf{Rf(b):b e B}.

Demostracion. Basta considerar el caso real, puesto que en el caso complejo se recurre al espacio real subyacente.

Separar A y B es 1o mismo que separar A — B de {0}, donde A — B es convexoy 0 ¢ A — B (si 0 € A — B, entonces AN B # 0).
Por tanto, separar dos conjuntos convexos es lo mismo que separar un conjunto convexo de un punto. También haremos una
traslacion del problema: junto con el punto ap € A que, por hipdtesis, hace que A —ag sea absorbente, fijamos un by € B
arbitrario y consideramos U = (A —ag) — (B—by). Se tiene que U es un subconjunto convexo de X, y también que es absorbente
ya que A —ap C U. Poniendo xo = by — ap, de modo que U = A — B + x, la condicién AN B = 0 indica que x¢ ¢ U, y nuestro
problema se reduce a separar U del punto xo.

Sea

vix)=wx)=inf{a>0:xcal} (xeX)
el funcional de Minkowski de U. Por la Proposicién 3.8, v(x) < 1 para todo x € U y, como xo ¢ U, necesariamente v(xp) > 1.
Ademads, Vv verifica las condiciones que permiten usarlo como funcional mayorante en el Teorema 2.2: la homogeneidad positiva
virx)=rv(x) (r>0,xeX)
y la subaditividad
Vix+y) SvE)+v(y)  (nyeX).

Abhora, consideramos el subespacio span{xo} de X y el funcional lineal g definido en dicho subespacio por

8(Axo) =Av(x0) (A €R).

Observamos que g estd dominado por v, pues para A > 0 tenemos g(Axg) = v(Axp), mientras que para A <0 es g(Axp) <0<
v(Axp). El Teorema 2.2 proporciona un funcional lineal f sobre X que extiende a g y respeta la mayoracién por v.
Comprobemos que f es el funcional que buscamos. Por una parte, f(xo) = v(xo) > 1 (en particular, f # 0), mientras que
para cualquier x € U serd f(x) < v(x) < 1. Luego, f separa el conjunto U del punto xp. Finalmente, para todo a € A y todo
b € B, usando que a —b+xg € U obtenemos f(a) — f(b) + f(x0) < 1 < f(xp), de donde f(a) < f(b). Asi pues, f separa los

conjuntos A y B, como pretendiamos. (]

3.5 Separacion en espacios normados

Obtenemos ahora consecuencias del teorema general de separacién (Teorema 3.9) en espacios normados.
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3.5.1 Separacion estricta

Sean X un espacio normado y A un subconjunto de X. Si ag es un punto interior de A, entonces A — ap es absorbente, por ser

entorno de cero. De esta manera, la hipétesis del Teorema 3.9 queda asegurada suponiendo que uno de los conjuntos convexos

a separar tiene interior no vacio. Esta hipdtesis es un poco mds restrictiva de lo necesario, ya que, como sabemos, un conjunto

absorbente no tiene por qué ser entorno de cero, pero a cambio de imponer esta restriccién se obtienen interesantes mejoras en

las conclusiones.

Desarrollaremos esta idea en el Teorema 3.11. A tal fin, denotando por A° el interior del conjunto A, probaremos el siguiente

resultado preliminar.

Lema 3.10 Sean X un espacio normado y C un subconjunto convexo de X, con C° # 0. Entonces C C C° v, consecuentemente,

c=cC.

Demostracion. Sea z € C°,y seax € C\ C°; en particular, ||z —x|| > 0. Afirmamos que

V={Az+(1-A)x:0<A<1}CC

Admitiendo esta inclusién como cierta, sean 0 < r < ||z —x|| y

r

<1

0<A< <1.
llz— x|

Entonces

IAz+ (1 =) —x[ = Aflz—xl| <7,

probando que se tiene

0AUx,r)NV CU(x,r)NC°

(15)

y, en particular, que x € C°. De la arbitrariedad de x se infiere que C\C° C C°. Como, trivialmente, C° C C°, encontramos que

C=(C\C°)uC° cCo.

Asi pues, C C C°. La inclusién C° C C es obvia, y se concluye que C = C°, como se pretendia.

Ahora sélo resta establecer (15). Ya que z € C°, existe € > 0 tal que U(z,€) C C. Fijado 0 < A < 1, pongamos y =

Az+ (1 — A)x; bastard demostrar que U (y,A€) C C. En efecto, sea w € U (y, A€) y consideremos

v:w—(l/ﬁk—l)x.
Se cumple:
w1 —=2A)x 1 1 Ae
veal = [2EEERE ] = -k -l = sl < 5 e,
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asf que v € C. Puesto que w = Av+ (1 — A)x, con v,x € C, y C es convexo, necesariamente w € C, completando la prueba. [

Teorema 3.11 (Hahn-Banach, separacion estricta en espacios normados) Sean X un espacio normado y A, B subconjuntos

convexos de X. Supongamos que A° # 0, B# 0y A° "B = 0. Entonces existen f € X'\ {0} y ¥ € R tales que

sup{Rf(a):a €A} <y<inf{Rf(b):bec B},

con

Rf(a) < y<inf{Rf(b):be B} (acA).

Demostracion. Para establecer este resultado aplicaremos el teorema general de separacion (Teorema 3.9), junto con algunas
observaciones sobre subconjuntos convexos de un espacio normado. Como habitualmente, bastara probar el caso real.

Para cualquier punto gy € A°, el conjunto A° — ag contiene un entorno de cero y, por lo tanto, es absorbente. Se tiene ademas
que, en cualquier espacio normado, el interior de un conjunto convexo es también convexo. Luego, podemos aplicar el teorema
de separacion a los conjuntos convexos, no vacios y disjuntos A° y B para obtener un funcional lineal f # 0 sobre X y un escalar
Y € R, satisfaciendo

fla)<y<f(b) (acA® beB).

Todo funcional lineal no idénticamente nulo sobre un espacio normado es abierto. Por tanto, f (A°) es un subconjunto abierto y

convexo de R, es decir, un intervalo abierto, asi que

fla) <sup{f(x):x€A°} <y<inf{f(b):be B} (a€A®).

Para ver que f es continuo, observamos que el hiperplano de ecuacién {f = ¥} no es denso en X, porque no corta al abierto
no vacio A°; pero entonces es cerrado en X, forzando la continuidad de f (Proposicién 3.5).
Completamos la demostracién viendo que f separa también los conjuntos A y B. Nétese que A° C f~!(—o0,7]. Como el

intervalo (—oo, 7] es cerrado y f es continua, el Lema 3.10 obliga a que A = A° C f~!(—o0,7], asf que

sup{f(a) :a € A} <y<inf{f(b): b€ B}.

Observacion 3.12 Comparando el Teorema 3.11 con el Teorema 3.9, advertimos que ahora se tiene una norma en X y, a cambio
de fortalecer un poco las hipdtesis sobre A exigiendo que A° # 0, debilitamos el requisito de que A y B sean disjuntos, pidiendo
tan solo que A° NB = 0. La conclusion es que se consigue separar A de B (y, en particular, A de B) mediante un funcional lineal

continuo de forma que la separacion entre A° y B es estricta, en el sentido de que los conjuntos f (A°) y f(B) son disjuntos (fig.
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Figura 2. Separacién estricta.

2).

3.5.2 Funcionales y puntos de soporte

Interpretemos geométricamente un interesante caso particular del Teorema 3.11. Sean X un espacio normado y A un subconjunto
convexo de X, con interior no vacio. Dado cualquier punto x en la frontera de A, podemos aplicar el Teorema 3.11 con B = {x¢}

para obtener un funcional lineal continuo f sobre X que verifica:

Rf(a) <Rf(x0) (a€A).

La interpretacién geométrica de esta desigualdad es la siguiente: el hiperplano afin real de ecuacion {Rf = Rf(xo)} pasa por el
punto xp y deja el conjunto A a un lado: dicho hiperplano «soporta» al conjunto A en el punto xyp. Como consecuencia, decimos
que f es un funcional de soporte del conjunto A, y también que xq es un punto de soporte de A (fig. 3). Hemos probado asi el

siguiente:

Corolario 3.13 (Puntos de soporte) Si X es un espacio normado y A un subconjunto convexo de X con interior no vacio,

entonces todo punto de la frontera de A es un punto de soporte de A.

Figura 3. Punto de soporte.
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3.5.3 Separacion fuerte
En algunos casos es posible cuantificar la separacién entre subconjuntos de un espacio normado X. Supongamos que dos
subconjuntos convexos no vacios A y B de X, no s6lo son disjuntos, sino que estan a distancia positiva, esto es:

d(A,B) =inf{|la—b|:a€A, beB} =p>0.

Si U es la bola unidad abierta de X, consideramos los conjuntos A+ pU y B, que son convexos, no vacios y disjuntos, con A+ pU

abierto. El Teorema 3.11 proporciona f € X"\ {0} tal que

sup{Rf(a+pu):acA, ucU} <inf{Rf(b):b € B}.

Esta desigualdad no se altera si la dividimos por || f||, asi que podemos suponer || f|| = 1; pero entonces Rf(U) = (—1,1), con
lo cual

sup{Rf(a+pu):acA, ucU}=sup{Rf(a)+pRf(u):acA, ucU}=sup{Rf(a):acA}+p.

Poniendo

y=sup{3f(a):ac A},
hemos demostrado:

Teorema 3.14 (Hahn-Banach, separacion fuerte en espacios normados) Sean A y B subconjuntos convexos no vacios de un

espacio normado X, y supongamos que d(A,B) = p > 0. Entonces existen f € X', con || f|| =1, y ¥ € R rales que

sup{Rf(a):acA}=y<y+p <inf{Rf(b): b € B}.

Observacion 3.15 La tesis del Teorema 3.14 se resume diciendo que el funcional f separa fuertemente los conjuntos A 'y B.
Tenemos dos hiperplanos afines reales, los de ecuaciones {Rf =y} y {Rf = y+p}, tales que el conjunto A queda a un lado de

ambos y B al otro, de tal manera que la distancia entre estos hiperplanos es p, la mdxima posible (fig. 4).

Figura 4. Separacion fuerte.
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Observacion 3.16 Las condiciones paradigmdticas para aplicar el Teorema 3.14 se presentan cuando uno de los conjuntos
convexos, digamos A, es compacto y el otro, B, es cerrado, con ANB = 0. En efecto, la funcién continua x — d(x,B) alcanza su

valor minimo en el compacto A, luego d(A,B) > 0.
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