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1. Enunciar las siguientes versiones del teorema de Hahn-Banach:

a) extensi6n mayorada;

b) extensién continua;

¢) separacion en espacios vectoriales;

d) separacion estricta en espacios normados;

e) separacion fuerte en espacios normados.
Resolucion.

a) Teorema de Hahn-Banach de extension mayorada. Sea X un espacio vectorial, sobre el que esté definido un funcional

v : X — R que verifica las siguientes propiedades:

vix+y) <vx)+v(y) (xyeX);

v(irx)=rv(x) (r>0,xeX).

Sean M un subespacio vectorial de X y g un funcional lineal definido sobre M, satisfaciendo:

Rg(m) <v(m) (meM).

Entonces existe un funcional lineal f en X que extiende a g, es decir, f(m) = g(m) (m € M), y cumple que

—v(—x) SRfG) < Vv(x) (xeX).

Si, ademas, v es una seminorma, se tiene

fx)]<v(x) (xeX).

b) Teorema de Hahn-Banach de extension continua. Sean X un espacio normado, M un subespacio de X y g € M'.

Entonces existe f € X’ que extiende a g, tal que || f]| = ||g]|-

¢) Teorema de Hahn-Banach de separacion en espacios vectoriales. Sean X un espacio vectorial y A, B subconjuntos no
vacios, convexos y disjuntos de X. Supongamos que para algiin ay € A, el conjunto A — ag es absorbente. Entonces

existe un funcional lineal no nulo f sobre X que separa A y B, es decir,

sup{Rf(a):a €A} <inf{Rf(b):b € B}.

d) Teorema de Hahn-Banach de separacion estricta en espacios normados. Sean X un espacio normado y A, B
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subconjuntos convexos de X. Supongamos que A° # 0, B # 0 y A° N B = 0. Entonces existen f € X'\ {0} y yeR
tales que

sup{Rf(a):ac A} <y<inf{Rf(b):be B},

con

Rf(a) < y<inf{Rf(b):be B} (acA®).

e) Teorema de Hahn-Banach de separacion fuerte en espacios normados. Sean A y B subconjuntos convexos no vacios
de un espacio normado X, y supongamos que d(A,B) = p > 0. Entonces existen f € X', con || f|| =1,y v € R tales
que

sup{Rf(a):acA} =y <y+p <inf{Rf(b):b e B}.

2. Sean X un espacio de Banach y T € %(X) un operador biyectivo. Supongamos que {x,}, _; es una sucesién en X tal que

limy,—,e0 || || = eo. Demostrar que limy,_;e || T, || = o0. [Sugerencia: Usar el teorema de la aplicacién abierta.]

Resolucion. Por el teorema de la aplicacion abierta, T es un isomorfismo topoldgico (es decir, su inversa es continua), y
existe una constante C > 0 tal que ||7x|| > C||x|| para todo x € X. Si {x,},_, es una sucesién en X con lim,_,e ||x,|| = oo,
dado M > 0 existe ng € N tal que para cada n > ng se tiene que ||x,|| > M/C. Entonces ||Tx,|| > C||x,|| > CM/C =M

para cada n > ng, con lo que limy, e || TX, || = oo. ]

. Sean X un espacio de Banach y M, N subespacios cerrados de X tales que X = M ®N. Se considera el operador P: X — M

de proyeccién sobre M en la direccién paralela a N, dado por Px = u (x € X ), donde x € X se escribe como x = u+v, con

u€MyveN. Probar que P estd bien definido y es lineal y continuo. [Sugerencia: Usar el teorema del grafo cerrado.]

Resolucion. La proyeccion P estd bien definida, ya que para cada x € X la descomposicion x =u+v,conu € My v € N,

es unica.

Veamos ahora la linealidad. Sean x = u; +v; e y = up + v, donde u; € M, v; € N (i = 1,2), y sean a, B € K. Entonces,

ox+ By = (au; + Puz) + (avy + Bv2),

donde, por ser M y N subespacios, se tiene que qu; + fup € My ovy + vy € N. La unicidad de la descomposicién
permite concluir que

P(ax+ By) = au; + PBur = aPx+ BPy.

Dado que X es completo y M es cerrado en X, M también es completo, y la aplicacién P : X — M es lineal entre espacios

de Banach. Si probamos que su grafo es cerrado, el teorema del grafo cerrado garantizard que P es continua. Sean
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{xn}_y C X de modo que lim,_,o X, =x € X y lim,_,0o Px, = u € M. Poniendo x,, = u, + vy, conu, € M yv, € N (n € N),
al ser N cerrado encontramos que

Vp =Xy —Up =X, —Px, — x—u=veN.
n—oo

La descomposicién de x € X = M @ N es entonces x = u+v, de modo que Px = u y el grafo de P es, efectivamente, cerrado.

Conviene advertir que el grafo de P no es X x M, aunque P sea sobreyectiva: el grafo de P contiene, para cada x € X, un

tnico elemento de la forma (x,u) con u € M, precisamente el par (x, Px). O

4. Sean a, b nimeros reales positivos, y sea x un vector del espacio normado X tal que para cada f € X’ con || f|| < b, se tiene

que |f(x)| < a. Probar que ||x|| < a/b. [Sugerencia: Usar alguna consecuencia del teorema de Hahn-Banach.]
Resolucion. Se sabe que

1/l = sup {If ()] : f €X', |If] <1}

Si f €X'y |lfll <1, el funcional bf verifica la hipétesis del enunciado, por lo que ha de ser |(bf)(x)| < a, es decir,

| f(x)] < a/b. De la expresion anterior para ||x|| se deduce que ||x|| < a/b. O

ANALISIS FUNCIONAL OCW-ULL 2022



