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AUTOEVALUACION FINAL 2: SOLUCIONES 1/9

1. En el espacio X = C[—1, 1] real, provisto de la norma

= { [ wora} " e

se considera el conjunto
M={xeX:x(r)=0(>0)}.
a) Probar que M es un subespacio de (X, || - ||2). (Es M cerrado?

b) Usar la ley del paralelogramo para demostrar que la norma || - ||» proviene de un producto escalar, y la identidad de

polarizacién para determinarlo.
¢) Describir M respecto a este producto escalar.
d) Justificar que M~ es un subespacio cerrado de X.

e) Verificar mediante un contraejemplo que no todo x € X admite una dnica representacién de la forma x = u+ v, con

ueMyveM*.
f) Explicar por qué el hecho de que X # M & M~ no contradice el teorema de la proyeccién ortogonal.

g) (Se puede afirmar que X = M+ o M*++?
Resolucion.

a) Seanx,y € My A,u € K. Entonces

(Ax+py)(t) = Ax(t) + py(t) =0 (1> 0),

asi que Ax+uy e M.

Por otra parte, supongamos que x € M, donde M es la clausura de M en X. Existe una sucesién {x,}_; C M tal
que lim, e X, = x en media cuadrdtica; luego, alguna subsucesién de {x,};_, converge a x c.p.t. (casi por todo)
€ [—1,1]. Sigue que x(t) = 0 c.p.t. > 0. Como x es continua, necesariamente x(¢) = 0 (r > 0), probando que x € M

y, con ello, que M es cerrado.

b) Por el teorema de Von Neumann-Jordan, || - ||2 proviene de un producto escalar si, y sélo si, || - ||2 satisface la ley del

paralelogramo. Comprobemos que, efectivamente, la satisface:

ety 4yl = [ ) +y@Par [ 1)~y
—/ 1)+ 2x(0y(1) + 2 (1 dt+/ —2x(0)y (1) +32(0) di
=2 / dt+2 / di = 2|x| + 2[5
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El producto escalar vendra dado por la identidad de polarizacién:

4y )12 =[x —ylI?)

Al
1
( 0426000 1200~ [ 120~ 2x0050) 420 )

4;\~ -lk\'—‘-lk\

4 / X(O)y(1)di = /7 llx(t)y(t)dt.

¢) Se tiene que

={yeX:(x)=0xeM}={yeX:yt)=0(<0)}

En efecto, seay € M+ y consideremos las funciones de M dadas por

1), t< ——
y(t) p
1
Xn(t) = lineal, —-<r<0  (n€N).
n
0, t>0
El limite puntual de la sucesién {x, };_, es la funcién
y(t), <0
x(t) =
0, 1>0

y se verifica que |x,(t)| < [y(t)| (—1 <t < 1), con |y| € L'[—1,1]. Por convergencia dominada y la continuidad de y,

n—oo J__

0
Y>xn /y xn dt—> y()d

implicay =0 (t <0).
d) Como

= {: (x) =0}

xeM
es la interseccion de los nidcleos de los funcionales lineales continuos asociados a cada x € M en virtud del teorema

de Fréchet-Riesz, que son subespacios cerrados, resulta que M es un subespacio cerrado.

e) No todo x € X admite una tnica representacién de la forma x = u +v, con u € M, v € M. En efecto, nétese que
cualquier funcién de esta forma ha de satisfacer necesariamente que x(0) = 0, porque #(0) = v(0) = 0. Encontramos

asf que, por ejemplo, la funcién idénticamente 1 estd en X, pero no puede ser representada de esta manera.

f) Para la validez del teorema de la proyeccion ortogonal se requiere que X sea un espacio de Hilbert, y no lo es. De

hecho, X es denso y no cerrado en L*[—1,1].
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g) No. Un argumento similar al empleado anteriormente prueba que M-+ = M, y ya hemos visto que X # M+ O M.

2. Sobre el espacio C[0, 1], provisto de la norma del supremo, se considera el operador T : C[0, 1] — CJ0, 1] definido por

(Tx)(t) = t?x(0) (0 < ¢ < 1). Demostrar que T es lineal y acotado, y calcular su norma.
Resolucion. Por simplicidad, escribiremos X = C[0, 1].

El operador T es lineal:

T(Ax+y) (1) = £2(Ax+ y) (0) = Ar2x(0) + ury(0)

=A(Tx)(t) +u(Ty)(t) = ATx+uTy)(t) (x,yeX, L, uckK, 0<t<1).

Veamos que T es acotado. Se verifica:

Tx||e = Tx)(1)| = 2x(0)] < 1x/|o X).
|7 x|l = max |(T)(1)] Orgtagll x(0)] < [lxfle  (xE€X)

Por tanto, T es acotado, con norma ||7|| < 1. Como esta norma se alcanza en la funcién x(#) = 1 (0 < < 1), se concluye

que ||T] =1. O

3. Sea {¢,}>_, una sucesién de funcionales lineales sobre un espacio de Banach X tales que, para cada x € X, la sucesi6n
®x = {@,x}_, estd en el espacio de Banach ¢'. Se consideran también las sucesiones ®yx = {¢,x}_, (N € N). De esta
manera, las aplicaciones lineales x — ®x y x — ®yx (N € N) estan bien definidas de X en ¢!. Probar que & es continua
si, y s6lo si, todas las ¢, (n € N) son continuas, demostrando para ello las siguientes afirmaciones:

a) Si @ es continua, también lo es ¢, (n € N).
b) Se verifica que limy_,.. Pyx = Px (x € X).

¢) Sicada ¢, (n € N) es continua entonces también lo es cada @y, con norma

N
[enl < Y llgnll (N eN),
n=1

y combinando b) con el teorema de clausura de Banach-Steinhaus se concluye que & es continua.

Estimar la norma de ® en términos de las de ¢, (n € N).

Resolucion.
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a) Supongamos que la aplicacion lineal ® es continua: existe C > 0 tal que
|0ux] < ) [@x| = |[@xl[ <Cllxl| (x€X, neN).
k=1

Luego, cada ¢, (n € N) es continua.

b) En efecto, claramente:

|Pyx —Px||, = Z |¢x] — 0 (x €X).
n=N+1 N—e
¢) Fijado N € N, se cumple:

N N
[Dyxlli =Y 19ux| < Y lIgall €] (x€X).
n=1 n=1

Por tanto, ®y es continua, con norma ||®y|| < YN_, ||¢,||. Combinando este resultado con b) y con el teorema de

clausura de Banach-Steinhaus se concluye que ® es continua, con norma

N =
Il < gpinf o] < typin 3 021 = X 0]

n=1

(I
4. Sobre el espacio vectorial X = ¢! de las sucesiones de escalares absolutamente convergentes se consideran las normas
[lxll = i ()], lxlleo = suplx(m)|  (x={x(n)};2s € X).
n=1 neN
Es bien sabido que (X, || - ||1) es un espacio de Banach. Demostrar los enunciados siguientes:
a) Elfuncional || - || es efectivamente una norma sobre X.
b) Se tiene que ||x|| < ||Ix][1 (x € X). Luego, la aplicacién identidad es un operador continuo de (X, || - ||1) en (X, || - ||«)-
¢) Las normas || -||; y || - || no son equivalentes, por lo que, en virtud del teorema de la aplicacién abierta, el espacio
(X,]+ |l) no es completo.
d) La aplicacién identidad de (X, || - ||«) en (X,|| - ||1) es un operador lineal con grafo cerrado e inversa continua. Sin

embargo, ella misma no es es continua.

e) El resultado del apartado d) no contradice el teorema del grafo cerrado.
Resolucion.

a) En virtud de la condicién necesaria para la convergencia de series (si una serie converge, su término general tiende a
cero), y del hecho de que toda sucesion convergente estéd acotada, se cumple que X C £°. Como || - || €s una norma

sobre £*°, también lo es sobre X.
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b) Para cada x € X se satisface que

N
(V)] < ;\X(n)\ (N eN).

Por tanto,

N N
Fxllee = sup [x(N)[ < sup }° |x(n)| = lim }° [x(n)| = [lx[1 (N €N).
NeN NeNp=1 Tn=1

c) Siexistiese C > 0 tal que ||x||; < C||x||» (x € X), parax, = Y;_, ex/k (n € N) resultarfa la contradiccién
|
— = ||Xn||1 & Xn|leo = n s
Y =l <Clula=C (e
k=1

la cual prueba que las normas || - ||; y || - ||~ no son equivalentes. Como consecuencia del teorema de la aplicacion
abierta, se sabe que si dos normas comparables dotan a un mismo espacio vectorial de estructura de espacio de
Banach, entonces ambas normas son equivalentes. Se desprende de b) que el espacio (X, | - ||) no puede ser

completo.

d) Laidentidad 1 de (X,]| - ||«) en (X,||-]|1) es, claramente, un operador lineal, y b) muestra que su inversa es continua
de (X,| - |l1) en (X,| - |lo)- Ademds, 1 tiene grafo cerrado: si {x,};; C X es tal que lim, e[y — x|l =0y
lim, e ||, — y||1 = O entonces, por b), lim,_,e ||x;, — y|| = 0, y de la unicidad del limite se concluye que x = y. Sin

embargo, la primera parte de c) impide que 1 sea continua.

e) El resultado en d) no contradice el teorema del grafo cerrado debido a la segunda parte de c), es decir, al hecho de

que (X, ] - ||s) no es completo.

5. En R? con la norma || - ||.. se considera el subespacio
M= {(xl,XQ) € R? (X1 +x = 0},

y se define g : M — R por g (x1,x2) = x2 ((x1,x2) € M).

a) Sin hacer ningiin célculo, justificar que el funcional lineal g es continuo. Luego, calcular la norma de g.
b) Enunciar el teorema de Hahn-Banach de extensién continua.

¢) Llamaremos extensién de Hahn-Banach de g a todo funcional lineal sobre R? que satisfaga la tesis del teorema de
extension continua respecto a g. Decidir cudl de las siguientes afirmaciones es cierta, justificando la respuesta.
i) El funcional g admite una tnica extensién de Hahn-Banach.

ii) Todo funcional lineal f : R* — R que satisfaga f(—1,1) = I es una extensién de Hahn-Banach de g. [Sugerencia:

Para cada t € R, evaluar el funcional F, (x,x2) = —x; +#(x; +x2) ((x1,%2) € R?) enel punto (1,1).]

ANALISIS FUNCIONAL OCW-ULL 2022



6/9 I. MARRERO

iii) Los funcionales f; # f; definidos sobre R? por fi (x1,x2) = X2 y f> (x1,X2) = —x son dos extensiones de Hahn-

Banach de g.

Resolucion.

a) El funcional lineal g es continuo porque toda aplicacion lineal entre espacios de dimensién finita es continua. Para

calcular su norma, escribimos

lg(x1,22)| = |xa| <max{xi,x2} = [|(x1,%2)|oo-

Luego, ||g|| < 1. Particularizando (x1,x2) = (0,1) encontramos que

18(0, )] = 1= [[(0,1)]|e-,

asi que ||g|| = 1.

b) Teorema de Hahn-Banach de extension continua. Sean X un espacio normado, M un subespacio de X y g € M'.
Entonces existe f € X’ que extiende a g, tal que || f]| = ||g]|-
¢) Se probard que el tnico enunciado cierto es iii).
i) Que esta afirmacion es falsa quedard de manifiesto al demostrar la veracidad de iii).
ii) Paracadat € R se define el funcional lineal F; : R* — R por F; (x1,x2) = —x +1(x; +x2) ((x1,x2) € R?). Como
F,(—1,1) = 1, si ii) fuese cierta entonces F; seria, para cada ¢t € R, una extensién de Hahn-Banach de g, y por

definicién de una tal extension deberiamos tener ||F;|| = ||g|| = 1 (r € R). Sin embargo, puesto que (1, 1) es un

vector unitario, necesariamente

=gl =IEl=zF1,1)]z2-1 (eR),

una contradiccion.

iii) Cualquier extension f de g queda univocamente determinada por su valor en (1,1). En efecto, para x = (x1,x;) €

R? podemos escribir

Xp+x2  Xp—Xxp Xp+x2  Xp—Xx2
f(XWCz)—f( + - )

2 2 72 2
:f(xll—xz’xﬁz-xz)+f<xlgx27_x1;x2>
:xl;xzf(l,l)Jrg(m;xzv‘X1;x2>
:)%f(l,l)—xlgxz
— Bf(Ll)_ﬂ x1+ [;f(l,l)+;:| X

1

— AL - 1) +%[f(1, 1)+ 1]x.
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Sigue que

[FGam)] < g A0 =1 ]+ 30D +1] o

< (;|f(1,1)— 1+;f(1,1)+1|) [1x/|0 ((xbxz) GRZ)_

Ademds, tomando x; = signo[f(1,1) — 1] y xo = signo[f(1, 1) + 1] encontramos que el vector (x;,x,) es unitario
y satisface

1 1
[fle )l = S1F(L1) =1+ 5[ £(1 1) +1].

Por tanto,

1 1
171l = 3101 = 1]+ 170, D)+ 1]
> UL =1 £, 1)~ 1]

=1

)

con igualdad si, y s6lo si, 1 — f(1,1) y f(1,1)+ I tienen el mismo signo, es decir, si, y sélo si, |f(1,1)| < 1.

Se concluye que todas y las tnicas extensiones de Hahn-Banach de g son de la forma

_X xj(

ga(x) = E(Oﬂ—l)—i— 3 a+1) (axel-1,1]).

En particular, vale iii), yaque fi = g1y 2 =g-1-

6. Sea X un espacio normado separable.

a) Demostrar que la topologia débil* de la bola unidad cerrada de X’ es metrizable.
b) Probar que la bola unidad cerrada de X’ es débilmente* secuencialmente compacta; es decir, toda sucesién {f, }*°_, C
X' con || fu]| <1 (n € N) admite una subsucesién { f,, }7, que converge débilmente* a algin f € X'.

Supongamos ahora que X es, ademas, reflexivo.

¢) Deducir que la bola unidad cerrada de X’ es débilmente secuencialmente compacta.

d) Demostrar que todo operador lineal acotado T : X' — ¢! es compacto. [Sugerencia: ¢! tiene la propiedad de Schur:

una sucesién de elementos de /! converge débilmente si, y sélo si, converge fuertemente. ]

e) Concluir que todo T € %(X,¢') es compacto. En particular, si H es un espacio de Hilbert separable, cualquier

T € %(H,l") es compacto.
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Resolucion.

a) Puesto que X es separable, su bola unidad cerrada By también lo es: existe una sucesion {x, }-_, C Bx, densa en By.

Sobre la bola unidad cerrada By de X’ definimos la métrica

ar.g) =Y 8 e py)
n=1

Se comprueba rutinariamente que d esté bien definida y es, efectivamente, una métrica. Necesitamos demostrar que
T = 0, donde 7 denota la topologia inducida por d y ¢ es la topologia débil* de By,. Ahora bien, por el teorema
de Banach-Alaoglu-Bourbaki, o es compacta; ademds, T es Hausdorff; y toda aplicacion biyectiva y continua de un
compacto en un Hausdorff es un homeomorfismo. Asi pues, basta demostrar que la identidad es continua de (Bx/, 0)
en (By/, 7). A tal fin, fijemos fy € Byr y € > 0, consideremos labola V = {f € Bx: : d(f, fo) < €}, y elijamos k € N

tal que 2% < £/2. Entonces

U={reBu:llf~fox)l<3(1<j<h}

es un o-entorno de fy en By, que satisface

(f=foxpl , v [(f—foxn) €¢I v !

d(f,fo) = 20 <SSy 5t Y oo

( 0) FZI 2} n:;H 211 2,; 2] n:;%] 2”
<§+%<e (fev)

Luego, U C V, y la arbitrariedad de V prueba la continuidad deseada.

No es dificil dar una demostracién directa de que la identidad de (Bxs, T) en (Bxs, ) también es continua. En efecto,

sea ahora

U={feBy:[{(f—fo.z)l<e(1<j<k)},

cone>0yzjeX (1< j<k),unentorno débil* de fy €BX/,ypongamosM:max{szH 1< < k}. Dado 6 > 0,
existen enteros n; tales que HZj/M—anH < 0, yexiste r > 0tal que 2""Mr < /2 (1 < j<k). Sid(f, fo) <r,es

decir, si

§lU=fonl
n=1

entonces, para cada 1 < j <k, es |(f—f0,x,,,.)| < 2"iry, por tanto,

(0 = Forz)| = M| (£ = fo, )| < M|~ for 22— sy )| +-MICF = o)

€
< M(25+2"r) <2M8+ .

En consecuencia, para & > 0 suficientemente pequefio encontramos que f € U.

b) Por el teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki, la bola unidad cerrada Bys de X’ es débilmente* compacta. Puesto
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que X es separable, a) entraiia que la topologia débil* de By es metrizable. Finalmente, como Bys es débilmente*

compacta y metrizable, también es débilmente* secuencialmente compacta.
En el dual de un espacio reflexivo, las topologias débil y débil* coinciden; basta aplicar b).

Sea {f,}>_, una sucesién en la bola unidad cerrada de X’; necesitamos probar que la sucesién {7 f,,}>_, contiene
una subsucesién fuertemente (equivalentemente, débilmente) convergente en £!. Por c), {fn};_, admite una
subsucesion {f,, }3, que converge débilmente en X’. Como T € Z(X',¢'), T también es continuo cuando sobre X’

y ¢! se consideran las respectivas topologias débiles. Se concluye que {T Jn; 1= converge débilmente en ¢!, como

se pretendia.

Como el dual de un espacio de Banach reflexivo y separable también es reflexivo y separable, aplicando d) y la
reflexividad de X encontramos que todo T € ZB(X" (') = %(X,¢') es compacto. Los espacios de Hilbert son

reflexivos.
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