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TEMA 3.
MODELOS DE CRECIMIENTO ENDOGENO

1. Introduccion

2. La primera generacion de modelos de crecimiento endogeno
2.1. Del crecimiento exdgeno al crecimiento endégen o
2.2. El modelo AK

2.3. Reinterpretacion del modelo AK: un modelo simp  le con capital fisico
y humano

2.4. El modelo de aprendizaje por la practica (lear  ning-by-doing)
2.5. La politica fiscal y las infraestructuras publ icas

2.5.1. El problema de la familia-productora

2.5.2. La asignacion Pareto-Optima

2.5.3. Un comentario sobre la elasticidad del gasto publico

2.6 Las externalidades y el medioambiente en el mod  elo AK
3. Una introduccion a los modelos de cambio tecnol6 gico enddgeno

Apéndice. El modelo de acumulacion de capital human o de Uzawa-Lucas

1. Introduccion

En los modelos que se han analizado hasta ahds@nono se genera crecimiento
permanente debido a la existencia de rendimierdosedientes a escala en el capital fisico, o
bien el crecimiento a largo plazo se genera pdactor exdgeno. En este ultimo la fuente del
crecimiento permanente es el cambio técnico, cejyacidad es constante y exdgena vy, por
tanto, no se ve afectado por ninguna de las deesiaque toman los agentes. Como
consecuencia, la tasa de crecimiento a largo plazdepende ni de las preferencias de los
consumidores ni de ninguna variable relacionaddapolitica economica.

En este tema se presentan los primeros modelosedenento enddgeno que, a
diferencia de los modelos neoclasicos, generannue&to permanente de las variables per
capita endégenamente. Dicho crecimiento dependasdactuaciones de los agentes, por lo
que la tasa de crecimiento a largo plazo esta ecidn de parametros relacionadas con las
preferencias de los hogares y con medidas de gaolécondmica. Por esta razon, estos
modelos resultan mucho mas apropiados para anllgdéactores que afectan al crecimiento
a largo plazo. En primer lugar, se trata el moddocrecimiento AK (Rebelo, 1991) que
asume una funcién de produccion lineal, por lo eniga los rendimientos decrecientes en la
acumulacion de capital. En segundo lugar, se mpirg& el modelo AK suponiendo que,
ademas de capital fisico, en las economias se d&&wayital humano. Para ello se plantea un
modelo en el que el capital humano y el capitatdise producen empleando la misma
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tecnologia (modelo de un sectorfen este caso, los agentes deben decidir, nocsdloto
consumen en cada momento, sino también cuantortewien capital humano y en capital
fisico.

En tercer lugar, se presenta un modelo en el quenigoras en la productividad del
capital se producen mediante la introduccion detragizaje por la practica (Arrow, 1962)
que se genera cuando las empresas invierten. Ebremocimiento que se genera con el
aprendizaje se difunde al conjunto de las emprésda economia (Romer, 1986). En cuarto
lugar se considera el modelo propuesto por Bar@®Q), basado en la introduccion de
factores de produccion de provision publica, dosdeestudia la relacion entre el gasto

publico y la tasa de crecimiento. En quinto lugarcensidera el efecto de las externalidades
usando el modelo AK.

Por dltimo, se presenta una version simplificadantedelo de Romer (1990) en el
que la fuente de crecimiento es la investigacidesarrollo tecnoldgico. En dicho modelo hay
empresas gue crean nuevos bienes intermedios, tamderasi la productividad del sector de
bienes finales y generando, de esta manera, cestimnpermanente. Para que estas empresas
tengan incentivos a innovar, tienen que disfrutadte algun tiempo (que en el modelo es
ilimitado) de una patente que les permita obtelggma rentabilidad de su inversion en 1+D.
Asi, estas empresas podran obtener beneficios a@ebigue disfrutan de una situacion de
monopolio en la que otras empresas no pueden e@eloicto a la proteccion de la patente. No
obstante, la existencia de monopolios en el selddrienes intermedios implica que el nivel
de produccion de dichos bienes es suboptimo, laepercute en la productividad del sector
de bienes finales y, como consecuencia, afecta tasas de crecimiento, que son inferiores a
las que habria en el 6ptimo de Pareto.

2. La primera generacion de modelos de crecimiento endogeno

2.1. Del crecimiento exdgeno al crecimiento endégen o

En los modelos neoclasicos de crecimiento, la pridbddad marginal decreciente del
capital conlleva que el crecimiento se agote, peomo se explicd, este resultado no se
sostiene empiricamente. Por ello, se hace necedguaa fuente de progreso tecnoldgico que
haga posible que la produccion real per capitagptesuna senda de crecimiento sostenida.
Hasta la aparicion de los modelos de crecimientih@eno, este ‘progreso tecnoldgico’ se
consideraba algo exdégeno, es decir, la tecnologi@ren con el tiempo pero no se puede
explicar qué origina este progreso. Precisamewnt®,ntodelos de crecimiento enddgeno
intentar dar un paso adelante en esta comprensa@endo que el crecimiento no se agote
porque los agentes econOmicos realizan accioneso qumeden ser dedicar recursos a
innovacion, a educacion, a infraestructuras publietc.

Para entender la intuicion del resultado de unan grarte de los modelos de
crecimiento endodgeno que veremos en este tema,shaeni@ner claro desde el comienzo que
ahora el estado estacionario no va a estar defipado'niveles’ a los que convergen las
variable en términos per capita de la economia. dstados estacionarios en este tipo de
economias se deben interpretar como ‘sendas debeiquén las que las variables per capita

1 En el apéndice se presenta el modelo de Uzaw#)396ucas (1988) en el que la tecnologia que predl
capital y el bien de consumo es diferente que éaggunera capital humano (modelo de dos sectores).
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crecen a una tasa constante (no necesariamentesigerdre si) y positiva’. A este tipo de
equilibrio se le conoce como la ‘senda de crecitoiequilibrado de la economia’

Para dar una primera intuicion del resultado derimera familia de modelos de
crecimiento endogeno que veremos en el tema, retosielas dos condiciones de
optimalidad: Ramsey-Keynes y la restriccion de mgmst A continuacion se muestran estas
condiciones cuando la elasticidad de sustitucitert@mporal (EIS) es constante:

f'lk(t)]-o Jc(t)+,0 [3.1]
K(t) = flkO1-c()-(n + k() [3.2]
Despejando las tasas de crecimiento del capifatgresumo en términos per capita:
Ak i AL GO [3.3]

k(t) — f(k(t)) _ dt) _(n+

OS0 T W

9) [3.4]

Después de analizar los modelos neoclasicos denteedo de los temas 1y 2, ya
sabemos que sf '(k(t)) - 0 a medida qué& crece, las tasas de crecimiento del consumo per
capita y del capital per cépita son constantes estado estacionario. Por ello, si queremos
que las tasas de crecimiento del consumo y el atapdan constantes y positivas, una
condicion necesarias que, a medida qi€) tienda a infinito, f '(k(t)) tiene que converjer a
una constante, que podemos denotar/Aogue sea positiva. Ademas, como se aprecia en
[3.4], esta constante ha de ser suficientementedgranas concretamente superiop&d .

De este modo, tendremos que la tasa de crecimé&idolargo de la senda de crecimiento
equilibrado del consumo per capita vendra dada por:

1
=={A-p-3}>0
v, =—{A-p-3} >

Si la tasa de crecimiento del capital per capitaoestante en el estado estacionario, a
partir de la ecuacioén [3.4], tenemos que

g = K@) _c@_
K@M K®

(n+9)>0.

2 Notese que cuando todas las variables crecemistiaa tasa, en el estado estacionario se verifiedas ratios
de las variables son constantes.
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Dado que, como veremdgk) y k crecen a la mista tasa, el rd{ik)/k es constante, por
lo que la Unica posibilidad para que se de gusea también constante es que el re(tijok(t)

sea constante también. Esto implica que, necesamiamen el estado estacionario el consumo
y el capital per capita (y también la produccidrgheorro y la inversion por habitante) crezcan
a la misma tasa, dada por:

1
v=={A-p-9}>0 [3.5]
o
Este resultado es el precursor del primer modelret@miento enddgeno, en el que se
supone que la funcién de produccion viene repradarpor la siguiente tecnologia:

Y() = AK()= W)= AK),
A>o+p

A esta tecnologia se le conoce coftiG La productividad marginal del capital en este
caso es igual A>0, por lo que no existe el problema de rendimiedtasecientes del capital.
Entendido lo anterior, el resultado es obvio: stagbital presenta rendimientos constantes a
escala, y su productividad marginal es suficientégmgrande, la economia experimentara
crecimiento sostenido en el largo plazo.

Antes de mostrar el detalle del modalk en el apartado 2.2, es conveniente matizar
varias cosas.

En primer lugar, esta tecnologhK implica que el pardmetra de la funcién de
produccion neoclasica sea igual a 1. Sin embargjo, 0 es consistente con lo observado
para las economias reales, donde la participacébriad rentas del capital en el total es
claramente inferior a 1 (alrededor de 0,36 parectznomia norteamericana). Asi, a pesar de
que las implicaciones del modelo AK son consistenten lo observado (las variables en per
capita crecen a tasa constante), su especificad@®npartida no es realista. ¢Coémo
compatibilizar ambas cosas? Esto es, por un lado lguuncion de produccion privada
presente rendimientos decrecientes; por otro lage cuando se resuelva el equilibrio
competitivo, en la economia agregada, la funciénpdeluccion presente rendimientos
constantes a escala. Los modelos presentadosestess muestran varias situaciones en las
gue se pueden compatibilizar ambas ideas.

La explicacibn mas basica es la que usa el propidein AK en su motivacion: en
realidad el capital de la funcion de producciérdbantenderse en ‘sentido amplio’, como una
amalgama de distintos capitales fisicos y humanmgie simple, esta explicacion otorga una
de las claves de estos modelos. Trabajos méas atixomodifican la funcion de produccion
neoclasica incluyendo un conjunto de factores mrtidos, enddégenos al modelo, que
complementan al capital fisico y permite que auaresti productividad marginal a medida
gue aumenta el capital, impidiendo que esta sezoada cero. De alguna manera, estos
modelos hacen enddgeno la fuente de crecimientos Eactores productivos tienen que ver
con el conocimiento (modelo de learning-by-doimgaréado 2.4), las infraestructuras publicas
(apartado 2.5) o el capital humano (apartado 2.3).

El grafico 1 resume muy bien la idea de estos nosd@liciales de crecimiento
enddgeno. La funcion de produccion presenta reeditos decrecientes en el capital. Pero a
medida que aumenta el capital, la productividadgmar del capital se incrementa de manera
enddgena (desplaza la funcion de produccion hadkzp Asi, en lugar de movernos sobre la
misma funcién de produccién, vamos saltando deidanen funcidon de produccion. La
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consecuencia es que la economia se mueve sobrBnenarecta, obteniendo las mismas
implicaciones del modelak.

y(®)
Y2

Y1

Yo

k(t)

2.2 El modelo AK

En este apartado se plantea y resuelve el ma@d€len el mismo contexto dinamico
de equilibrio general expuesto en el tema 2. Elete8K supone una funcion de produccion
que es lineal en un unico factor de produccionapltal?

Y(t)= AK(t) A>0 [3.6]
que expresada en términosr capitagqueda

y(t) = Ak(t) [3.7]
dondeA es una constantk, denota el capital agregadd gl capital per capita

Planteando este problema de modo similar al delefoofass-Koopmans del tema 2,
pero usando la funcion de produccion [3.7] y unacidon instantanea de utilidad con
elasticidad de sustitucion intertemporal constaeteemos lo siguiente:

1-0 _
max IO |:C(t)1:|e_(P_n )t dt

c(t) 1-o0

sa. k(t)= Ak(t)—c(t)=(n+d)k(t)
k(0)>0

3 La introduccion del modelo lineal en la nuevarditara del crecimiento endégeno se atribuye a Rei®o1).
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El Hamiltoniano de este problema es

o(t)7 -1

H(t)=e ™"
e

}+,u(t)[Ak(t)—c(t)—(n+5)k(t)}

H(t) es el multiplicador dindmico de Lagrange, qudena renuncia en términos de utilidad a
la que hay que hacer frente para acumular una disidecional de capital. Para encontrar la
solucion se determinan las condiciones de pringgrohabituales:

AH(t)
a(t)
H(t) _
(1) H(t)
A k)
au(t)

Ademas, de la condicion de transversalidad:
limk(t),u(t)zO

Tomando las correspondientes derivadas, las camgdiside primer orden son:

=0

e Me(t) 7 - () =0 [3.8]
UEXA-(n+ )} =-pu(t) [3.9]
K(t) = Ak(t)-c(t) = (n+J k(1) [3.10]

Para eliminanu(t), al igual que en el tema 2, se toman logaritmgeernanos de la
expresion [3.8] y se deriva respecto al tiempo:

ut)” PTG

Sustituyendo en [3.7]se obtiene la ecuacién de Baisynes:

Inu(t)y=-(p-n)t-olinc(t) -

U@+p:A—5 [3.11]
c(t)

El miembro de la izquierda de [3.9] es el benefmidenido del consumo y el de la
derecha recoge el beneficio o rendimiento obtedelta inversion. El beneficio del consumo
depende de la tasa de descuento, que reflejated ldecque los individuos prefieren consumir
cuanto antes mejor, y de la tasa de crecimientoatedumo, que se tiene en cuenta para lograr
un consumo lo mas estable posible. En efecto, tsisla de crecimiento es positiva, la gente
esta dispuesta a desplazar una parte del consuenceglizara en el futuro al presente para
lograr asi un consumo mas estable. EI miembro ddefacha es el rendimiento de la
inversion, que se reduce a la productividad malgiata del capital y es igual A-0 (este
rendimiento es independiente dadckde capital).
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De forma equivalente,

(=8 =LA pogy=vr, [3.12]
c(t) o

La expresion [3.12] indica que el consumo crecena tasa constante en todo
momento. Para que se puedan obtener tasas posiéia@ecimiento, es necesario suponer que
A>p+0.

La tasa de crecimiento del capital se obtiene &rpde la ecuacion de transicion
[3.10].

vk(t)—k(t) A 0 (n+9) [3.13]

. c(t C .
Para que sea constante, es necesario que Iar(%%otamblen lo sea, y esto sucede

siempre que las tasas de crecimiento del consumlocgpital per capita sean iguales. Por
tanto, la tasa de crecimiento de la economia,cuéadenotamos genéricamente verifica
quev* =v* =v*.

Esta tasa de crecimiento ha de ser positiva, penbiém tiene que estar acotada
superiormente.

Sustituyendo [3.10] en la condicion de transvedsaliy suponiendo que la economia
esta en la senda de crecimiento equilibrado,

k(t) = k(0)€'*

c(t) = c(0)e'!

obtenemos que

ime"'K0) &' €0)” &' = K0) €0)” lim goortel _
Para que el limite sea cero, el expoadrd de ser negativo:
[V(1-0)-(p-n)]<0

vV <(p-n)/(1-0)

Esta restriccion también ha de cumplirse para qfieniziéon de utilidad intertemporal
esté acotada superiormente y el problema de opthmatenga por tanto solucion.
Sustituyendo el valor de la tasa de crecimientestado estacionario, esta condicion puede
expresarse como una restriccion que debe cumplitse los parametros del modelo:

@29 (A~ p-8)-(p-n) <0
g [3.14]
%(A—d—p) <A-d-n
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Por ultimo, podemos calcular el ratio consumo-eh@h estado estacionario. Dado
quec(t) y k(t) crecen a la misma tasa en estado estacionanafi@lde ambas variables es
constante y lo podemos calcular combinando [3.@8][8.13]:

v =2 (A-p-0)
g
k() A k(D (n+d)=v =
(Ej = A-(N+0)-V = A- 6-1( A p-0)
g

Este valor dec/k es positivo debido a la restriccion en los paréamseimpuesta en
[3.14].

2.3. Reinterpretacion del modelo AK: un modelo simp le con capital fisico y
humano

Una manera facil de enriquecer el modak (y evitar el problema conceptual que
supone asumir que la participacion del capitalbescbnomia es 1) es considerar la existencia
de capital humand) y capital fisico K) en la funcion de produccion. Asi, tenemos que:

Y(t) = F[K(t),H(t)]

H(t) corresponde al ‘trabajo efectivo’ (numero de udetade eficiencia totales) del
conjunto de la mano de obra de la economia, de maddH(t)=h(t)L(t). Es decir, el

capital humano global es el productoLqg, el nUmero de trabajadoresh(f), que representa
las unidades de trabajo efectivo (el capital hurhaed individuo representativo (nUmero de
unidades de eficiencia que aporta cada trabajado® le hace ser mas o menos productivo.

Y(t) = F{K(), () L()] = AK)T[ H Y 9], A>0,a0(0,2) [3.15]

Simplifiquemos el modelo asumiendo que n=0. Aspretiucto en términos per capita
depende del capital fisico y humano por trabajador

y(t) = AK()” H(9™, A>0,a0(0,1) [3.16]

Por simplicidad, asumimos que el proceso de acundmalel capital humano es el
mismo que el del capital fisico y , también, coastemos que las tasas de depreciacion son
iguales:

h(t) =i, (t) - oh(t) [3.17]
El problema de la familia productora queda:
max [~ {M}e"” dt
c(t) 0 1-o0
sa k= AKY K- ¢)-0 KX i(}
h(t) =i, (t) = Sh(t)
k(0),h(0)> 0

© Acosta, Bethencourt, Marrero y Perera, 2012 emh 3 Pag.1@9



Curso de Macroeconomia Ill (GECO)

El Hamiltoniano de este problema es
H(t) =& {%}uk(t){ AKY HY = €)-8 K )- (3} +

+, {1, ) ~ oh(®)}

donde4(t) es el multiplicador dinAmico de Lagrange asociada acumulacion de capital
fisico y t(t) el asociado a la acumulacién del capital humancedte problema tenemos dos
variables de controlg(t) y ix(t), y dos variables de estadk(t) y h(t). Para encontrar la
solucion se determinan las condiciones de pringgrohabituales:

©OOH®) s =
i) o) 0=e”c(t)” =4t
o FHO _
i) —.h(t) U t)=p t)
i f;((t)) =44 ) = 4O aAKO N0 - 8] =4 (1)
[3.18]
v) ”;ﬂ(“)) =~ = a4 O @)AKDT N ~ 44, (05 =~ (1)
V) ﬂ“g; K() = AKD”h(™ - o) oKD~ },(0 = K(Y
vi) % =Fi(t) - i,(t)~3n() = A(D

En primer lugar, notemos la condicién4il.os precios sombra de ambos tipos de
capital han de ser iguales en equilibrio. Esto elgeda que ambos tipos de capital afectan
similarmente a la funcién de produccién y hemosmada el mismo proceso de acumulacion.
Esta condicion simplifica enormemente las condiesowle optimalidad, ya que podemos
considerar en todas ellas que tenemos tan sélaultiplicador y, por tanto,

U (1) = 1, (t) = (t)

£ (t) = 41, (1) = 4(t)

Usando esto, podemos combinar las condicionesy ii), obteniendo una condicién
de arbitraje entre ambos tipos de capital: en g la productividad marginal del capital
fisico (neta de su depreciacién) ha de ser igual @l capital humano (neta de su propia
depreciacion):

a Ak () -0=(1-a) AKD) () -o [3.19]

De esta condicion, obtenemos una condicién impljgétra calcular el ratiki(t)/h(t) en
equilibrio, que después sera usado para obtet@sdade crecimiento de la economia,

aA(@j _ =(1- a)A(@j [3.20]
h(t) h(t)

4 Como condiciones de optimalidad, también exisasrcbndiciones de transversalidad: una para kijaypara
h(t). Sus interpretaciones son las habituales.
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Despejando:
ki __a

h() 1-a 13.21]

El ratio 6ptimo de capital fisico sobre el humascekratio de sus elasticidades, que,
al suponer la misma tasa de depreciacion, es ta @lifierencia de estos dos tipos de capitales.
Ademas, notemos que es constante para todo t.

Ya s6lo queda averiguar cual es la tasa de cregimae la economia. Para ello, como
siempre, obtenemos la condiciébn de Ramsey-Keymesbinando la condicién i) con la iii)
(también podrian obtenerse usando la iv). Operdada forma habitual, llegamos a:

¢(t) _1 a1

- J[aA(k(t)/ hy) -0 p] [3.22]
Y sustituyendo el valor del ratio k(t)/h(t), tenesrgue:

@ :1 a a-1 L

o) U{aA( (1—a)j o) p} [3.23]

La tasa de crecimiento de las variables per c@giteonstante. A pesar de que ambos
tipos de capital (factores que se acumulan) prasergndimientos decrecientes, muestran
rendimientos constantes en el agregado. EI mosvgue, como ambos factores se acumulan
y son complementarios en la funcion de producdi&reconomia crece a tasa constante en
estado estacionario. Nétese que esta intuicidnigakpuesta cuando presentamos el modelo
AK basico, al interpretar el capital en ‘sentidopdioi. En este modelo con capital humano y
fisico hemos formalizado esta idea.

2.4. El modelo de aprendizaje por la practica (lear  ning-by-doing)

En este apartado desarrollamos el modelo de apagadior la practica (learning-by-
doing), el cual permite combinar la idea de |la podvidad marginal decreciente en el capital
privado en la funcion de produccion privada comi&stencia de rendimientos constantes a
escala en la funcién de produccion agregada. Estiela no considera la existencia de capital
humano, como en el modelo anterior. Tan sélo exgpétal fisico.

El concepto de aprendizaje por la practica fuedhicido en la literatura pdrrow
(1962) ySheshinski(1967), segun el cual la produccién de bienes gelaeacumulacion de
conocimientos en las empresas y conduce al aundent# productividad del capitdRomer
(1986) introdujo esta idea en modelos de crecimiento lAsmos y desarrollo uno de los
primeros modelos de crecimiento enddgeno existatda literatura. Este modelo, sus ideas
y sus implicaciones, reabrio el interés sobre lodetos de crecimiento enddgeno.

En el trabajo de Romer, que no considera la acundmale capital fisico sino la de
conocimiento, supone que cuando una empresa ievigmera un proceso de aprendizaje
(debido a la practica) que se difunde a todasrgs@&sas de la economia sin que sea posible
que la empresa individual lo evite. Esta idea dglillover del conocimiento es muy
importante en economia, al ser el origen de mudbadas teorias existentes en lo relacionado
con el conocimiento y el capital fisico, o con tueacion y el capital humano, o con los
procesos de investigacion y la adopcién de nueamtogia e inventos.
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En este apartado se plantea un modelo sencilld gneese produce un proceso de
aprendizaje por la practica, que se desborda deaformediata al conjunto de la economia y
afecta a todas las empresas en forma de que pengjioear la productividad del capital. Este
modelo, en su version mas sencilla, asume queeépo de acumulacion de conocimiento es
un sub-producto del proceso de acumulacion deatapista hipotesis implica suponer que el
conocimiento es un bien ‘sin rivalidad’: una vezaumueva tecnologia es descubierta, su
conocimiento puede ser usado de manera inmediatat@s empresas. Un planteamiento
alternativo, que se tratara en el apartado 3, dersique la empresa que logra el nuevo
conocimiento puede utilizar una patente para pestegste conocimiento y tener la
exclusividad durante un tiempo de la tecnologiaaeBada.

Supongamos una economia sin crecimiento en la @éhlgn=0) y donde la tasa de
depreciacion es cerog=0. Para entender mejor lo que hay detras del prodsso
desbordamiento del conocimiento que fundamentarestielo, supongamos que existe un
namero muy elevado de empresas, todas idéntices @ntDado que todas las empresas son
idénticas, y para simplificar el modelo de RomeuiZg§s en exceso, pero sin perder la
intuicion de los resultados), trabajemos con ungregsa representativa:

Y(1) = F( KD, L() =[ K] [LAD] ™

L(t) = A(t)L: trabajo 'efectivo’ de la empresa [3.24]
L: nimero trabajadores (oferta perfectamente inetgst

A(t): variable que mide el grado de conocimientdoglade la ecormia

La empresa decidira solbigt) en [3.24], pero tomaréA(t) como dado, que es comun a
todas las empresas y representa una medida agreghdsstado de conocimiento de la
economia. Sin embargo, este A(t) no es exdgeno,ie evoluciona de manera enddégena
con la economfa ya queA(t) se relaciona con un proceso de aprendizaje vidouiala
inversion bruta agregada en la economia. La ineiisiuta es considerada como un indice de
experiencia acumulada de la economia (un proceapréadizaje con la practica):

A =B[ " I(sds=BY(t) = BK(1), [3.25]

en donde tenemos qué(t) es el estado de conocimiento de la economia, epdeigual a
K(t) al haber supuesto que la tasa de depreciaci@mamhomia es cero. La expresiéon para el
caso de depreciacién distinta de cero es muchocoragleja, pero la idea es la misma: el
indice de experiencia depende digckde capital totad. Es importante enfatizar que el K(t)
de la expresion [3.25] no sera decidido por la @sgrsino que es tomado como exdgeno.
Por esto, y para no confundirlo con el capital sjudecide la empresa, seguiremos usando la
notacion deW(t) para este estado del conocimiento.

Y () =[K@®][BYEL]
gue expresada en términosr capitaqueda:

y(t) = k@) [BY@]™

5 Lucas (1988) desarrolla un modelo similar al denBiopero suponiendo capital humano en lugar deofisi

6 Se podria suponer una forma mas general en lafqi¢ = [BK(t)](p. Sin embargo, solo g=1 existe un
sendero de crecimiento constante en el que la edanrece a una tasa constante.
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Resolveremos a continuacion el problema de la famprbductora (equivalente al
equilibrio competitivo, como vimos en el tema amgr Antes de pasar a la solucion,
dejemos claro la siguiente idea. A pesar de queival de conocimiento global de la
economia se ve afectado por el capital que invields empresas a nivel individual, las
empresas no van a tener en cuenta este hechooealadresolver su problema. La razon es
que al ser un numero muy grande, las empresas ma vaternalizar este hecho, ya que
consideran que su aportacion al capital agregada deonomia (al conocimiento agregado)
es pequefno, ademas de no ser los Unicos benefci&ste es un claro ejemplo de como la
actuacion individualista de los agentes (y la initgbdad de coordinacion) evita beneficiarse
de la externalidad (positiva en este caso) queclanalacion de capital genera sobre la
economia a través del conocimiento.

En este caso, si los agentes privados internatizgtavieran en cuenta) la
externalidad, acumularian mas capital de maneigidhugl. Esto ayudaria a aumentar mas el
nivel de conocimiento de la economia, que permittimentar la productividad no solo del
capital de la empresa individualmente sino la dasoPero esto no se tiene en cuenta a nivel
individual, lo que tendra como consecuencia queaplital que se acumule en el equilibrio
competitivo (el problema de la familia-productos®a inferior al Pareto-Optimo. En este
sentido, el problema del planificador si tendr&eenta la externalidad que el capital privado
ejerce sobre el conocimiento de la economia yaestavez sobre la productividad individual.

A continuacion resolvemos el problema de la fanpliaductora y obtenemos la tasa
de crecimiento de la economia:

-0 _
max |:C(t)lj|e_ﬂt dt
o(t) J0 1-o0

sa. k(1) =[k®F [BY(O] ~c(t)
k(0)>0

La variable de control es(t), la de estaddk(t), mientras queW(t) es exodgena.
Derivando las condiciones de primer orden del Hami&no correspondiente se obtiene

(1) - p(t) =0
Bw(t) " _ -
u(t){a[ k(t)} }— H(t)

k(t) = [k [WOF = o(t)

Operando convenientemente

. (+-a)
v()= 2 = g BHOT
c(t) o k(t)
En este momento, una vez se han obtenido las ¢ond&de primer orden, es cuando

sustituimos el valor del conocimiento de la ecormngue es una funcion del capital,
W(t) = K(t) = Lk(t). Asi, la tasa de crecimiento queda,

AE i{aBH L - o} [3.26]
ag
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Es facil probar que el capital y la producciper capitacrecen a la misma tasa
constante. Por tanto, se obtiene un resultadoasimildel model®K. Esto es evidente si se
tiene en cuenta que el supuesto de e = BW(t) = BK(t) = BLk(t) conduce a que la

funcién de produccion sea del tip&
y(t) = BLOK(t)

Resumimos en este punto el sencillo mecanismo Ipgueslas economias crecen de
forma permanente. Cada vez que se acumula calisabmpresas ganan experiencia y la
eficiencia del trabajo crece. De esa manera ndosergan rendimientos decrecientes en la
acumulacion del capital.

Aun asi, este modelo proporciona un resultado nudaviasa de crecimiento depende
de la poblacion total de la economia. Este efeetcestalé implica que los paises mas
poblados crecen mas rapido. Por este motivo se fsugbner que la poblacion no crece, ya
que de lo contrario tendriamos un crecimiento esiptben la economia. Por supuesto, el
crecimiento también es mayor cuanto mayor searéhpetro B, que recoge la magnitud del
aprendizaje.

Por lo comentado anteriormente, la solucién obtepior las familias productoras no
es optimo de Pareto. Mas concretamente, el mosvque cuando una empresa individual
invierte considera que la produccion de la econamméae en la cuanti@B>®L® por cada
unidad de capital. Sin embargo, en el 6ptimo detBase tiene en cuenta que la decision de
invertir afecta a la experiencia acumulada y, potd, a la eficiencia del trabajo y cuantifica
el aumento de la produccion eiB .

El 6ptimo de Pareto se obtiene sustituyendo laricegin presupuestaria de las
familias productoras por:

K(t) = k(t)BL —c(t)

Como comentamos anteriormente, el planificadomtdrmaliza la externalidad que
ejerce el capital privado sobre el conocimientdoglale la economia. El problema coincide
con el del modelAk, en el queA=B""N"“. En consecuencia, la tasa de crecimiento del
coNsumo es:

v, = i{ B L - p- 0 [3.27]
o
Por tanto, la economia crece a una tasa [3.26],equmenor que la Pareto-Optima
[3.27] porque la productividad marginal del capdak perciben los agentes es menor que la
real. Una solucion podria consistir en incentiwainiversion mediante la aplicacion de algun
subsidio que se financiase con la aplicacién denpuesto de cuantia fija. De esta manera, el
incentivo a invertir coincidiria con la verdadeeatabilidad de hacerlo.

Muy brevemente, ilustremos este hecho con un egnfalpongamos el problema de
las familias-productoras, considerando la posiddide un impuesto (o una subvencién) sobre
la renta. Para equilibrar el presupuesto, suponeme<®! impuesto o la subvencién resultante
se equilibra con un impuesto (o transferencia) hsonm, Tr(t). El problema es el siguiente:

7 Si la tasa de crecimiento de la economia estéioelada con la poblacion, sélo existe equilibrimei®nario en
este modelo si la poblacion es constante. Pomasti®o se ha supuesto que L es constante.
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max jm{w}e"” dt

c(t) 0 1-o

sa  k)=[ K[ BP(Y" @-1)- ¢+ T(Y
k(0)>0

Para generalizar el estudio, permitimos qupueda ser positivo (un impuesto) o
negativo (una subvencion). Procediendo de la mis@ai@era que anteriormente, obtenemos la
siguiente tasa de crecimiento de esta economia:

1 I
A =—{a'Bl “171-1) —,0}
o
Notese que ahora no es obvio que esta tasa den@rto sea inferior a la Pareto-
optima. De hecho, igualando ambas tasas de cretondtenemos que:
1 I 1, .
Vc* :_{ B |1 ”(1—T) —,0} =_{ Bre | o —,0—5} — \éPO
o o

Despejando el tipo marginalobtenemos la politica 6ptima: aquella que hacelgue
tasa de crecimiento de la economia iguale a lad?amima. En este contexto, que sea capaz
de corregir la externalidad existente. Esta palitiene dada por:

l1-a
<
a

0 [3.28]

Puesto que es negativo, la solucion consiste en subsidigrdduccion del bien recaudando
los recursos necesarios a través de un impuestoashtia fija.

2.5. La politica fiscal y las infraestructuras publ icas

El modelo que presentamos a continuacion tiene amedivo la introduccion de las
infraestructuras publicas y la manera de finarasagin un modelo de crecimiento endégeno, y
la consideracion de su relacién con la productividsarginal del capital privado. Veremos
que si la productividad del gasto en infraestradduera lo suficientemente grande tendria la
capacidad de generar crecimiento sostenible erolaoeia. Al final del epigrafe discutiremos
brevemente la relacion de este resultado con sodtaelos empiricos en la literatura.

El modelo seminal que estudia la relacion entma@structuras publicas y crecimiento
en el contexto neoclasico es el elaborado Bamro (1990), que proporciona una forma
alternativa de interpretar la tecnolo@i. Este modelo introduce un factor de produccion de
provision publica en la funcién de produccion, quemplementa a los factores privados
aumentando su productividad. En este contexto,rdayzcion depende de las cantidades
existentes de dos factores de produccion: capiighgo, K, y un factor de produccion
provisto por el sector publigo G. De esta forma, la funcion de produccion presenta
rendimientos constantes a escala, pero existenmmamdos decrecientes de cada uno de los
factores:

Y= A KO [G]™ & o<

8 Podria tratarse de autopistas, aeropuertos mies de justicia.
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Expresada en términgger capita la funcion de produccion es:

y® = ALk [ o] 5 0w <

Debe sefalarse que, en el modelo de Ba®dono es un factor de produccion
acumulable, es decir, no representatetkde bienes provistos por el sector publico sino un
flujo productivo, esto es, un servicio. Podria d@rs¢ de servicios contratados al sector
privado. De esa manera, el gobierno no acumulaatapi

Asumiremos que la poblacién no crene, que la tasa de depreciacionde®, y la
funcién de utilidad es de la familia CES y solo elege del consumo privado. Comenzaremos
por describir y resolver el problema de las famsilmoductoras como una manera de obtener
las asignaciones del equilibrio competitivo.

2.5.1. El problema de la familia-productora

En este contexto, ademas de las familias y de lpresa, existe otro agente, el
gobierno, que ofrece servicios de infraestructymatslicas. Puesto que el Estado tiene que
equilibrar su presupuesto en todos los momentosietapo, por ello recauda un impuesto
proporcional sobre la renta que verifica:

g(t) =y(t) =rAk®]"[9®] ™ ; 0<7 <1 [3.29]
dondet es la tarifa del impuesto.

En este contexto, los agentes (familias-productarasan de resolver el siguiente
problema de optimizacion:

-0 _
max M e‘(ﬂ‘n s dt
c(t) Y0 1-0

sa. k(t)=(1-7)Ak()][g(t)] ~(t) - (n+ & )K(t)
k(0)>0

Cabe hacer dos comentarios sobre este problemariter lugar, la restriccion
presupuestaria considera la renta después de itopuen otras palabras, el capfal capita
crece si la renta una vez detraidos los impuestpsra el consumo y la depreciacion del
capital per céapita En segundo lugar, cuando los agentes resuelvemprablema de
optimizacién no toman en cuenta los efectos quealsussiones de inversion tienen sobre la
cantidad que gasta el sector publico. Esto es agjup se supone que cada individuo
representa una parte muy pequefia de la economfarmda que considera el gasto publico
como dado.

Derivando las condiciones de primer orden del Hami&no correspondiente se
obtiene

e P e(t) 7 - u(t)=0 [3.30]

9 Véase el trabajo de Glomm y Ravikumar (1994) parenodelo en el que el gobierno acumula capital. La
intuicion de los resultados es similar a Barro (199
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(1-a) .
u(t){(l ”A‘{sg ﬂ —(n+5)}=—u(t) [3.31]
k(t) =(1-7 )AKOF [o(OF —c(t) - (n+ S k(t) [3.32]
Operando convenientemente:
v(t)—(— - r)Aa{g( )Ta) 0-0 [3.33]
c(t) k(t)
Teniendo en cuenta [3.29] se puede escribir:
_9(t) _ 9(t) _1i9(t) 9O _ ppyve 334
T T AkOF[aF A{k(t)} A7 13:34]

Sustituyendo [3.34] en [3.33], se obtiene la tasardcimiento del consumo:

v(t)= %) =

17 e (--aYa _
o) U{A (1-7)r p-3} [3.35]

La expresionoaA¥® (1- 1)1 en [3.35] se interpreta como la rentabilidad rivaaly

después de impuestos de invertir en capital fidisba rentabilidad es la que perciben las
familias-productoras, que consideran que sus aesioo influyen en la evolucion del gasto
publico.

A partir de la expresion [3.34] se deriva facilneeque las tasas de crecimiento del
gasto publico y del capital son iguales en el lgsgzo. Ademas, como la ratgft)/k(t) es
constante, para que la tasa de crecimiento delatagia constante es necesario que la ratio
c(t)/k(t) permanezca inalterada. Esto requiere que la tasaedemiento del capital coincida
con la del consumo en la senda de crecimiento @otest

K(t) _ )] (1)
W= T ){k(t)} Ty "M

Por ultimo, como ambos factores productivos crecémmisma tasa, la existencia de
rendimientos constantes a escala garantiza quedaqrion también evoluciona a ese mismo
ritmo. En resumen, debe verificarse:

* =\ * —=\* —=\/*
VAR

La razon por la que en este modelo se producenuetio endodgeno es la siguiente:
cuando los individuos deciden reducir una unidadcdesumo para aumentar el capital,
incrementan el ingreso nacional en la cantidadvedpmte a la productividad marginal del
capital. Los ingresos publicos adicionales se @edia gasto publico. De este modo, un
aumento dé conlleva un aumento proporcional glgpor lo quek y g crecen al mismo ritmo.
Es como si einput publico fuera otro factor susceptible de ser adadw Dado que se esta
suponiendo la existencia de rendimientos constamtescala erk y g conjuntamente, la
funcién de produccion presenta, en la practicapigsnas caracteristicas que una del Apo
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La ecuacion [3.35] relaciona la tasa de crecimiei¢ola economia con el tipo
impositivo,T. Sit=0, la productividad marginal del capital despugsapbuestos también vale
cero por lo que la tasa de crecimiento de [3.35hexmtiva:v*_ = (]/J){—p—5}. Esto se

debe a que cuande=0, el Estado no puede proveer bienes. Cuando isteexbienes de
provision publica, el rendimiento de la inversidivada es cero. En el otro extremo, cuando
1=1, el Estado supliria una enorme cantidad de bjenes harian que el capital privado fuese
muy productivo. El problema esta en que el renditoieeto después de impuestos vuelve a
ser negativo, puesto que el gobierno hace suyatddidad de la produccion a través del
impuesto con tipo impositivo del 100%. En consecigria tasa de crecimiento es también
negativa. Se puede calcular el valor maximo dada de crecimiento en funcion de se
encuentra en

*=@1-a)

Segun esto, el Estado puede maximizar el crecimidatla economia adoptando un
tamafio igual al que resultaria en un equilibrio petitivo con factores de produccién
privados. Dicho de otro modo, la participacion anptoduccion del factor provisto por el
Estado debe ser igual a lo determinado por la tegfe 1-a (que es el exponente del factor
de produccion gasto publico en la funcién de proofiun). La tasa de crecimiento que resulta
en este caso es:

v, = oA a-a) T - p- 3} [3.36]

2.5.2. La asignacion Pareto-Optima

Para determinar si la solucion de las familias potatas (la del equilibrio
competitivo) es un 6ptimo de Pareto, resolvemgeablema del planificador y comparamos
las soluciones. Para ello, se maximiza la utilitldendo en cuenta que la acumulacion de
capital se produce cuando existe ahorro despuéstdger los recursos necesarios para dotar
el gasto publico. Hemos de enfatizar que la restmcdel problema del planificador hace
referencia a una restriccion de recursos. Porrntofeen ningln caso existen impuestos o
subvenciones (ambos son instrumentos de politiocal problema de la familia productora).
Asi, el problema a resolver es:

1-0 _
max IO |:C(t)1j|e_(p_n I8 dt

c(t)g(t) 1-o0
sa. k(t)= Ak [g(O)" —c(t) - (n+ I k(t) - g(t)
k(0)>0
Las condiciones de primer orden se obtienen arpatiHamiltoniano

o(t)7 -1

H(t)=e "
(t) { o

}e‘(‘"“” + (O AKOF o0 ~a(t) - (n+ (1)

dondep(t) es el multiplicador dindmico de Lagrange.
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Haciendo:
H(t) _
x(t)

HH(t) _
A(t)

H(t) __:
(1) H(t)
H(t) _:
)~

Operando
e ie(t) ™ — u(t)=0
(1-a)AK(t)"g(t)” =1

p(t{aAK(t) Hg(t) e - (n+ &)} = - (1)
K(t) = AK(t)” (1) —c(t)— (n+&K(t) - g(t)

La interpretacion de la segunda condicién de maxsqgue el producto marginal de
la dltima unidad de producto destinada a gastoiquilijuala a la unidad. A partir de esta
condicion se puede obtener el gasto pulgeocapitadptimo.

g(t) = (1-a )Y * AV K(t) [3.37]

La relacién que guarda el gasto publico corsteck de capital es constante y, de
hecho, es igual a la que se obtiene cuando ladidarproductoras toman la decisién de
consumir y el Estado recauda impuestos (la denuiStrae deja para el lector). Este es un
resultado relevante, ya que viene a decir que d@gocion entre gasto publico y capital
privado resultante en el equilibrio competitivo Rareto-6ptimo. Pero aun no podemos
concluir que el equilibrio sea Pareto-6ptimo (dehweno lo sera), ya que aunque el ratio sea
el eficiente, los niveles no tienen por qué serlo.

Para eliminaii(t), como siempre, se deriva la primera condicién d&imo respecto
del tiempo y se sustituye en la tercera ecuadiégahdo a que:

. o(t) _ aAk(t) (1) - p-3
< ot) o

Sustituyendo la expresion dgt), el consumoper capita crece en la senda de
crecimiento constante a una tasa constante que sta por:

. 1 a
v :c(t):aA"(l—a)" -p-0
°ot) o

[3.38]
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El stockde capital per capita el gasto publicoper capitay la produccionper capita
crecen a esta misma tasa constante.

v, =V,

:@:@

La tasa de crecimiento del consumo cuando en e@hdpde Pareto [3.38] es mayor
qgue si la economia estad descentralizada aunquebérgo escoja la tasa impositiva que
maximiza la tasa de crecimiento de la economi&]3E motivo es que cuando el gobierno
recauda impuestos reduce la tasa de rendimientla deversion y, en consecuencia, las
economias domeésticas ahorran menos. Al acumulasesicapital, el crecimiento es menor.
Ademas, las familias no internalizan el hecho de sjuacumulan més capital, el gobierno
puede recaudar mas impuestos, financiar més imfuaésras publicas, lo cual repercutiria
positivamente en la productividad del capital pliva Al no internalizar este hecho, se
acumula menos capital en el equilibrio competitige, recaudan menos impuestos y se
generan menos infraestructuras. Notar que este mzempatible con el hecho de que el ratio
k(t)/g(t) sea el Pareto-6ptimo.

2.5.3. Un comentario sobre la elasticidad del gasto publico

Se puede encontrar una amplia literatura que estldi incidencia de las
infraestructuras publicas sobre el crecimiento YK per capita de la economia. Aunque
existe cierta controversia acerca del tamafio dengacto, si existe consenso sobre que
ciertos servicios publicos (como el gasto en irdfiiaeturas publicas) afectan positivamente a
la productividad de los factores productivos prosdSin embargo, no hay consenso sobre
gue sean un motor definitivo de crecimiento.

Los trabajos pioneros de Aschauer (1989) y Mund®®0) identificaron la existencia
de un impacto muy significativo de las infraestmuas publicas sobre la renta per capita y
sobre el crecimiento. Estos resultados empiricoivaron en parte el desarrollo de los
modelos de crecimiento enddgeno con infraestrustpiidblicas como el pionero de Barro
(1990) y algunos posteriores como los de Futagdnal.e(1993) o Glomm y Ravikumar
(1994). En la mayoria de estos trabajos el gastoliqoi se financia con impuestos
proporcionales a la renta y el gobierno decidatsb de gasto publico sobre produccion.

En el modelo de Barro, puesto que la participadéhcapital privado en la renta
nacional,a, es 0,36, se desprende que la elasticidad asagib$aservicios publicos tendria
que serl-a=0,64. Sin embargo, si observamos los datos dectaseias mas desarrolladas,
el ratio inversion publica (que incluye los gasts infraestructuras) sobre PIB se ha
mantenido relativamente constante en los Ultimas.aAsi, en torno al afio 2000, este ratio
representa algo menos del 4% en los paises de [ZEOSI es verdad el valor de 0,64 del
modelo de Barro, el ratio inversion publica sobif® ue maximizaria la tasa de crecimiento
de la economia seria también 0,64, valor muy abejiedl 4% existente.

Ademas, la elasticidad que se deriva del model®@aleo esta muy alejada de las
estimadas en los trabajos empiricos comentados@ntente, que ronda entre el 0,20 y el
0,35 en los casos mas optimistas. Incluso, algureisajos posteriores apuntan a una
elasticidad de 0,1 o incluso algo inferior. NOtgse, con rendimientos constantes a escala,
este ultimo valor implicaria que elasociado a la funcién de produccion deberia sl ig
0,9 (de modo que ambos sumen 1).
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Todas estas inexactitudes han generado una reeomsioh de estos modelos de
crecimiento enddgeno con infraestructuras publjcakpapel de las infraestructuras sobre el
crecimiento. Para que tenga sentido incluir el aygmiblico en el modelo, la funcién de
produccion tendria que tener la siguiente forma:

Y() = KO GO [AY LD 5 0 B<lp+p< 1,

donde A(t) seria, por ejemplo, proporcional al capital humanoseria un indice de
conocimiento global de la economia como el del rmode Romer explicado anteriormente.
En este sentido, también se ha demostrado que enodelo con distintos tipos de gasto
publico (no solo infraestructuras) que hay querfai@ con el impuesto sobre la renta y con
tasas de depreciacion realistas (en torno a 003@®), el ratio inversion publica sobre PIB
que maximiza el bienestar de la economia se sitdarao al 5%, muchisimo més préximo a
lo observado en las economias re#les.

2.6 Las externalidades y el medioambiente en el mod elo AK

Una externalidad es un factor que afecta (posdiv@gativamente) a la utilidad de la
familia (directa, o indirectamente a través de, giemplo, la funcién de produccion), pero
sobre el cual la familia no considera que tengaacdpd de influencia y, por tanto, no hace
nada al respecto. En general, la existencia deextenalidad causa que la asignacion en el
equilibrio competitivo no sea Pareto-Optima. Pratisnte, uno de los papeles del sector
publico es disefiar instrumentos de politica quezeah el efecto de las externalidades en la
economia y acergue la asignacién de mercado adtoR@ptima.

Un ejemplo de externalidad es el proceso de acumdunlade conocimiento que
discutimos en el modelo de Romer de ‘aprendizajel@@ractica’. En este caso es una
externalidad positiva que la acumulacion de capieice sobre el conocimiento global de la
economia. Otro ejemplo de externalidad positivelessfuerzo individual en el estudio. Un
mayor nivel de estudio individual favorece el canmoento global de la economia, el cual a su
vez favorece la productividad de los factores ypfage a la utilidad individual. Pero cuando
una persona individual decide el tiempo de estadiiene en cuenta este efecto.

El ejemplo més habitual de externalidad negativaele®fecto nocivo sobre el
medioambiente de las emisiones, y los perjuicias &gio supone para la salud individual de
las personas y, por tanto, para su utilidad.

La idea detras de esta externalidad es la siguia@htacumular capital fisico para
producir y poder consumir, se generan, como un redopto del proceso productivo,
emisiones que son perjudiciales para la salud ichait. Pero este efecto nocivo sobre la salud
no es considerado por las familias cuando tomandeusiones de inversiébn-consumo. La
razén es que, por un lado, el consumidor indivicwmaisidera que la cantidad de emisiones
gue genera es muy pequefia y ésta contribuye muy @das emisiones globales (existen
muchos individuos). Por otro lado, existe un protdede informacién asimétrica y riesgo
moral: el consumidor individual no sabe cuantorestaitiendo los demas productores (por lo
tanto, no saben si su esfuerzo de no emitir méagoena) y, al mismo tiempo, consideran que
si hacen el esfuerzo de acumular menos capitglyeelisume el coste es el individuo mismo,
mientras que el beneficiario serian todos.

10 v¢ase Marrero (2008) para una discusion en detabiee estos resultados.
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Presentamos a continuacioén una extension del médéekn el que consideramos que
las emisiones afectan de manera negativa a losidods. La tecnologia eAK y para
simplificar suponemos que=0=0.

La funcién de utilidad instantanea es logaritmiddivaa, dependiendo positivamente
del consumo privada, y negativamente de las emision@sjue se generan en la economia,

ule(t),&t)] = Inc(t)-gind(t), @0 (01)

Las emisiones son un subproducto del proceso piiwdug por tanto, se relacionan con la
cantidad producida

o(t) =gY(1) = ¢-L-y(1),¢ 1 (0,1

Sin pérdida de generalidad podemos asumirlgde(normalizar la economia) por lo que las
emisiones se pueden poner en términos per capitarsgr que arrastrat que no aporta.

o) = ¢-y(1), 0 (0,2)

Comencemos por el problema de la familia-productiva
“ _ ot
max IO[Inc(t) pnd ) e” dt
sa k()= AKd- ¢),
k(0)>0

En este problema tenemos que la variable de cosgrel consumo, y la de estado el
capital. Dado que estamos resolviendo el problemalad familia productora, esta no
internaliza el efecto que su acumulacion de capitice sobre las emisiones. Por lo tanto,
toma las emisiones como una variable exdgena. |Asicondiciones de primer orden se
obtienen a partir del Hamiltoniano

H(t) = [In c(t) —¢@ln H(t)] e’ +,u(t){ AKY - ¢ )}

dondeu(t) es el multiplicador dinAmico de Lagrange. Lamdiciones de optimalidad son
(tomandoB(t) como dado, sin sustituir aun en la utilidad):
JH (1) 0
oc(t)
JH (1) .
——2 ==t
k(D) ()
OH(t) _ k(D)
au(t)

Operando de la manera habitual obtenemos, de memgrdécil, la siguiente tasa de
crecimiento de la economia en equilibrio compaetitiv

V = A-p [3.39]
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Usando esta condicion en la restriccion de recpmiemos obtener el ratkdc en
equilibrio competitivo:

@: A—ﬂ =V o (ﬂj =0 [3.40]
k(t) k(t) k(t)

Resolvamos a continuaciéon el problema del plardfica En este problema si se
internaliza la externalidad. Esto es, antes denebtéas condiciones de primer orden, se
sustituye el valor de las externalidades en laifunde utilidad. De este modo se considera no
sélo el efecto positivo de la acumulacion de cpsiao también el negativo a través de las
emisiones.

La variable de control sigue siend(l) y la de estad&(t). La diferencia respecto al
problema de la familia-productora es que en eptiglificador se internaliza la externalidad.

max | :[ Inc ¢)-¢(Ing + InAk(t)) ] &~ dt
sa k()= AK)- ¢), [3.41]
k(0)>0

Las condiciones de primer orden se obtienen arphaitisiguiente Hamiltoniano:

H(t)=[Inc(t) —@(Ing+In Ak(D) ] €” +u(){ AK}- ¢}

FH () _ a1
(0 =0 e*” %0 ut)=0
JH(t) _

. a1 _ .
(D) =—p(t) - -€ ‘”w@w(t) A=-p(Y)

OH®) _ oo pin = A
) k(t) = k()= Ak()- ¢}

El primer término de la segunda condicion de opitad es la novedad respecto a la
de la familia productora. Manipulando de la marteahitual las condiciones de optimalidad,
obtenemos la siguiente condicion de optimalidagriatnporal:

e, o)

o p= A—qoﬁ [3.42]

El segundo término de la parte derecha de la amuaefleja que el efecto negativo de
la contaminacion es tenido en cuenta por el plzadfor a la hora de obtener la condicién de
optimalidad intertemporal. Recordar que la parred®a de esta condicion refleja el beneficio
marginal de acumular méas capital. Este seria igual(su productividad marginal) si no
consideramos su efecto negativo sobre las emisidh@® al considerar esto ultimo, el
beneficio marginal del capital es menor, dependiethel la magnitud del parametg, que

muestra la desutilidad de las emisiones.

Para obtener la tasa de crecimiento del problemplal@ficador tenemos que calcular
primero el ratioc/k Para ello, dividimos pok la restriccion del problema [3.41] y la
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combinamos con la condicion [3.42] e imponemos audas variables crecen a la misma
tasa en estado estacionario:

et _ o) _ s
c(t) A % p=v
@ = A—ﬂ = VPO

k(t) k(1)

Cuya solucion es:
(c(t)jpoz p
k®) 1-¢ [3.43]
VPO = A—L
1-¢

Notese que el ratio/k es mayor en el Pareto-6ptimo que en el equiliboimpetitivo.
Esto se debe a que en el equilibrio competitivessé sobreacumulando capital debido a la no
internalizacion del efecto negativo del capital reollas emisiones. Por su parte, esta
sobreacumulacion de capital conduce a que la easaedimiento de la economia de mercado
sea superior a la eficiente debido precisamensteaneotivo.

Un mecanismo corrector sencillo de esta ineficeeres establecer un impuesto sobre
la acumulacién de capital (o0 sobre la renta o skabireversion) y emplear la recaudacion para
financiar unas transferencias lump-sum. De esteomsed desincentiva la acumulacion de
capital hasta los niveles eficientes y no se gemerafecto renta negativo porque se devuelve
la recaudacion con una transferencia que no dist@sa decision de consumo intertemporal.

El problema de la familia-productora queda en estgo de la siguiente manera
(supongamos un impuesto sobre la renta):

max j:[ Inc¢)-@Iing ) e” dt

sa k()= AYA-7)- ¢+ T,
k(0)>0

La solucién de este problema nos llevaria a lagesies condiciones:
vV =A1l-1)-p [3.44]

Igualando la tasa de crecimiento [3.44] con lamidéeen el Pareto 6ptimo [3.43], obtenemos
que el tipo impositivo 6ptimo es:

1'* :B(ij>0
All-g
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3. Una introduccion a los modelos de cambio tecnol6 gico enddgeno

Hasta ahora hemos estudiado modelos de crecimiexigenos o enddgenos) pero en
los que el origen del crecimiento no ha sido frdéocambios tecnoldgico. Esto es, nuestro
parametro ‘A’ en la funcion de produccion ha segusiendo exogeno: o bien lo hemos
supuesto constante (por ejemplo, como en el mo#dl€)p o hemos supuesto que seguia un
proceso lineal exdgeno de crecimiento (la extendiéinmodelo neoclasico basico), o bien
hemos considerado que es un subproducto de unsprate aprendizaje (el modelo de
learning-by-doing). En los otros dos modelos quedee visto, la fuente del crecimiento se
debe a la complementariedad de diferentes factpresluctivos con el capital (las
infraestructuras en el modelo de Barro y del chpitanano en el de Romer o Lucas). En esta
seccion presentamos el modelo mas basico de esta familia de modelos en los que el
progreso tecnologico es endogeno, y es consecuataiaproceso de innovacion e
investigacion de las empresas. Estos modelos, ajemms permitirdn entender la relacion que
existe entre el proceso de innovacion y la estractle los mercados, los poderes de
monopolios o la propiedad intelectual de los ingsnt

El elemento comun de estos modelos en los que se éradogeno el progreso
tecnoldgico es la existencia de empresas dedi@tiasvestigacion y desarrollo (I+D). Uno
de los enfoques utilizados para convertir la endegeacion de la tecnologia en un problema
tratable consiste en considerar que el progresuctgdcoma la forma de un aumento en el
namero de bienes de capital disponibles como festde produccion. Por simplicidad, en el
modelo que se plantea en este tema, seran bi¢agsdudios.

El supuesto fundamental de este tipo de modeloguesno existen rendimientos
decrecientes en el niumero de bienes de capitallopque el modelo es capaz de generar
crecimiento economico sostenido, ya que las emgrdsal+D siempre desean descubrir
nuevos productos. A continuacion se presenta _umnsiove simplificadade uno de estos
modelos, el dRomer (1990).

El modelo de cambio tecnoldgico enddégeno de Romé®Q0)

En la economia existen tres tipos de agentes. iEreptugar, los productores del bien
final, que utilizan en su actividad una tecnologiee emplea trabajo y una serie de bienes
intermedios que deben comprar a las empresas gueatoinventado. En segundo lugar, se
encuentran los propios inventores de los bienesnm@dios, que invierten una cierta cantidad
de recursos en I+D con la finalidad de crear nugwaluctos y una vez que los han
desarrollado, poseen una patente que les proparcizn monopolio perpetuo para su
produccion y venta. Por ultimo, los consumidoregesl la cantidad que desean consumir y
ahorrar para maximizar la funcién de utilidad hadlit sujeta a una restriccion intertemporal.
La riqueza de las familias se materializa en lgpigaad de las patentes de los bienes que han
desarrollado.

En este modelo existen los siguientes mercadodratb@jo, de bienes finales, de
bienes intermedios y de activos financieros. Emetcado de trabajo existe una fuerza de
trabajo que se supone constante (es decir, lagoblao crece) y se determina el salario. En
el mercado de bienes finales se normaliza el peeéiy se determina la cantidad producida o,
en este caso, la tasa de crecimiento de la pramtucén los mercados de bienes intermedios
se determina el precio del bien intermedio y latidad producida de cada uno de estos
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bienes. Por dltimo, existe un mercado de activoanitieros en el que se determina el tipo de
interés real.

A continuacion se plantea el comportamiento de cadede estos agentes y se obtiene
el equilibrio del modelo.

3.1. Los productores del bien final

Producen el Unico bien de consumo, que se obtieparta de varios factores de
produccion entre los que no se incluye el capigtd. La funcion de produccion tiene la
siguiente forma:

Y(t) = Aﬁt;i (t)"diJ L(t)= A>0

siendox; los bienes intermediog, es un parametro tecnoldgicd.yes el trabajo. En
otras palabras, la produccion se obtiene a paatirabajo y de un conjunii(t) de factores de
produccion; . El progreso tecnoldgico se presenta bajo la fatenan aumento continuo del
numero de bienes intermedidy}).

El hecho de que la funcién de produccion sea adgsfarable comporta que los
nuevos bienes intermedios son diferentes a losiargge, aunque No son ni mejores ni peores
que éstos. En particular, los bienes antiguos nws'aguedan obsoletos. Un aspecto
importante de la funcion de produccion utilizadages presenta rendimientos decrecientes
respecto a cada uno de los bienes de capital,ndrargo presenta rendimientos constantes
respecto a la cantidad total de estos bienes. Espuede apreciar suponiendo que, en cada
momento del tiempo, la cantidad de dichos bienesefda misma=x; para todoi (como
veremos, esto es lo que ocurrird en el equilibiio). este caso, la funcion de produccion
puede escribirse como:

Y = ANx L [3.45]

Para un valor dé\ dado, la ecuacion anterior implica que la produtogxhibe
rendimientos constantes a escala respetty & Tomando como dadasy x, la produccién
presenta rendimientos constantes si tiene lugarawmento en el numero de bienes
intermedios. Esta constancia en los rendimientds germite a la economia generar tasas de
crecimiento positivas para siempre. Realmente, rastdelo es un modelo del tipo AK, en el
cual se evitan los rendimientos decrecientes dantidad de bien intermedio utilizada gracias
al aumento en el nUmero de bienes intermedioseetes.

Las empresas contratan trabajo en un mercado cobivpgtcompran cada uno de los
bienes intermedios a un precio unitariola produccion que obtienen la venden a un precio
que, por normalizacidn, se supone unitario. Su @stamiento se reduce a maximizar el
valor presente de los flujos de caja que percibandrel futuro, sin embargo, puesto que las
empresas no poseen ningun tipo de bien acumulableomportamiento de las empresas
puede reducirse a la maximizacion de sus benefieoscada periodo del tiempo. Las
empresas deben elegir éptimamente la cantidacabejtr que utilizan y su demanda de cada
uno de los bienes intermedios.

N(t)

max  Y(t)- j p, (t)x, ()di —w(t)L

L.Xg (1), X ey (1)
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Las condiciones de primer orden implican la igudldatre el producto marginal de
cada bien intermedio y su precio en cada momeritibetdepo.

Aax, ("L = p, (1)

A partir de la expresion anterior, se puede desp@jademanda de cada bien
intermedio xen el momento t, que esta negativamente relacooai su precio unitario. La
elasticidad de demanda viene dada por -d)(1-

1 1

X;(t) = (Aa) ™o Lp, (t) = [3.46]

Derivando respectola se obtiene que la demanda de trabajo en cada nmtresn

N(t)

j X (t)"diJ(l—a) L™ = w(t)

0, escrita de otro modo,
@-0)Y(t)/L =w(t) [3.47]

3.2. Las empresas de I+D (productores de bienes int  ermedios)

Para crear nuevos bienes intermedios, las empdesi&P deben invertir recursos. Se
supondra que esta inversion consiste en una cdntidastanten, que se detrae de la
produccion, por cada bien que se desarrolla.

Una vez que el bien ha sido desarrollado, su pmdncse obtiene con un pequefo
coste marginal constanteM, y es vendido al precia(t) a los productores de bienes finales.

Puesto que la sociedad les otorga un monopolicepersobre el bien que desarrollan,
estan en posicion de cobrar un precio por encirhbbge&ostes marginales de produccion del
bien intermedio, que hace posible que recupereninasrsiones iniciales en I+D. En
consecuencia, las empresas deben elegir tante@bpae venta como la cantidad producida
con vistas a maximizar sus beneficios.

El inventor se enfrenta a dos decisiones imporsarita primera decision es si le
interesa 0 no inventar un nuevo producto. Paradelleera comparar los costes de 1+D con los
beneficios que obtendra una vez que el producéiegentado. La segunda decision consiste
en decidir el precio de venta del nuevo producto.

Para poder tomar la primera decision, el invenadredestimar el precio al que podra
vender el bien intermedio una vez que haya sidentado, por lo que no puede tomar la
decision de inventar sin haber adoptado la seguRda.eso, solucionaremos primero el
segundo paso.

¢ A qué precio venden las empresas los bienes intexdios?

El productor del bien intermedid maximizard en cada momens) su flujo de
beneficios futuros descontado, donddt) es el beneficio instantaneo que proporciona la
venta del factor productivo i-ésimo.
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max| eI (t)dt = j e "9[p, (t) - CM] x, (1) dt
pi
Teniendo en cuenta la demanda de bienes intermetitesida [3.46] y suponiendo
gue el coste margin@lM es igual a uno, el problema de la empresa quanHabees:
1
max| "e”"9[p(t) - (Aq) s Lp, (1) -
p; (t
Puesto que este problema no plantea restricciomgsnitas, la solucion de este
problema se obtiene derivando el integrando respattprecio del bien intermedio e
igualando a cero. Ademas, simplificando, se llegasaguiente condicion de primer orden:

Ta e L Voo —dlp ) e e
P, (t) +( 1—Gj[pi(t) ]']pi(t) 0

pi(t) = i >1 [3.48]

La expresion anterior indica que el precio de veleiebien intermedio es mayor que
el coste marginal de produccion (CM=1). Esto sigaifjue el productor monopolista fija un
margen constante sobre el coste margimark up que es mayor cuanto menor sea en valor
absoluto la elasticidad de la demanda (esto ed@uadis inelastica es la demanda a la que se
enfrenta). Es este margen el que permite que |lggesas recuperen los gastos de I+D
necesarios para desarrollar los nuevos productbsmaAs, el precio de venta es igual en todo
momento del tiempo y para todos los bienes inteimsed

Sustituyendo el precio de venta [3.48] en la deraatel bienes intermedios[3.46], se
obtiene que la cantidad efectivamente vendida da been intermedio es:

1 1 12
X, (t) =(Aa)re L{1/a) =« = AtaLal [3.49]
La expresion [3.49] indica que la cantidad vendigacada uno de los factores de
produccion existente en un momenhts la misma y, ademas, no cambia en el tiempo.

Sustituyendo la demanda de bienes intermedios m¢don de produccion [3.45] se
obtiene que la produccién de la economia en cadaemio del tiempo es:

1 2a

Y (t) = A< N(t) Late [3.50]

Notese que la produccion crece linealmente conipilemo de factores intermedios
existentes.

La decision de desarrollar un nuevo bien intermedio

El beneficio instantdneo que obtiene cualquierbbsl@roductores del bien intermedio
i proviene del margen que obtiene por cada uniéadida en cada momento del tiempo:

m(t) =[p,(t) - CM]x, (1) :(—1)A1 “Lali =7 i=1,..,N(t) [3.51]
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Los beneficios que proporciona cada bien intermedioidénticos y constantes en el
tiempo. El valor presente descontado de estos iceseés:

S 1l
J' e""Imdt = —
s r

Esto quiere decir que una vez inventado un nuevdyato, éste va a generar en valor
presentavr, que es lo que estaran dispuestas a pagar lagsaspvor desarrollar un nuevo
bien intermedio. Por ello, la invencién del nuevoducto se producira justo en el momento
en que el valor presente de los beneficios del palisia iguale al coste de innovay)(es
decir,

1
n=-—
r

Puesto qu& y Ttson constantes, esta igualdad se consigue pokrtjpe de interés se
ajusta para lograrié.

3.3. Los consumidores

Para cerrar el modelo falta considerar el compoeiato de los consumidores. Estos
tienen acceso a un mercado de activos financierad que su riqueza es remunerada a un
tipo de interés. Por otra parte, reciben ingresos del trabajo Jodeactivos de los que son
propietarios. Deben elegir entre consumir y ahopaa maximizar la funcion de utilidad
habitual. En suma, el problema del consumidor es:

max m{c(t)ko_l}e‘ptdt
c(t) 40 1-0

sa b(t) = w(t) —c(t) + r(t)b(t)
b(0) >0

Con lo que el Hamiltoniano es
H(t) = e{c(tl)_o‘l} +ROIW() = o) + r(Db(0)

La solucién del problema viene dado por las condies de primer orden junto a la
condicion de transversalidad:

lim b(t)u(t) =0

11 por ejemplo, si el coste de inventay) s inferior al beneficior(r), un gran ndmero de investigadores
potenciales van a pedir prestado. Esta gran cahtidapréstamos hara subir los tipos de interés hipst la
igualdad se restablezca.
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Operando con las condiciones de primer orden
e”uc(t)]-p(t) =0

H(tr(t) = -p(t) [3.52]

b(t) = w(t) —c(t) + r(t)b(t)
Para eliminafi(t) se deriva la primera ecuacion respecto del tieynpe sustituye en
la segunda ecuacion obteniéndose

O _ -
o0 r(t) -0 [3.53]

3.4. Equilibrio y tasa de crecimiento de la economi a

Sustituyendo en [3.53] la expresion del tipo deeriéd r=1Un, y teniendo en
cuenta[3.51], se obtiene la tasa de crecimientacdesumo. Nétese que al ser la poblacion
constante es indiferente plantear el modelo enité@srabsolutos o en términgeer capita

2
c(t);{ll a Al-aal-aL_pj [3.54]

ct) o\n a

La tasa de crecimiento del consumo es constantgugaolo depende de parametros
constantes. El crecimiento del consumo estéa invemstanrelacionado con el coste de las
actividades de I+Dn). La tasa de crecimiento depende de forma positelaamario de la
poblacion de la economi& ), es decir, este modelo presenta efecto de edtlafaotivo es
que la tecnologia es un bien no-rival: el costedéegarrollar un nuevo bien intermedio es
independiente del nUmero de personas que lo utilieeeste modo, como la proporcion de los
recursos destinada a investigacion permanece obestmdo incremento de la poblacion
conlleva un aumento del ritmo de avance tecnoldgidoa tasa de crecimiento también
depende del margen entre el precio y el coste malr(fil-a)/a) y de la cantidad de bien
intermedio que la empresas utilicen. Finalmentapténp y o inciden.

En la senda de crecimiento constante, la tasa d&seato del nimero de bienes
intermedios disponibles debe coincidir con la @aarecimiento del consumo. Para llegar a
esta conclusion, tenemos en cuenta que el eqaildori el mercado de activos financieros
requiere que los activos totales de los consumsdtute) coincida con la oferta de activos
financieros de la economia. En este modelo, loso@ractivos que existen son las patentes,
cada una de las cuales tiene un vgloDe esa formalb(t) = nN(t) y, ademas, se verifica

que Lb(t) =nN(t).

12| a evidencia empirica rechaza la existencia det@sede escala. Por eso, en los Ultimos afios higitsu
modelos en los que el crecimiento se debe a lteexis de actividades de I+D que evitan la aparid® efectos
de escala. Por ejemplo: Jones (1995), Young (1$)erstrom (1998).
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La restriccion intertemporal del problema de losstomidoresse puede escribir:

NG _ A=) V() , mN() _

L L L
NN(L) = (L—a) Y (£) + TN(t) - C(t) =(i—le(t)X+ L-0)Y(t)-C(t) =
= Y (1) - N(t)x +(NS)X—0(Y(t)j—C(t) =

1 2

N(t)Are L«
a

2a

= Y () - N(t)x - C(t) + _aATeN() Late =

= Y (t) - N(t)x - C(t)

La produccion total de la economia tiene tres destiel consumo, la produccion de
una cantidack de cada uno de |d$(t) bienes intermedios y la invencién de nuevos fastor
de producciéon. Puesto que la produccién de la enémes proporcional B(t), la tasa de
crecimiento deN(t) es constante siempre que la ratio C(t)/N(t) sewstamte. Para ello, es
necesario que el numero de factores de producismomibles crezca a la misma tasa que el
consumo (dado que la poblacidén es constante, das tie crecimiento del consumo agregado
y del consumo per capita son iguales).

Derivando la expresiéon de la funcién de produccéspecto al tiempo, se obtiene que
la tasa de crecimiento de la produccién coincide leotasa de crecimiento del nimero de
bienes intermedios y, por tanto, con la tasa deimfento del consumo. De hecho, el
crecimiento de la produccién se debe al aumentd. de

Y(t) _ N() _C@) _ €t)
Y(t) NG C@) cft)

3.5. Optimo de Pareto

Para determinar si la solucion de mercado es efiiese obtendra la tasa a la que
crece la economia en el Optimo de Pareto. Parasalmaximiza la utilidad de la sociedad
teniendo en cuenta que la aparicion de nuevos diatermedios requiere :

o c(t)"7 -1 _
max )™ -1 e Adt
c(t) x(t) J0O 1-0

sa N(t)= ; [AN(D)x()7 L = Lo(t) - x@)N(D)]
N(0)>0

Las condiciones de primer orden se obtienen arpheitiHamiltoniano:

H(t) =e™ {C(tl)_;_l} + p(t){:'] [AN(t)x(t)" L™ —Lc(t) - x(t)N (t)]}
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OH() _,
ac(t)
OH(Y) _,
ox(t)
OH() _
N B(t)
OH(t) _ .
ouy N

a las que hay que afadir la condicién de transhdasla Tomando las correspondientes
derivadas:

e™c(t)™ _H;t) L=0
u;t)[AaN(t)x(t)“"lLl‘“ -N(®)]=0
M L -xo)=-n)

N(t) = rll[AN (X (1) L = Le(t) - x()N(D)]

De la segunda condicion de primer orden se puesigeflr la cantidad producida de
cada uno de los bienes intermedios en cada inddahtempo:

1

x =(Aa)+aL

La cantidadx es superior a la que producen las empresas debstD.se debe a que
los productores de bien intermedio disfrutan depatante que les convierte en monopolistas.
En consecuencia, fijan un precio para el bien mégelio que queda por encima de su coste
marginal de produccion y la cantidad demandadappae de las empresas productoras del
bien final es demasiado reducida respecto a lsetia 6ptima.

Para eliminaiu(t), como es habitual, se deriva la primera condiciérpdmer orden
respecto del tiempo y se sustituye en la tercarack@n obteniéndose:

c(t) AXL"*-x
o2 +p=
c(t) n

Esta expresion se interpreta, como es habituderdio que la eleccién del consumo
en cada momento del tiempo sera aquella que hagkpsbeneficios marginales de consumir
igualen los beneficios que reporta la Ultima unidadenta dedicada a ahorrar. En este caso,
el beneficio de ahorrar coincide con el aumentdaeproduccion de la economia que se
produce por el hecho de inventar un nuevo bienrrirgdio (el ahorro se dedica sélo a
investigar) neto de la cantidad de recursos x @yajbe dedicar en cada momento del tiempo
para producir el factor productivo. Por eso, erpdate derecha de la expresion anterior
aparece el beneficio neto de inventar un nuevo ibkenmedio (que es constante) en relacion
a lasn unidades de produccién que hay que destinar atigaeion.

[3.55]
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Sustituyendo la cantidadque produce la sociedad de cada factor productivo,

1{A1-lu|_(1_°‘jal-la}p
V=0 a

¢ c(t) o

[3.56]

La tasa de crecimiento es mayor que la que se iabéenuna economia de mercado.
Por tanto, la economia de mercado crece a unainés#or a la 6ptima. EI motivo es
nuevamente que el poder de mercado de los prodsatier bien intermedio conduce a que se
produzca una cantidad de bien intermedio inferida @ptima. Esto genera que la tasa de
rendimiento de la economiét) sea menor que la 6ptima y, por tanto, la inversgatizada
en la economia y la tasa de crecimiento resultaroree que las 6ptimas.

Apéndice: el modelo de acumulacion de capital human o de Uzawa-Lucas

Uzawa (1965) yLucas (1988) plantean un modelo de crecimiento endoggrm
incluye el capital humano. En su modelo, el cafisato y el capital humano se producen con
tecnologias diferentes. De este modo, se tratandeaglelo de dos sectores: en el primero se
produce capital fisico y en el segundo capital mona

La funcién de produccion viene dada por

Y(t) = AlK, () [H, ()]

dondeK,(t) e H,(t) son las cantidades de capital fisico y humanaatibs en la
produccion de bien final.
Puesto que el capital fisico que se acumula ed ggeeno se consume ni se destina a

hacer frente a la depreciacion del capital fise@volucion dektockde capital fisico viene
dada por:

R(t) = AIK, (O] [H (O] —C(t) - &K(t)

En el otro sector, la produccion y la acumulaciéncdpital humano se hace a partir
de capital fisico y humano. Se considera, ademds,|a@ tecnologia para la obtencion de
capital humano es diferente de la que se emplealparoduccion de bienes. En este caso, el
capital humano se genera mediante la dedicaciéoageal fisico y humano. Ademas, se
produce depreciacion del capital humano.

H(t) = BK, (O)][H. (D] -8, H(t) B>0 4, >0

El capital humano totaH, se destina sdélo a producir capital fisico o hum#&or eso,
se puede definir:

H, (1) =u(t)H(t) y H, (1) =[1-u(t)]H(t)

La produccion de educacion requiere relativamends egapital humano que la de
capital fisico, por esql-¢) > (1-a). De hecho, Uzawa y Lucas llevan esta condicion al

extremo al suponer que la produccion de capitalamarsélo utiliza como factor productivo
capital humano. De esa forma, la funcién de producde capital humano es lineal en.H
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La acumulacién de capital fisico y humano vieneresgda por las dos siguientes
ecuaciones:

K(t) = AK O [u®H O] -Ct) - &K ()
H(t)=B[L-u(t)|H(t)-J, H(t)
que en términoger capitason:

k@) = AkO]" [u®h®]™ - c(t) - (5 + Nk
f(t) = BfL- u(t)]h(t) = (3, +n)h(t)
El problema es similar al planteado en los apasgtaberiores, aunque en este caso las

familias productoras deben escoger tanto la tragi@ctlel consumo como la parte del capital
humano que destinan en cada momento del tiempodai@r cada uno de los tipos de capital.

-0 _
max oy -1 e (PMtdt
dhu(tWo| 1-g

sa. K(t)= Alk(O)] ()] —c(t)=(+ n)k(t)
h(t) = BfL-u(t)|(t) = (3, +n)h(t)
k(0)>0 h(0)>0

Se trata, por tanto, de un problema con dos tragiastde control y dos restricciones
dinamicas. El hamiltoniano de este problema detlaimdos precios implicitogu(t) y A(t):

H(t)=e-<”-”>{°“l’f‘;‘1}e-<ﬂ-n>t + (O AKOP Tt —o(t) —(5+ n)k(t)} +

+A(t{BL- u(t)|(t) = (8, +nh(t)}
Las condiciones de primer orden vienen dadas por:

H() g H(t) _
&(t) A1)

) A ) =0
A k) A k)
aut) aut)

Las condiciones de transversalidad son:
!im k(t)u(t)=0
1im h(t)A(t)=0

Operando:
e P Mie(t) - u(t)=0
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p(Ak(O] (1= fu(t)] [ }-A(HBR(t) =0

p(tBAKO] U] = (n+ 8)f = —p(t)

(XA O] (- a )]+ A {BEL-u(t) = (3, +n)} = =A(t)
k(t) = Alk(O]" [u(th(t)]™ = e(t) = (5 +n)k(t)

A(t) = B(1- u(t)h(t) - (&, +nh(t)

Derivando la primera condicion de primer orden eesp al tiempo, sustituyendo en la
tercera ecuacion y ordenando se obtiene:

0—253 +8 = aAk(t)[u(t)h(t)] -0

0, expresado de otra forma,

1y = A0 _ @A [uOnO] ~6-p
c(t) o

v ( [3.1]

Este resultado, como es habitual, indica que la ths crecimiento del consumo
depende del producto marginal del capital fisicodiferencia de modelos anteriores, el
producto marginal del capital fisico no sélo depedélstockde capital fisico, sino que el
capital humano que se destina a producir mas tdpitmano también influye, lo que
complica la solucion del problema.

Para evitar la complejidad algebraica de operarlasrcondiciones de primer orden
por el procedimiento habitual, siguiendd.acas (1988), se determinara el comportamiento
del modelo en la senda de crecimiento constantejedtbdas las variables deben crecer a una
tasa constante.

El punto de partida es aprovechar que la tasaed@nuento de u debe ser nula en la
senda de crecimiento constante, ya que u esta eordiga entre 0 y 1. Esta informacion
permite escribir la ecuacion [3.1.] como sigue:

vr = alk(t)]" u* ht)][ -o-p
¢ o

0, lo que es lo mismo, agrupando todas las corstanta izquierda:
N* +o+p
aA{u*]l—a
Para que la parte derecha permanezca constandeegspara que la ratio k/h sea

constante es necesario que en la senda de cremrommstante el capital humano y el capital
fisico crezcan a una misma tasa, que ademas, deberstante.

- [k(t )]a—l[h(t )]1—a

* —y*
Vk_Vh

© Acosta, Bethencourt, Marrero y Perera, 2012 emh 3 Pag.3&9



Curso de Macroeconomia Ill (GECO)

A patrtir de la ecuacion de transicion del capitsitb, dividiendo por k(t) ambos lados
de la igualdad:

K(t) _ o = KT e o(1)
k(t)—vk—ﬁ{h(t)} [ut)] @M

En la senda de crecimiento constante, para queséade variacion del capital fisico
sea constante, es necesario que la ratio c/k seenganconstante, ya que la ratio k/h debe ser
constante en la senda de crecimiento constante:

! k"{(h(t)” b e

Se hace, por tanto, necesario goie =v*, =v*,

A partir de la expresion de la funcion de produc@é términosper capita

y(t)= Ak(t)]" [u(t ()]

tomando logaritmos y derivando respecto al tiempo

v, =av, +(1-a)(v, +V,)

y sustituyendo las tasas de crecimientowldek y h en la senda de crecimiento
constante, se obtiene que la produccion crece émabla misma tasa:

V¥ EVE SVE SVE =V

Solo falta determinar esa taga a la que crecen todas las variables de la economia

Para ello, se multiplica ambos lados de la segweulmacion de primer orden pary se
reescribe:

u(t)Hk(”} (1—a)[u*]”} = (1B (1)

h(t)

En la expresién anterior, todos los térmimos samstamtes excepto los dos precios
implicitos. Por tanto, es necesario que la raflosea constante, lo que se consigue si ambos
multiplicadores dinamicos evolucionan a la misnsaten la senda de crecimiento constante:

V¥, =VvE,

Finalmente, sustituyendo la ecuacién (1) en latauecuacién de primer orden del
problema de las familias productoras se obtiene:

A(1BU* +A(t{B(1-u*) = (3, +n)}=-A(t)

Reordenando,

V¥ ==(B-d, —n)

A partir de la derivada respecto al tiempo de lado@on de primer orden se obtiene:
B-o, -p

V¥ =VEo=VE o=VE o= VvE =
g

y c
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La tasa de crecimiento en la senda de crecimientstante es similar a la obtenida en
el modelo AK, pero en lugar de depender de la midddad del sector de bienes finalég ,(
lo hace deB, la productividad del sector educativo. La razérgee al suponer que el sector
educativo no utiliza capital fisico la funcion deguccion de educacion es lineal en capital
humano, por lo que no exhibe rendimientos decrezsesn la utilizacion de .

La explicacion es que al destinarse mas capitalanona educacion se consigue un
crecimiento constante de la cantidad de capitalamandisponible. Al combinastocksde
capital fisico y humano que crecen al mismo ritedogra el crecimiento permanente.

El resultado depende del supuesto de que el sedtmativo no emplea capital fisico.
En un modelo mas general en el que ambos secttiigaruambos tipos de capital, las
productividades de los dos sectores afectan adadm crecimiento en la senda de crecimiento
constante. La importancia de los dos parametrospeluctividad depende de las
participaciones de los dos tipos de captay (p) en la produccios.

La fraccidon del capital humano que se dedica aymiodienes se puede determinar
dividiendo la restriccion del capital humano paor tlespejando. Se obtiene:

" :1_Vc* +0, +n
B
Debemos imponer que 0<u*<1y que v*>0
Ademas, para evitar que la utilidad pueda seriiafindebe verificarse que:
p—-n>@1-o)v *
En este modelo, no existen diferencias entre dllgnoa de optimizaciéon que hacen

las familias productoras y el del optimo de Paré&tor ello, la solucion de las familias
productoras es un optimo de Pareto.
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