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1. SUPERFICIES REGULARES. EJEMPLOS

Definicién 1.1. Sea S C R? un subespacio topoldgico no vacio. S es una super-
ficie regular si para cada punto p € S existe un abierto U de R?, V un entorno
abierto de p en S y una aplicacion X : U — S, (u,v) — X(u,v), diferenciable tal
que

i) X(U)=V.

i) X :U —V es un homemorfismo.

iii) X es regular, esto es, (dX),: R* — R? es inyectiva
La aplicacion X se denomina parametrizacion (local) de la superficie. Al par
(u,v) se les llama coordenadas locales del punto p = X(u,v) € S yaV,
entorno coordenado de p. Si X(U) = S, la superficie se dice que es simple.

Nota 1.2. 1. 5%
X (u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)), (u,v) € U,

X es diferenciable si y solo si las funciones componentes x(u,v), y(u,v), z(u,v)
son diferenciables.
2. Como X : U C R? = R3 es diferenciable, entonces es continua. Asi,la
condicion de ser X homeomorfismo es equivalente a:
a) X es inyectiva;
b) X7!': X(U) C S — U C R? es continua, esto es, X! es la restriccion a
X(U) de una aplicacion continua F : O C R? — R? definida en un abierto
O C R? que contiene a X(U).

3. (dX),: R* = R? es inyectiva si y sélo si la matriz Jacobiana

9z ox
0X 0X Ou(uw) O |(u)

JX (u,0) = (2= N
(U7 U) ( ou |(u,) ov |(u,v) glzﬂ(u,v) gg‘(“’“)

dul(uw)  Ov|(u)
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tiene rango 2, es decir, los vectores X| = %—f‘(uv) y Xy = %—fuuv)

res linealmente independientes para todo (u,v) € U o, equivalentemente, (X; X
Xo)(u,v) # 0 para todo (u,v) € U.

son vecto-

Ejemplos 1.3. 1. Planos

Si 7 es un plano en R3entonces 7 es una superficie reqular. De hecho, si el plano
viene dado por la ecuacion ax+by+cz = d entonces, usando que (a, b, c) # (0,0,0)
(suponiendo que ¢ # 0) entonces z = Ax + By +C y

X:R?* - R, X (u,v) = (u,v, Au + Bv + C)

es una parametrizacion local.
2. Superficies de Monge
Dada una funcion diferenciable f: U C R? — R3, podemos definir la superficie

S ={(z,y,2) €R*|z = f(x,y),(z,y) € U}

S es una superficie reqular simple tomando la parametrizacién local X : U — R?
dada por

(1,0) o (u,v, f(u,0)).
a) U es abierto y X(U) = S = SNR3 que también es abierto en la topologia
relativa de S.
b) X es diferenciable porque f lo es.
¢) X es inyectivay X' S — R?, (x,y, f(z,y)) — (z,y) es continua por ser
la restriccion a S de la proyeccion pris: R? — R?, (2,9, 2) — (z,1), que es
continua.

d) X; = (1,0, %) y X2 = (0,1, %) son linealmente independientes.

A las superficies definidas como grafos de funciones diferenciables se les denomina
superficies de Monge.

3. Abiertos de superficies

S1 S es una superficie reqular y S1 C S es una abierto en S distinto de vacio,
entonces S1 es superficie reqular. De hecho, si X: U — S es una parametriza-
cion local de S con X(U)N Sy # 0, entonces X: X H(X(U)NS;) — S1 es una
parametrizacion local de Sy.

4. Esfera

La esfera S? = {(x,y,2) | 2* + y* + 2% = 1} es una superficie reqular. De hecho,
dado el abierto U = {(u,v) € R*|u?® + v* < 1}, podemos definir la aplicacion
diferenciable X : U — S? dada por

XE(u,v) = (u,v, £V1 — u? —v2).
Veamos que determina una parametrizacion local:
a) X;(U)=52Nn(R? x (0,)), que es abierto en S.

b) X7 es inyectiva y (X;5)7': X;F(U) — R? es continua por ser la restriccion
a S% de la proyeccion priz: R — R2, (z,y, 2) = (x,y), que es continua.
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d) Xy = (1,0,i¢%) y Xo = (O,l,i\/%) son linealmente indepen-
dientes.
De manera andloga, se tiene que las aplicaciones
XU — S X (u,v) = (u, £v/1 — u? — 02, v)
X5 U — 82 X (u,v) = (V1 —u® — 02, u,0)
son parametrizaciones locales que recubren la esfera.

Nota 1.4. La union de superficies requlares no es una superficie reqular. Esto sélo
es posible si S = J,.; Si, con S; abierto de S (como se ve que ocurre en el ejemplo
de la esfera).

el

2. CAMBIO DE PARAMETROS (DE COORDENADAS)

Lema 2.1. Dada una superficie S, sea X: U C R?> — R? una parametrizacion
local y po € U con X (po) = p. Entonces, existe un entorno abierto V-.C U de q y
una proyeccion ortogonal m: R3 — R? sobre uno de los planos coordenados de R3,
tal que W = (m o X)(V) es abierto y (mo X)jy: V — W es un difeomorfismo.

DEMOSTRACION. Por ser X regular, la matriz jacobiana JX tiene rango 2 y po-
demos suponer, sin pérdida de generalidad, que

0z oz
u | (u,v ov |(u,v
ou|(uw)  Ov|(uw)

Considerando en este caso la proyeccién m : R® — R? sobre las dos primeras
componentes, se tiene que

a) ToX:U CR?* = R?, (u,v) = (mo X)(u,v) = (z(u,v),y(u,v)) es diferen-

ciable (lo son las componentes deX);

b) El jacobiano de mo X en py es una matriz regular.
Aplicando el teorema de la funcién inversa, existe un entorno abierto V' C U de
gtal que (mro X):V CU — (o X)(V) CR? (u,v) = (z(u,v),y(u,v)) es un
difeomorfismo. [J
Un punto de una superficie S puede pertenecer a mas de un entorno coordenado,
con lo que es natural preguntarse cémo se puede pasar de unas coordenadas a
otras.

Definicién 2.2. Sean X;: U; — S dos parametrizaciones locales, i = 1,2, y O =
X1(U1) N X5(Uy) # 0. La aplicacion X5 o X1: X7 1(0) — X51(0) se denomina
cambio de pardmetros (cambio de coordenadas)

Teorema 2.3. El cambio de pardametros es un difeomorfismo.

DEMOSTRACION. Si definimos h = X, ' o X estd claro que es un homemorfismo

(por ser composicién de homeomorfismos) y h~! = X 'oX5. Por tanto, es suficiente
ver que h es diferenciable (para ver que h™! es diferenciable, es suficiente con
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intercambiar el papel de X; y X5). Notar que para probar la diferenciabilidad de
h, no sabemos nada sobre la diferenciabilidad de X;* ya que X;': V5 € S — R?
no estd definida en un abierto de R3.

Sea ¢, € X;'(0). Por el Lema anterior para el punto ¢, = h(q;) € X5 '(0) y la
parametrizacién local X5: Uy — S, existe V' C X{l(O) un entorno abierto de g
y una proyeccién 7: R® — R? tal que o Xo: V C Uy — W = (X 07)(V) es un
difeomorfismo.

Como h es continua A~ H(V) = (X5 ' o X1)"1(V) = X;H(X5(V)) es un entorno
abierto de ¢ y si restringimos h a dicho abierto,

h = (moXy) lo(mroXy)oh
= (roXa)to(roXa)o (X o X)
(moXy) tomoX,

Como h es la composicién de X; : A~ (V) — X3 (h7H(V)) = Xo(V), 7 : Xa(V) C
R = (moXo)(V) =W C Ry (moXy)™ : W = (mo0X5)(V) - V, que
son funciones diferenciables definidas en abiertos de R? y R3, se tiene que h es
diferenciable en ¢;. [J

El lema anterior nos permite también probar que, localmente, toda superficie re-
gular es el grafo de una funcién diferenciable.

Proposicion 2.4. Sea S una superficie reqular. Dado p € S. existe un entorno
abierto W de p tal que W es el grafo de una funcion diferenciable f: U C R?> — R.

Si S es una superficie, existe una manera de comprobar si una aplicacién X : U C
R? — R3 es una parametrizacién local de S sin necesidad de comprobar que X es
un homeomorfismo.

Proposicién 2.5. Sea S una superficie reqular y U C R? un abierto. Si X : U C
R? — R? es una aplicacion diferenciable, reqular e inyectiva con X(U) C S en-
tonces X: U — S es una parametrizacion local de S.

DEMOSTRACION. Tenemos que ver que X (U) es continua y que X! es continua
en p para todo p € X(U).

Como S es superficie, usando la Proposicién 2.4, existe W, un abierto en R3,
Q) un abierto de R? y una funcién diferenciable f: Q — R tal que W = S N W,
donde

W ={(z,y, [(z,y) | (z,y) € Q}.
Sea Uy = X 1(W,) C U y definimos la funcién 7o X : Uy — R2. Si (u,v) € Uy se tie-
e que para X (u, v) — (2(u, v), y(u, v), 2(u, v)) se cumple 2(u,v) = f(2(u, v), y(u, v).
Por tanto,

oxr Oy 0z or Oy Of 0x Of Oy

v (8u’ ou’ 8u) N (8u’ ou’ Oz du + Oy Ou

Or Oy 0z Or Oy Of 0x Of Oy

v (82)’ ov’ 81)) N ((%’ ov’ Ox Ov + oy 80)

)
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Al ser X regular,

of | &z % of | &z % Oz 9y
0 3& XUXXU:(__ ‘3% gu » T o gg gu ) gg gu )7
Or | 5 | Ol & |'l 3 &
de lo que se deduce que
oz 9y
E i |70
ov  Ov

Usando el Teorema de la funcién inversa en p para (moX)(u,v) = (x(u,v), y(u,v)),
existe un abierto U; C Uy, p € Uy, y un abierto V; tal que

(WOX)‘Uli U, — WV

es un difeomorfismo.

Primero de todo, X (U1) = X o ((moX),) " (Vi) = (msaw,) (V1) es un abierto
en S, con lo que X(U) es un entorno de p en S. En consecuencia, X(U) es un
abierto de S.

Por otra parte, teniendo en cuenta que X es inyectiva, X 1: X (U) — U est4 bien
definida. Como X (U) es abierto en S, podemos tomar W, tal que WoN.S C X (U).

Definimos el conjunto W = WyNzr—1(V;). Veamos que X\;vlms = ((7roX)|_U11 OT ) |wns-

Dado (z,y,2z) € W NS, usando que (z,y,z) € Wo N7 1(V}), existe (u,v) € Vi
con (z,y,2) = (u,v, f(u,v)). Por otra parte, (z,y,z) € X(U) implica que existe
(v, v") € U tal que (z,y,2) = X (v/,v). De estas dos igualdades

(u,v) =7(z,y,2) = (7o X)(u,0)
de donde (v/,v") = (7o X)|’Ull(u,v) € U;. Por tanto,
X a,y.2) = (W) = (10 X)) om(w,y, 2).

De esta igualdad, X' es continua en p ya que (7m0 X);+ o lo es. O
g U1

3. EJEMPLOS DE SUPERFICIES REGULARES

3.1. Superficies de nivel. En esta seccién, vamos a estudiar una manera de ge-
nerar superficies regulares a partir de imagenes inversas de funciones satisfaciendo
una serie de condiciones.

Proposicién 3.1. Sea F : O C R® — R una funcién diferenciable definida en un
abierto O y a € R tal que F~(a) # 0. Consideramos la superficie de nivel
S=F"(a) ={(z,y,2) € R*/F(z,y,2) = a}.
Entonces si para todo p € S,
oF OF OF
dF == ,=— ,= 0,0,0
@0 = (57, 3y, 5,) 7 000

entonces S = F~(a) es superficie reqular.
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DEMOSTRACION. Sea p = (g, Yo, 20) € S. Usando que (‘g—ilp, %—§|p, %_flp) #(0,0,0),

podemos suponer sin pérdida de generalidad que %_ilp # 0. Utilizando el teorema
de la funcién implicita, M&s precisamente, existe U entorno abierto de (xg,yo), V
entorno abierto de z, y una funcién diferenciable g: U C R? — V C R, tal que
UxV CO, g(wo,y0) = 20 ¥

SOUxV)={(z,y,9(z,9)) [ (z,y) € U}.

Por tanto, para cada punto de F~'(a) podemos construir una parametrizacién
local cuya imagen es el grafo de una aplicacién diferenciable. [

Ejemplo 3.2. La esfera
§? =8 ={(x,y,2) |2 +y* + 22 =1} =F (1),
donde F: R? — (0,0,0) — R es la funcién definida por F(x,y,z2) = 2% + y* + 2°.
a) F' es diferenciable;
b) dF = (2z,2y,2z) que es igual a (0,0,0) siy sdlo si (x,y,z) = (0,0,0), pero
ese punto no pertenece a S>.
Por tanto, S? es una superficie reqular vista como superficie de nivel.

Notar que las parametrizaciones locales que obtenemos del teorema de la funcion
implicita son las que obtuvimos en el Ejemplo 1.3, 4.

Variando el punto inicial p obtendremos que M esta recubierta por entornos
coordenados que son grafos de funciones diferenciables. El siguiente resultado sim-
plifica la comprobacion de que una aplicaciéon X es parametrizacion de un conjunto

S de

Nota 3.3. Hay que notar que la proposicion anterior nos da condiciones suficien-
tes para que F~'(a) sea una superficie reqular, pero no es una caracterizacion, ya

OF OF OF
) = (0,0,0) no sabemos si

ue si existe un punto p de S donde (— T,
q p p ox|p Oxp Ox|p

S es superficie o no.

3.2. Superficies de revolucién. Es la superficie obtenida rotando una curva
regular plana en torno a una recta que no corta a la curva y esta contenida en el
plano que contiene a la curva. La curva a: I — R, cuya traza estara contenida
en la superficie, satisface la siguiente condicién: para todo punto p = «(ty) existe
un abierto I;; € I y un abierto V, de R* tal que a: I, — V, N «a(l) es un
homeomorfismo. Asi, tendremos una familia de subintervalos {1} ca de I tal que
UAeA Ix=1y
Oé|]>\ : [)\ — Oé(])\)

es un homeomorfismo.

Mis precisamente, si a: I — R? es una curva regular contenida en un plano
(que supondremos es el plano XZ) y con la coordenada x positiva, se tiene que

a(t) = (r(t),0,z(t)), r(t) > 0.
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Ahora, para cada ty € I, construimos la circunferencia de centro (0,0, z(ty)) y
radio r(tp) contenida en el plano z = z(ty). El conjunto de puntos resultantes es
la superficie de revolucién S. La curva « se llama la curva generatriz de la
superficie y la eje sobre el que rota es el eje de revolucion.

Vamos a construir parametrizaciones locales para S. Sabemos que si X: I xR —
R? es la aplicacién dada por

X(t,0) = (r(t) cosO,r(t)sind, z(t))

se cumple X (I x R) = S. Como X tiene que ser parametrizacién local, se deben
cumplir las condiciones de la Definicion 1.1. Asi, tenemos que reducir el intervalo
de definicion.

Por hipétesis, existen subintervalos Iy C I tal que | J,c4, I =1y

o Iy = R?

es un homeomorfismo. As{ definiremos X : Iy X (g, 0y + 27) — R3.
i) X es diferenciable.
i) X es regular: calculando las derivadas parciales de X:

Xy = (r'(t) cos@,r'(t)sin 6, 2/ (t))
Xg = (—r(t)sinb, r(t) cosb,0))

De aqui,
|| Xe x Xol| = r(t)[|o/ ()] # O

ya que 7(t) > 0 y « es regular.
iii) X es inyectiva: Si X (t,0) = X(t',0") entonces,

r(t) cosf = r(t") cos 0’
r(t)sinf = r(t') sin @’

2(t) = 2(t)

Elevando al cuadrado y sumando las dos primeras ecuaciones, como r(t) > 0, se
deduce que r(t) = r(t'). Usando la tercera ecuacién, como « es inyectiva (es un
homeomorfismo), ¢t = t’. De ahi deducimos que

cosf = cos &
sinf# = sin &’

con lo que ' = 0 + 2kw, pero como 6 € (0y, 0y + 27), 0 = 6'.

i) X (I % (6o,6p + 2m) es un abierto: Esto es asi porque «y, es un homeomor-
fismo.

v) X1 es continua: Si despejamos la ecuacion

x =r(t)cosb
y =r(t)sinf
z = z(t)
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podemos deducir que r(t) = /2?2 +y? y 2(t) = z. Utilizando que « es un ho-
memorfismo podemos escribir ¢ en funcién de /22 + 32 y de z y, por tanto, en
funcién de z,y, 2.

Ahora, sabemos que ¢ = arctan(x/y), pero hay problemas con y = 0. Distingui-

remos dos casos:
1. J, = (—m,m). Usando

~sin(0/2)  2sin(0/2) cos(0/2) sin(0)
tan(9/2) = cos(0/2) 2cos?(0/2)  cos2(0/2) + 1 —sin®(0/2)
sy oy
L+cos(f) 1+a/r(t) x4+ /22+y2
Por tanto,

6 = 2 arctan ($>
x+ /2% + y?
y esta funcién es continua porque el denominador es igual a 7(¢)(1 + cos ), que es

no nulo en Js.
2. Jy = (0,27). Usando

in(6 t
g2 — SO _u/r()
1—cos(@) 1—uz/r(t)
_ Yy
—x + /2?2 + y?
Por tanto,
0 = 2 arccot ($>
T+ \/2? + 12

y esta funcion es continua porque el denominador es no nulo en J;.
Finalmente, tener en cuenta que { X (I x J;), X (I X Js) }xea recubren la super-
ficie de revolucién.

Nota 3.4. Notar que X (I x J;) =S —{a(l)}

Ejemplo 3.5. Toro de revolucién.

Sea at) = (R+rcost,0,rsint), la circunferencia de radio r con centro (R, 0,0),
donde R > r. Notar que la traza de a esta contenida en el plano y = 0 y que dicha
traza no corta el eje OZ. Ademds, como el eje OZ estd contenido en el plano
y = 0 podemos considerar la superficie de revolucion rotando la circunferencia
alredededor del eje OZ

X:RxR— R} X(t60) = ((R+ cost)cos, (R + cost)sin 6, rsint).

Aunque la circunferencia no es homeomorfa a un intervalo abierto, todo punto de
la misma posee un entorno que es homeomorfo a un intervalo abierto. Estudiando
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la curva, llegamos a que los entornos coordenados

X((0,27) x (0,2m))
X((=m,m) x (—m,m))
X((—m/2,57/2) x (7,5m/2))

cubren todo el toro de revolucion.

Nota 3.6. Hacemos notar que el toro de revolucion se puede obtener como la
superficie de nivel F~1(r?), donde F es la aplicacion diferenciable.

F(r,y,2) = a2 +y*> — R+ 2*.

4. FUNCIONES DIFERENCIABLES

En esta seccion veremos como extender la nocién de funciones diferenciables,
definidas en abiertos de espacios euclideos, a superficies regulares.

Definicién 4.1. Sea f: V C S — R" una funcion definida en un abierto V de
una superficie reqular S. La funcion f se dice diferenciable en p € S si, para
alguna parametrizacion local X : U CR?* — S con p € X(U) CV, la composicion
foX:U CR?— R" es diferenciable en X 1(p).

f es diferenciable en U si es diferenciable en p, para todop € V.

Nota 4.2. 1. f no depende de la parametrizacion local X: U C R? — S. Si
tomamos Y : W — S,
foY=(foX)o(X'oY)
es diferenciable por el Teorema 2.3.
2. Si f es diferenciable entonces f es continua. De hecho, como f o X es dife-
renciable, para una X: U C R? — S, entonces f o X es continua, y ademds X !
también lo es (X es un homeomorfismo) con lo que f = (foX)o X! es continua.

Ejemplos 4.3. 1. Sea S una superficie reqular y O C R? un abierto de R3 con S C

O. Si f: U CR®> — R™ es diferenciable, entonces fis: S — R™ es diferenciable.
2. La inclusion, i: S — R3, que es la restriccion de la identidad Id: R? — R3.
3. Siv € R3, la funcién altura

h: S— R
p = h(p)=p-7,

que da la altura de p € S relativa al plano normal a 1 pasando por el origen, es
una funcion diferenciable.

Mas generalmente, h(p) :== (p—po)-7i es la funcion diferenciable que da la altura
de p € S respecto al plano (x — pg) -1 = 0.

3. Si py € R3, la funcidn distancia al cuadrado f(p) = ||p — pol|* es
una funcion diferenciable (tomamos la norma al cuadrado porque ||p — pol| no es
diferenciable en p = py.
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La definicién anterior de diferenciabilidad se puede extender a aplicaciones entre
superficies.

Definicién 4.4. Dadas Sy y Sy superficies requlares y W C S7 un abierto de Si.
Una aplicacion continua o: W C S1 — Sy se dice que es diferenciable enp € 5y,
si existen parametrizaciones locales X1: Uy CR? — S; y Xo: Uy CR?2 — Sy, con
p € X(Uh) y o(X1(U1)) C Xo(Us), satisfaciendo

X;lopoX,: U — Uy
es diferenciable en ¢ = X{'(p).

Nota 4.5. Notar que, usando el Teorema 2.3, la definicion no depende de las
parametrizaciones locales elegidas.

Ejemplo 4.6. Sean S1 y Sy superficies requlares tal que Sy esta contenida en un
abierto O C R3. Si existe p: O — R? tal que ¢(S) C Sa, entonces p|s,: S1 — Sa
es diferenciable. De hecho si p € Sy, tomando parametrizaciones locales X;: U; C
R? — Sl Yy XQI UQ - R? — SQ con p € Xl(U1> Yy QD(Xl(Ul)) - XQ(UQ), la
cOmposicion
X;lopoX;

es diferenciable.

Definicién 4.7. p: S; — S5 es un difeomorfismo si p es diferenciable, biyectiva
y ot Sy — Sy es diferenciable. En ese caso se dice que S; y So son difeomorfas.

Ejemplo 4.8. Dada una parametrizacion local X : U C R? — S, las aplicaciones
X y X' X(U) — U son diferenciables v, por tanto, X es un difeomorfismo.

5. PLANO TANGENTE. DIFERENCIAL DE UNA FUNCION

En esta seccion definiremos el analogo a la recta tangente de una curva y que
serd la aproximacion lineal a una superficie.

Definicién 5.1. Sea S una superficie reqular yp € S. Un vector v € R? se dice que
es un vector tangente a S en p si existe una curva diferenciable a: (—e, €) — R3,
a(—e,€) C S tal que a(0) =p y o/ (0) = v. El conjunto,

T,S := {v € R®|v vector tangente a S en p}

se denomina plano tangente a S en p.

Proposicién 5.2. Sea S una superficie reqular, p € S, X: U C R?> — S una
parametrizacion de S con p € X(U). Entonces,

T,S = (dX)x-1()(R?).
DEMOSTRACION. Si w € R?, construimos la curva

B: R — R?
t — X Yp)+tw.
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3 es una curva diferenciable con 5(0) = X ~'(p) y #'(0) = w.
Por tanto, la curva o = X o 3 es diferenciable, a(0) = p y

'(0) = dX x-10,)(8'(0)) = dX x-1¢) (w).
Asf, todo vector de la imagen de dXx-1
a'(0).

Reciprocamente, si v € 1,5 existe una curva a con a(0) = p y /(0) = v. Por
continuidad podemos suponer que a(—e,€) esta contenido en X (U). Definiendo
B = X"'oa (o, equivalentemente, @ = X o 3) se tiene que 3 es diferenciable ya
que es composiciéon de diferenciables, 5(0) = X ~'(p) y

o/ (0) = dX x-1(»)(5'(0))

con lo que todo vector tangente esta en la imagen de dX x-1(,) [

p) e puede ver como un vector tangente

Nota 5.3. 1. De la proposicion anterior, T,,S es un espacio vectorial y {%_axfl(q) =

dXx-1(4(1,0), %_le‘l(q) = dXx-1(9(0,1)} es una base (recordar que estos vectores
son independientes porque dX es de rango 2).

Geométricamente, T,S se identifica con el plano afin que pasa por p y tiene
espacio vectorial asociado dX x-1(q).

2. Sia: I — S es una curva diferenciable con o(I) C X (U), siendo X: U C
R? — S wuna parametrizacion local, entonces existen u,v: I — R funciones dife-
renciables tales que a(t) = X (u(t),v(t)) para todo t € I. En efecto, si a: [ — R?
es diferenciable, entonces

X'loa=(moX)to(roX)oX toa=(roX) " o(roq)
es diferenciable, con lo que X ' oa(t) = (u(t),v(t)) con u(t) y v(t) diferenciables.
Por tanto, a(t) = X (u(t), v(t)).
Usando que a(t) = X (u(t),v(t)), por la regla de la cadena,
d X d X
o/(0) = u 0 v 0

- — = 4+ = .
dt t=0 Ou |x-1(q)  dt|t=0 OV |X-1(q)
De la nota anterior, surge la pregunta siguiente ; Quiénes son las curvas que deter-

L OX ox 9
TNAN 0 x-1(9) Y v | x-1(q)°

Definicién 5.4. Dada una superficie reqular S, p € S y X: U C R? — S una
parametrizacion local de S tal que X (ug,vo) = p

- La curva coordenada v = vy (también llamada u-curva a través de p),
viene dada por

a(u) = X(u,vo)
y tiene vector velocidad en p = a(ug) al vector

0X
Xu(uo, vo) = D (w00
uo,v0

11
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- La curva coordenada u = ugy (también llamada v-curva a través de p),
viene dada por
pv) = X (uo,v)
y tiene vector velocidad en p = 5(vg) al vector
0X
Xo(ug,vg) = —
( 0 0) v [(uo,v0)

Ejemplos 5.5. 1. Plano
Dado el plano S = {(x — po) - 7 = 0}, cualquier curva o contenida en el plano
cumple la ecuacion

((t) = po) -7 =0

Derivando, si o/ (0) = ¥, entonces v -1 = 0. Asi,
T,S={veR*| ¢ 7 =0}

Por otra parte, si el plano pasa por el punto py y tiene como vectores directores
{w, Wy}, eriste una parametrizacion X : R* — S dada por

X(u,v) = p+ uh + vy,

con lo que los elementos de una base de T,,S serdn %X =W y %—f

ou |(uo,vo0)
2. Esfera
Dada la esfera S = {(z,y,2) | 2* + y*>+ 2*> = 1}, dada una curva a: I — S* con
a(0) =p yd(0) =wv, sia(t) = (z(t),y(t), 2(t)) entonces

22 (t) + Y2 () + 22(t) = 1.

= Ws.
|(uo,v0) 2

Derivando esta ecuacion,

0 = 2x(0)z'(0) + 2y(0)y'(0) + 22(0)2'(0) = 2p - v.
En conclusion,
(1) T,8*={7eR ¢ -p=0}

3. Superficies de nivel

Sea S = F~'(a) con f: O CR* — R satisfaciendo dF), # (0,0,0). Veremos que
T,S = Ker dF,.

Si v es una curva con a(0) = p y o/(0) = U entonces, como (F o «)(t) = a para
todot € 1,

d
 dtp=o

con lo que v € Ker dF),. Ademds, usando que dimT,S = dim Ker dF),, se concluye
la igualdad.

dF,(7) (Foa)=0,

12
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Definicién 5.6. Sea S una superficie reqular y f: S — R™ una funcion diferen-
ciable. Si p € S, la diferencial de f en p es la aplicacion lineal

df(p) 1,8 - R»
U o df(p)(ﬁ) = (f o Oé)/(O)
para U = a/(0).
Nota 5.7. df(,) (V) se llama también la derivada direccional de f en la direccion
de U.
Proposicion 5.8. Sea f: S — R"™ una funcion diferenciable.
L. df (V) no depende la o elegida.

2. dfp) (V) es una aplicacion lineal.

DEMOSTRACION. Si X: U C R? — S es una parametrizacién local, hemos visto
que
1,5 = (dX)q(RQ)'
con X 1(p) = q, es decir (dX),: R* = T,S es un isomorfismo lineal. Ademds, si
a(t) = X (u(t),v(t)) entonces
0X 0X 0X 0X

/
- 0)=2 — == -
8U\q+v()av\q Ulaulq—i_wavlq’

y (v1,v2) no depende de . Por tanto,
d

G (v) = (foo)(O)=Z

- 022 E L)

ofoX) | olfoX)

ou g dv g

de donde se concluye que df(,) no depende de la eleccién de a y es lineal. [J

7=a'(0) = u/(0)

((f o X)(u(t), v(2)))

I(foX)
v g

U1

Ejemplos 5.9. 1. Funcién altura: h(p) = (p —po) - @
dfp) (V) = V- a@.
2. Funcién cuadrado de la distancia: f(p) = ||p — po||*
df ) (0) = 20+ (p = po).

Proposicion 5.10. Sea S una superficie reqular conexa y f: S — R™ una funcion
diferenciable. Si se cumple que df ) = 0, para todo p € S, entonces f = cte.

DEMOSTRACION. Dado a € f(S), definimos el conjunto
A={peS|f(p)=a}

13
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A = f7!(a) es cerrado en S. Por otra parte, dado p € A, tomando una parame-
trizacién local X: U — S, con U, conexo y p = X (ugp,v9) € X(U,), y usando que
T,S = (dX),(R?), se deduce que la funcién f o X: U — R" satisface

d(f o X) e =0, ((u,v) € Up).

Por tanto, f o X = cte, es decir, f(X(u,v)) = f(X(uo,v0)) = f(p) = a. Asi,
X (U,) C Ay A es abierto.
Como S es conexo, concluimos que A =S (A # 0 ya que a € f(S5)). O

Nota 5.11. También se puede definir, dada una aplicacion diferenciable : S7 —
Sy, la diferencial dpyy: T,S1 — Typ)S2 como
d

dp)(a'(0)) = & o

(poa)
Si Xi: U, CR? = 8, y Xyo: Uy CR? — Sy son parametrizaciones locales y
@(u,v) = (X5 0 pX1) = (filu,v), fo(u,v)), se tiene que

0 0 0 0
Ao (@(0) = (G0 (0) + 0 0), 20 + S (0)).

De forma matricial,

e A WAPI0)

u v u

A (o (0)) = ofs 0fs ( v'(0) )
Du ov

6. PRIMERA FORMA FUNDAMENTAL

Definicién 6.1. Dada S una superficie reqular y p € S, la primera forma

fundamental de S en p, denotada por 1,, es la restriccion del producto escalar
de R® a T,S, es decir,

I,: T,SxT,5 — R
(@,7) — L3 =10-%

Nota 6.2. Si X: U CR? = S es una parametrizacion local,

W = w' X, (ug, vo) + w? X, (ug, vo)
7 = 21 Xy (uo, v) + 22X, (uo, vo)

y la primera forma fundamental viene dada por
I(w,2) = (leu(uo,vo) + wQXv(’LLo,’Uo)> . <21Xu(u0,vo) + ZQXU(UQ,U0)>

= wlleu(uo, vo) - Xu(uo, vo) + wleXu(uo,vo) - X (ug, vo)
+w?z' X, (ug, vo) - Xu(uo, vo) + w?z" Xy (u, vo) - Xy (1o, vo)

= wlzlgn(uo, Vo) + wlz2g12(u0, Vo) + w221g21(u0, Vo) + w222922(u0, )
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Los walores g;;(ug,v) se denominan los coeficientes métricos de S relativos a

X. La matriz
( 911(“071)0) 912(“0,00) )

921(U0, Uo) 922(1&0, Uo)

es la restriccion de la matriz métrica del producto escalar de R* restringido a T,S
relativo a la base { X, (uo, vo), Xy(uo,v0)},

1.2 1 .2 1 9 gll(UOaU(J) 912(U0,Uo) 21
[p<(w , W )»(Z , 2 )) - (w w ) ( 921(U0,U0) 922(“0,110) ) ( 52 )

Notar que la matriz es simétrica (12 = go1) y definida positiva: g1, > 0 y

g11 912
= HXuH2HXvH2_’Xu'Xv‘2

X, - X 2
= XN 1—(—“ v ) -0
Al

Ejemplos 6.3. 1. Plano
Si un plano pasa por el punto py y tiene como vectores directores {1y, wWs}, eriste
una parametrizacion X : R? — S dada por

g21 G22

X(u,v) = p+ uilly + vy,

con lo que los elementos de una base de T,S serdn X, (ug,vo) = W y X, (ug,v0) =

Way, entonces
(911 gi12 ) (wl'wl w1 - W2 )
g21 g22 w1 - Wy W2 - W2

Si la base {w, W} es ortonormal
g1 912 10
(921 922>_<0 1)'
2. Esfera

Tomando la parametrizacion local
X (0, ¢) = (sinf cos ¢, sin 0 sin ¢, cos )

se tiene que

Xy = (cos b cos p, cos O sin p, — sin f)
X, = (—sinfsin ¢, sinf cos ¢, 0)
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y la matriz métrica viene dada por

g1 Y12 1 0
921 go22 0 sin’@ '

con lo que la norma de un vector w es
][> = [|aXp + bX,||* = a* + b sin® 6.
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