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1. ORIENTABILIDAD. LA APLICACION DE (GAUSS

Definicién 1.1. Dada una superficie reqular S, un campo de vectores normal
a S es una aplicacién diferenciable N: S — R3 tal que N(p) es perpendicular a
T,S, para todo p € S.

Si ademas ||N(p)|| = 1, para todo p € S, entonces se dice que N es unitario.

Localmente, si elegimos una parametrizaciéon local X : U — S, podemos elegir
como normal unitaria

(1) Ny (p) Xu(u,v) x X, (u,v)

= | X (u,v) x Xy (u,v)|] X (u,v) =p.

Por construccién, Nx(p) es unitario y perpendicular al plano tangente. Ademaés,
Nx es diferenciable ya que Nx o X = %
Ademas, dada otra parametrizacién local Y : V' — S, teniendo en cuenta que el

subespacio ortogonal a T},S tiene dimensién 1, se cumple que
Nx = £Ny

para todop € W = X(U)NY (V). Asi, podemos definir de manera tnica (salvo el
signo) un campo de vectores normal y unitario.

Veremos ahora en qué condiciones podemos asegurar la existencia global de un
campo normal unitario.

Definicién 1.2. Sea S una superficie reqular. Se dice que dos parametrizaciones
locales X1: Uy — S y Xo: Uy — S determinan la misma orientacion si
Xl(Ul) N XQ(UQ) - Q) ]

|Jac (X5 o X1)| >0

en los puntos donde esté definido, esto es, en X, (X1(Uy) N Xo(Us)).
Si |Jac (X5t o X1)| < 0 se dice que X, y Xo determinan la orientacion
opuesta.
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Definicién 1.3. Una superficie S se dice orientable si existe un atlas, es decir,
un congunto de parametrizaciones locales {Xy: Uy — Staca con S = UseaUy v
tales X, y Xp determinan la misma orientacion, para todo o, 5 € A. Fijando A,
decimos que S estd orientada por A.

Nota 1.4. i) Puede ocurrir que X1 y Xo no determinen la misma orientacion ni
la opuesta en el caso de tener el conjunto X,(Uy)NXo(Us) mds de una componente
conexa.

A continuacion demostraremos que la relacion existente entre la nocién de orien-
tabilidad y la existencia de una aplicacién normal unitaria.

Proposicién 1.5. Una superficie S es orientable si y sélo si existe un campo de
vectores N: S — R? normal y unitario.

DEMOSTRACION. Dadas dos parametrizaciones X : U — SeY : V — S, la
composicién h = Y ! o X satisface
0X 0X aYy oY
— X — = |Jac(h)|=— x —
ou OV | X (u) |Jac (h) ou OV |Y(h(uw))
En consecuencia,
(2) Nx = signo(|Jac (Y ' o X)|) Ny

Si S es orientable con atlas orientado {X,: U, — S}taca, dado p € X, (U,) N
X3(Up), usando (2),

Na(p) = N5(p),

con lo que la aplicacién N: S — R3 p +— N(p) = N,(p) estd bien definida (no
depende de a € A) y determina un campo normal unitario.

Reciprocamente, si N: S — R? es un campo normal unitario, dado un atlas
{Xa: Uy = S}aea con U, conexo, como N, (p) es perpendicular a 7,5 para todo
p € X, (U,) se tiene que

N(p) - Nuo(p) = £1, (p € Uy).

Al ser U, conexo el signo es constante y, ademéas, podemos cambiar el orden de las
coordenadas en U, para que N(p)- N,(p) =1 para todo a € Ay, de (2), obtener
un atlas de parametrizaciones que determinan la misma orientacién. [J

Definicién 1.6. Si S es orientable, el campo normal unitario N: S — R? corre-
pondiente se denomina aplicacion de Gauss.

Nota 1.7. Si N es un campo unitario podemos ver la aplicacion N: S — R3 como
una aplicacion diferenciable N: S — S2.

Ejemplo 1.8. Veamos un ejemplo de superficie no orientable.

Dada una circunferencia C' contenida en el plano XY de centro (0,0) y radio 2
y Lo un segmento en el plano Y Z dado por {(0,y,2) |y = 2,|z| < 1} (la longitud
del segmento es 2 y su centro es ¢ = (0,2,0). Para cada dngulo 6 € [0,27], se
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construye el segmento Ly obtenido al mover ¢ a lo largo de C' con un dngulo 0 y
simultdneamente rotar €y alrededor de C por un dngulo /2. Uniendo los segmentos
obtenemos la superficie conocida como la cinta de Moébius:

S= J .

0e[0,27]
Esta superficie no es orientable: se define
U={(u,v) eR*|0<u<2m, -1<v<1}

y las parametrizaciones locales X, Y : U — S dadas por
X(u,v) = ((2 — vsin <g>) sinu, (2 — vsin (g)) COS U, U COS (g))

2 2 2
Y (u,v) = ((2 — vsin < vt 7T)) cosu, (—2 + vsin < UI W)) sin u, v cos ( uz— W))
FEs facil comprobar que {X,Y} es un atlas, es decir, X,Y son parametrizaciones
locales tal que X (U)UY (U) = S. Ademds,
XU)NY(U) = X(W1) UX (W), X(Wh) nX(W2) =10,
donde Wy = {(u,v) e U|n/2 <u<2r} y Wy ={(u,v) €eU|0<u<mr/2}.

Ademas, si

(u,v) € Wi = X(u,v) =Y (u—m/2,v)
(u,v) € Wo = X(u,v) =Y (u+3r7/2, —v)

Por tanto,
. _ (u — 7T/2,'U), (u,'U) S Wl
Yo Xu,v) = { (u+3m/2,—v), (u,v) € Wy
Ast,
» | +1, (wv) €W
det(Jac(Y "o X)) = { -1, (u,v) € Wy

X (u,0) X Xy (u,v)
X w (u,0) X Xo (u,0)]

en X1(U), pero entonces N = i%, donde el signo depende de estar
en W1 o Ws.

Si S fuera orientable con normal unitaria N : S — S?, entonces N =

Veamos ahora que la familia de superficies de nivel son superficies orientables.

Proposicion 1.9. Sea S una superficie de nivel de una funcion, es decir, S =
F~Y(a), donde F: Q@ C R* — R es una funcidn diferenciable tal que dF, #
(0,0,0), para todo p € F~'(a). Entonces, S es orientable y N: S — S? definida
por
(%598 98
3) Np) = —o2 W L), (pes),
155552
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es un campo normal unitario.

DEMOSTRACION. Sea a(t) = (x(t),y(t), 2(t)) una curva contenida en S tal que
a(0) = py d/(0) = 0. Siderivamos en ¢t = 0 laigualdad F(a(t) = F(z(t),y(t), 2(t)) =
a se tiene que

oF oF oF U'<8F oF 8F>

= 2(0)+ =— Y (0)+— (0 - ==
or p (0) 8y|py() 0z |p (0) Oxp Oy, Oz p

or  9F  9F
Ox |p’ Oy Ip’ 9z |p
(3) es una normal unitaria de F~*(a). O

de donde se concluye que VF(p) = ( ) es un vector normal a 7,5 y

2. SEGUNDA FORMA FUNDAMENTAL

Sea S una superficie orientable y N: S — R3 una aplicacién de Gauss. Consi-
derando su diferencial

dN(p): TpS — TpRg
G o dNg() = (N oa)(0),
y usando que N - N = 1, podemos deducir que
dN(p)(ﬁ) . N(p) = 0
con lo que dN,)(1,5) € T,S.
Definicién 2.1. Si S es una superficie, p € S y N es una normal definida (en un

entorno de p), el operador forma (o endomorfismo de Weingarten) S, es
la aplicacion lineal

Sp: T, — 1,5
U — —dN(p) (17)
Nota 2.2. Otra manera de ver que dNy,)(T,S) C T,S es la siguiente: Como la
aplicacion de Gauss se puede ver como N : S — S2, su diferencial es una aplicacion
lineal AN : T,S — T S? pero, como los vectores tangentes a la esfera en N(p)
son los perpendiculares a N(p), concluimos que Ty)S? = Ty S.

Toda aplicacion lineal tiene dos invariantes numeéricos, el determinante y la traza.
En el caso de la diferencial de aplicaciéon de Gauss, jugaran un papel fundamental
en el estudio de superficies.

Definicién 2.3. Sea S una superficie orientable y N: S — S? una aplicacion de
Gauss.

i) La curvatura de Gauss de S es la funcion K: S — R
(4) K(p) = det(dNg)),  (p€9).

ii) La curvatura media de S es la funcion H: S — R

(5) H(p) = —%tmza (dN)), (pes).
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Nota 2.4. Notar que si la superficie no es orientable, sélo podemos definir la
curvatura de Gauss y la curvatura media en un entorno.

Ejemplos 2.5. 1. Plano: S = {(x,y,2) |ax + by + cz +d = 0}
En este caso,

(a,b,c)
N e
de lo que se deduce que dNgy = 0 y la curvatura de Gauss y la curvatura media
son nulas.

2. Esfera: S?(r) = {(x,y,2) |2? +y* + 22 = r?}
Para la esfera,

N(p) = (pe€bs),

NG =-p  (pES())

de donde podemos deducir que dNg = %Id, de donde se deduce que la curvatura
de Gauss es K(p) = % y la curvatura media, H(p) = —1.

3. Cilindro: C = {(z,y,2) |2* + y* = 1}
Recordando que el plano tangente a un punto (x,y, z) € C viene dado por
T(:v,y,z)c = {(Ula V2, UB) ’33'1)1 + yvg = 0}7

no es dificil comprobar que una aplicacion normal unitaria viene dada por

N(z,y,2) = (2,9,0),  ((,9,2) € C).

En este caso, como N = Fio: R* — R3, (z,y,2) = (x,y,0) y F es una aplicacion
lineal, se tiene que AN,y = dFp) 1,0 ¥, asi,

(6) dN(x,y,z) (Uh V2, Us) = (01, V2, 0)-
Por tanto, K =0 y H = —%.
Una propiedad que serd importante en el estudio de la curvatura es el siguiente.

Proposicién 2.6. La aplicacion dNy,: T,S — T,S es una aplicacion autoadjunta,
es decir, es simétrica con respecto de la primera forma fundamental,

dN(m(U) -U_J»ZdN(p)(U_J’) ~17, (ﬁ,we TpS)
DEMOSTRACION. Es suficiente probar el resultado para una base {%—f, %—f} asocia-

da a una parametrizacién local X : U — S. Derivando la igualdad (No X)- %—f =0
con respecto de u,

_ O(NoX) X 92X

0 = ou .%—F(NOX)'&L@U
0X\ 0X 02X
= dNg) (%) ov + N (p)- Oudv
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Anélogamente, derivando la igualdad (N o X) - 2X = 0 con respecto de v,
- dN<p><%—f)%f V) 5?
Igualando las expresiones y usando que 3552 = gug , se concluye que
i (52) 5o = 5 Vo (5)

O

Definicién 2.7. Si S es una superficie, p € S y N es una normal definida en un
entorno de p, la forma cuadrdtica asociada al operador forma,
I,: 7,5 — R
U = L(=dNy)(0),0) = =dNy,) () - U,

se denomina la segunda forma fundamental.

Si X U — S es una parametrizacién local, p = X (ug,v9) € X (U) entonces, al
ser {2X ox } una base de 7,5

ou |(uo,vo)’ 8’0 [(uo,v0)

(o)

) o (38) S (2)

Este desarrollo motiva la siguiente definicién.

IL,(v) =

Definicién 2.8. Sea S una superficie orientable con aplicacion de Gauss N: S —
S%. 8 X: U — S es una parametrizacion local las funciones hij: U — R definidas

por
Ay = 211, (%)

han =TI, (2

se denominan coeficientes de la segunda forma fundamental.

Nota 2.9. i) De su definicion, las funciones h;; son diferenciables.
it) En algunos libros de texto, se usa la notacion hy; = e, hig = f, hay = g.

Veamos ahora cémo calcular los coeficientes de la segunda forma fundamental
en términos de los coeficientes de la primera forma fundamental. Si A es la matriz

asociada a dN(,) respecto de la base asociada a una parametrizacion U, dado

8X
U_Ulau ‘|"U26U

I1,(%) = (v1 va)(hs;) ( v )

(%
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Pero sabiendo que, por definicién, I, () = —I,(dNy) (V), ¥),
. v
1,0 = (0 )04 {
Combinando ambas igualdades,
(hij) = = (935) 4,
0, equivalentemente,
A=—(g5)" (hy).
En consecuencia,
‘hz‘j| _ h11h22 - h‘%Q
9l 911922 — 93,

1/h —2h h
HoX = —ltraza A = 5( 11922 12312:- 22911)
g11922 (D)

2
Como las funciones h;;, g;; son diferenciables y |g;;| es distinto de cero, se deduce
el siguiente resultado.

KoX =A|=

Proposicién 2.10. Las funciones curvatura de Gauss y curvatura media son fun-
ciones diferenciables.

Por la Proposicién 2.6 sabemos que el operador forma S, es diagonalizable y
admite una base ortonormal de autovectores. Este hecho motiva la siguiente defi-
nicion.

Definicién 2.11. Sea S una superficie orientable y N: S — S? una aplicacion de
Gauss. Los autovalores k1(p) y ka(p) del operador forma se denominan curvatu-

ras principales de S en p y los autovectores (de longitud 1) son las direcciones
principales de S en p.

Nota 2.12. De la definicion de curvatura de Gauss K y curvatura media H se
deduce que, si k1 Y ko son las curvaturas principales, entonces

K1(p) + Ka(p
K(p) = r1(p)k2(p), H(p) = %
Ademds, como —ky y —ka son raices del polinomio caracteristico de dN(y), éste es
wqual a

)\2 + (/ﬂ)l +I€2))\+/€1K,2 = )\2+2H)\—|—K
y ast,

Iil’Q:H:t\/H2—K.

Ejemplos 2.13. 1. Plano: S = {(z,y,2) | ax + by + cz + d = 0}
Recordando que dN,) =0, las curvaturas principales son nulas.
2. Esfera: S?(r) = {(x,y,2) |2? + y* + 22 = r?}
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Usando que dN,) = %Id, las curvaturas principales coinciden y son iguales a
1

3. Cilindro: C = {(z,y,2) |2* +y* = 1}
En este caso, dado p = (z,y,z) € C, usando (6), los autovalores son 1 y 0 con
autovectores unitarios asociados vy = (0,0,1) y Uy = (—y, z,0).

Veamos un primer resultado en el que restricciones en las curvaturas principales
implica condiciones sobre la superficie.

Definicién 2.14. Dada una superficie orientable S, un punto p € S se dice que
es un punto umbilical si sus curvaturas principales coinciden, k1(p) = k2(p).

Teorema 2.15. Una superficie orientable S tal que todos sus puntos son umbili-
cales estd contenida en una esfera o en un plano.

DEMOSTRACION. Como todos los puntos son umbilicales, dada una aplicacién de
Gauss, existe una funcién X: S — R tal que

(7) AN (0) = Ap)¥, (Ve TS p€S)
Si elegimos una parametrizaciéon X : U — S, tomando v = %—f se prueba que A\ es
diferenciable: oxe oy
AN(x () (G0 ) B
ou
Ademas,
o ) O(NoX
(Ao X) 5y = dNixwon(5y) = "5
o o O(NoX
(Ao X)5 = N (5y) = 25

Derivando la primera igualdad respecto de v y la segunda respecto de u

d(Ao X)0X 0?°X _82(N0X)
o Ou +(Ae X)ﬁvau Qv

d(Ao X)0X 0?°X _82(N0X)
ou  ov + (Ao X)au@v  Qudv

Restando ambas expresiones,

3(/\OX)8_X_3()\0X)8_X_6
ov ou ou v

Como {ZX 2X1 son linealmente independientes,

ou’ Ov
oo X) _dMoX)
o ou

Por tanto, Ao X es constante. Veamos que, al ser S conexa, A\ es constante en todo
S. En efecto, fijando pg € S definimos

A={peSIAp) = Apo)} = A" (po)
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A es cerrado ya que \ es continua. Por otra parte, A es abierto porque si p € A,
tomando cualquier parametrizacién X: U — S con p = X (ug,vg) € X(U), como
Ao X es constante, U C A. Al ser S conexoy A # () (po € A) se concluye que
A =S, esto es, A es constante.

Tenemos ahora dos posibilidades:

i) A = 0. En este caso, dN es nula para todo punto p € S. Usando la Proposicién
5.10 del Tema 3, N(p) = Ny para todo p. Elegimos py € S y definimos la funcién
altura

h: S — R

p — (p—po)- No.

h es una funcién diferenciable (ver ejemplo 3 en Ejemplos 4.3 del Tema 3 y su
diferencial dh,): T,5 — R es

dhy) (5) = 7+ Np.

(ver ejemplo 1 en Ejemplos 5.9 del Tema 3). Como Ny es perpendicular a 7,5, se
tiene que dh = 0. Usando de nuevo la Proposicién 5.10 del Tema 3 y que h(pg) = 0,
h es identicamente nula. Esto implica que S esta contenida en el plano ortogonal
a Ny que pasa por pg.

i) A = Ao # 0. Definimos en este caso la aplicacién

g: S — R
p = p— N[

Esta aplicacién es diferenciable y su diferencial es (ver (7))

1 1
dQ(p) = Id— —dN(p) =Id— —/\0 Id = 0.
Ao Ao
De aqui, ¢ es constante e igual a ¢. Por tanto, al ser N(p) unitario,
1 1
2 2
—er = |=N S
Ip=dlF =I5 NI = 55

es decir S estd contenida en la esfera de centro c y radio U

1
[Aol”

3. CURVATURA NORMAL

En esta seccion estudiaremos de diferentes maneras como se curva una superficie.
Empezaremos considerando curvas contenidas en la superficie y estudiando su
curvatura.

Lema 3.1. Sea S una superficie reqular, p € S, y N(p) € R un vector normal
unitario. Dado U € T,S, ||U]| = 1, si mz es el plano que pasa por p y es paralelo a
({U, N(p)}), la interseccion mz N S es, en un entorno de p, la traza de una curva
parametrizada regular.
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DEMOSTRACION. La ecuacién de 7wy es (z — p) - (¢ x N(p)) = 0. Si consideramos
una parametrizacién local X: U — S, p = X (ug,vy), X (u,v) pertenece a m, NS
si y sélo si (X (u,v) —p)- (0 x N(p)) = 0. Definiendo la funcién f: U — R,
(u,v) = (X (u,v) —p) - (¥ x N(p)), se cumple que

X(u,v) € myN S < f(u,v) =0.
Veamos que C' = {y € U| f(y) = 0} es la traza de una curva. En efecto,

af  ax

= — (U x N
ou [(uwo,v0) ou [(uo,v0) ( (p))
of 0X
9 2% (Gx N
ov [(uo,v0) ov [(uo,v0) ( ( ))

Si (uo,vo) fuera un punto critico de f (df(u,0,) = 0), de las relaciones anteriores se
deducirfa que ¥ x N(p) es perpendicular a 7,,S. Al ser N(p) perpendicular a 7},S,
se obtendria que ' X N(p) es paralelo a N(p), lo cual es un absurdo. Por tanto,
df (uowp) 7 0. Usando el Teorema de la funcién implicita, existe un entorno V' de
R? tal que V N C = es la traza de una curva regular. (]

Definicién 3.2. Sea S una superficie, p € S, y elegimos N(p) € R® un vector
normal unitario. Dado v € T,S, ||U|| = 1, sea my es el plano que pasa por p y
es paralelo a ({U,N(p)}). La curva regular unitaria a: I — S con a(0) = p y
cuya traza es la interseccion H, NS en un entorno de p se denomina la seccion
normal de S en p a lo largo de v.

Como ({7, N(p)}) = (¥), el vector tangente unitario de la seccién normal tiene que
ser +4¢. Orientamos la curva seccién normal para que o/(0) = 7. Asi, la seccién
normal es una curva que depende sélo de la geometria de S en la direccién de v.

Definicién 3.3. Sea S una superficie, p € S, y N(p) € R® un vector normal
unitario. Dado v € T,S, ||U]| = 1, orientamos 7z eligiendo {U, N(p)} como base
positiva. Se define la curvatura normal de S en p a lo largo de v como la
curvatura orientada de la seccion normal de S en p a lo largo de ¥ (vista como
curva plana).

Nota 3.4. i) Si a: I — R? es una curva plana unitaria (T,(t) = o/(t)), siempre
existe N : I — R? unitaria tal que N, (t) es perpendicular a Ty(t) y {Ta(t), Na(t)}
tiene la misma orientacion que la base candnica (det(T,, No) = 1). De hecho, si
T.(t) = (a1, a2) entonces Na(t) = (—ag,ay). N,, se denomina la normal unitaria
oritentada.

Si tenemos una normal unitaria orientada N, la curvatura orientada es la
funcion k: I — R caracterizada por

T!(t) = &(t) Nu(t).

10
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Notar que |k(t)| = k(t). Ademds,

R(t) > 0= N,(t) = Na(t),
R(t) < 0= Ny(t) = —Na(t).

ii) Como N como N, son unitarios y perpendiculares a T, teniendo en cuenta que
{T.(t), N(a(t))} y {Ta(t), Na(t)} tienen la misma orientacion, N,(t) = N(a(t)).

iii) La curva seccion normal no depende de la eleccion de N(p). Sin embargo, si
sustituimos N (p) por —N(p), el signo de la curvatura normal de S en p a lo largo
de U cambia:

T, - (=N) = =T, - (N).

Veamos ahora que la curvatura normal coincide con la segunda forma funda-
mental. Sea a: (—e€,¢) — S una curva parametrizada unitaria con «(0) = p y
o/ (0) =7 € T),S. Derivando la igualdad N(a(t)) - &/(t) = 0,

—a/(t) - N'(a(t)) = o"(t) - N(a(t)).
Tomando ¢t = 0,
IL,(7) = —dNy) (&) - T = o/ (0) - N(p).
Si la curva « es birregular, o’ = k,N,, donde k, es la curvatura de oo y N, es el
vector normal, y asi

II,(7) = £a(0) (Na(0) - N (p)).

Definicién 3.5. Sea S una superficie reqular orientada y o: I — S una curva
parametrizada por el parametro arco. La curvatura normal de o es la funcion
kn: I — R dada por

kn=0a"- (Noa)=ka(Na-(Noa))

donde la sequnda igqualdad solo tiene sentido si o es birreqular.

Nota 3.6. i) Ky, es la longitud (con signo) de la proyeccion de la aceleracion
o en la direccion de N, que es ortogonal a la superficie. Ademds,
(8) Fn(t) = Mo (1),  (t€).
i) Si cambiamos la orientacion de S, el signo cambia, ya que d(—N) = —dN
y por tanto

I () = Ny (2) - 7 = ~I1 (7).

Proposicién 3.7 (Meusnier). Sea S una superficie reqular orientada con N: S —
R3 normal unitaria. Dado p € S,

i) Dos curvas requlares unitarias en S que pasan por p y son tangentes en la
misma direccion y sentido tienen la misma curvatura normal.
ii) La curvatura normal de S en p a lo largo de un vector v € T,S, ||v]| = 1,

—

estd dada por I1L,(V)

11
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DEMOSTRACION. 4) Sean dos curvas aj, as: I — R? tales que a;(0) = as(0) = p
y @1(0) = a5(0) = 7. De (8),

k' (0) = I, 0) (@3 (0)) = I, () (@5(0)) = £52(0).

ii) Si « es la seccién normal de S en p a lo largo de U, COmMo habiamos tomado
{7 =T,(0), N(p)} como base positivay {T,(0), N,(0)}, entonces N, (0) = N(«(0))
(ver Nota 3.4). De la relacién 77 (0) = o”(0) se deduce que la curvatura normal

fin = 0(0) - N(0) = T(0) - Na(0),
es igual a la curvatura normal de la secciéon normal,
Fa(0) = T3(0) - Na(0).
O

Recordando que una curva se dobla en la direccién de su normal unitaria, se tiene
el siguiente resultado.

Corolario 3.8. Sea S una superficie reqular, p € S, N: S — S% una normal
unitaria (definida localmente en un entorno U de p) y v € T,S unitario.

1. SiIlL,(¥) > 0, la superficie se dobla hacia N(p) en la direccion de ¥.

2. SiIL,(V) < 0, la superficie se dobla hacia el lado opuesto al que senala N (p)
en la direccion de U.

3. SiIlL,(¥) = 0, no podemos asequrar nada.

DEMOSTRACION. De la definicién de curvatura normal
I, (7) = K,(0) = £K4(0),

donde a: I — S es la seccién normal a S en p alo largo de ¥ (a(0) = py o/(0) = 7).
Recordando que una curva « se curva en la direccién de N, se tiene que
i) Si IL,(7) > 0 entonces k,(0) = Ka(0) > 0y N(p) = N,(0) = N,(0) (ver
Nota 3.4, 1)), con lo que la superficie se curva hacia N(p) a lo largo de .
i) Si IL,(%) > 0 entonces ka(0) = —k,(0) < 0y N(p)Na(0) = —N4(0) (ver
Nota 3.4, 1)), con lo que la superficie se curva hacia —N(p) a lo largo de v.

O

Recordando la Proposicién 2.6 y la Definicién 2.11, al ser dN(;,) autoadjunto, existe
una base ortonormal {77, 7>} de T,,5 (las direcciones principales) que son autovec-
tores de las curvaturas principales k1, k. Ademas tenemos el siguiente resultado.

Proposicién 3.9 (Formula de Euler). Si {¥}, U2} es una base ortonormal de di-
recciones principales T,S con curvaturas principales k1 < kg entonces, para todo
veT,S, ||v]| =1, si 0 € (—m,m) es el dngulo entre U y Uy entonces

9) tin (T) = IL,(T) = K1(p) cos® O + ka(p) sin® 6.

12
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DEMOSTRACION. Como ||7]| = 1, al ser {t}, 72} una base ortonormal
U = L,(0, U1)0; + 1,(V, Uy) Vs = cos 6 Uy + sin 6 v.
Usando ahora que {v}, v} son autovectores del operador forma,
IL,(7) = —dNg)(?)- 0= —dNy)(cosf vy + sinbvy) - (cos @ v + sin f 0)
= (cos (ki(p)th) + sinf (k2(p)vh)) - (cos O T; + sin 6 T)
= Ki(p)cos® O + ky(p) sin? 6.

4. CLASIFICACION DE PUNTOS EN UNA SUPERFICIE

Definicion 4.1. Sea S una superficie reqular y p € S. Diremos que

= p es eliptico si K(p) > 0.

» p es hiperbdlico si K(p) < 0.

= p es parabdlico si K(p) =0 y (ki1(p), k2(p)) # (0,0).

» p es plano si k1(p) = ka(p) =0 (que implica K(p) =0).

Ejemplos 4.2. i) Cualquier punto p € S*(r) es eliptico, ya que K(p) = —7%2.

i) Dado el paraboloide hiperbdlico z = y* — 2%, usando la parametrizacién global
X(u7 U) = (U, v, U2 - U,2),

oX oX (2u, —2v,1)

Enp=1(0,0,0), si a(t) = X(u(t),v(t)) es una curva con (u(0),v(0)) =0 (a(0) =
p) y (W' (0),v'(0)) = (v1,v9), entonces

2 0
AN (01, v2,0) = 201 — 25 = ( 0 -2 ) ( o )

En consecuencia, p es un punto hiperbdlico.
iii) Todo punto de un cilindro es parabdlico (ver ejemplo 3 en Ejemplos 2.13).
i) St tomamos la superficie de revolucion que se obtiene al rotar la curva a(t) =
(t,0,tY), como o"(t) = (0,0, 12t), su curvatura es igual a 0. Al rotar dicha curva,
las curvas que se obtienen (que estdn contenidas en la superficie), también tienen
curvatura nula en t =0, de lo que se concluye que el punto (0,0,0) es plano.

El corolario 3.8 y la relacién entre la curvatura de Gauss y la segunda forma
fundamental, sugiere el siguiente resultado.
Proposicion 4.3. Dado p € S,

i) Sip es un punto eliptico, entonces existe V- € Entg(p) tal que V — {p} estd
contenido en uno de los dos semiespacios acotados por el plano afin tangente
p+1,S.
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ii) Sip es un punto hiperbolico, entonces dado V € Ents(p), V tiene intersec-
cion no vacia con los dos semiespacios acotados por el plano afin tangente
p+1,5.

DEMOSTRACION. Sea X : U — S una parametrizacién local, p € X (U). Podemos
asumir, sin pérdida de generalidad, que U = B((0,0),¢) y X(0,0) = p. Definimos
la funcién altura respecto del plano afin tangente, es decir,

h: v — R
(u,v) = (X(U,U) _p) ’ N(p)
Es evidente que h(u,v) = 0siy sélo si X (u,v) pertenece al plano tangente. Ademés

X (u,v) pertenece a un subespacio si y sélo si h(u,v) > 0 o h(u,v) < 0.
Haciendo el desarrollo de Taylor de h, en un entorno de (0, 0),

oh oh
h = h(0,0 — il
(u,v) (0,0) + (8u|(o,o)u 81}'(0’0)@)
1 82}7’ 2 th (92}1 2 2
3 2
2 (émaw(o,o)u - 0uav\(0,o)m} (%81}\(0,0)v ) + Ot v)IP)

= hu(p)u® + haa(p)uv + haa(p)v* + O(||(u, v)| )
= IL,(%) + O(||(w, v)|[)-

donde en la ultima penultima igualdad hemos usado que %I 00) = dhy (0X/0u) =

Xy - N(p) =0y, derivando esta igualdad respecto de u, que %\(0 o) = Xuu- N(p)

(andlogamente, para las derivadas con respecto a v).

Si p es un punto eliptico, K1 y K tienen el mismo signo con lo que II, es definido
positivo o definido negativo. Usando el desarrollo de Taylor de h, en este caso
existe un entorno V' de p en S tal que h(u,v) tiene el mismo signo para todo
(u,v) € V—{p}, es decir, todos los h(u, v) pertenecen al mismo subespacio acotado
por el plano afin tangente.

Si p es un punto hiperbdlico, eligiendo cualquier entorno V' de p, existen puntos
(u,v) € U con h(u,v) > 0y puntos (u,v) con h(u,v) < 0, es decir, V tiene inter-
seccion no vacia con los dos semiespacios acotados por el plano afin tangente. [J
Para terminar, enunciaremos sin demostracién, resultados que imponen condicio-
nes cuando S tiene curvatura de Gauss positiva.

Lema 4.4 (Teorema de Hilbert). Sea S una superficie orientable y sean k1 <
koo S — R las funciones curvaturas principales. Si, en p € S, se cumplen las
condiciones

i) La curvatura de Gauss en p es positiva,
i) Ky tiene un minimo local en p,
iii) ko tiene un mdximo local en p,

entonces p es un punto umbilical.
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Teorema 4.5 (Teorema de Jellett-Liebmann). Una superficie conexa con cur-

vatura de Gauss positiva y curvatura media constante es necesariamente una esfe-
ra.

Teorema 4.6 (Teorema de Hilbert-Liebmann). Las tnicas superficies conexas y
compactas con curvatura de Gauss constante son las esferas.
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