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1. Probar que el cilindro circular recto M = {(z,y,2) € R® /2> + 4> = r*, r > 0}
es una superficie reqular (es superficie de nivel y superficie de revolucion). Calcular
parametrizaciones del mismo.

Consideramos la funcion
F : R3 — R
(z,y,2) —a*+y°

(1)

Es facil ver que M = F~1(r?).

Ademads tenemos que dF(z,y,z) = (2z,2y,0) # (0,0,0) para todo (z,y,z) €
F~Y(r?), por ser r > 0 (notar que (2z,2y,0) = (0,0,0) si y solo si z =y = 0).

Veamos a continuacion dos parametrizaciones del cilindro circular recto. La primera
esta dada por:

x R — R?

X : (=r,7)
(u,v) = (£Vr2 —u?,u,v)
)
(

X ; (—=r,r) xR — R?
) — (u, £Vr2 —u?,v)
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Es facil comprobar que

0X; im 0X;
=\{F—F— 17 0 ) = 07 07 1 4
ou |, . F 7 2 ) |, . (0,0,1) (4)

son linealmente independientes para todo (ug,vy) € (—r,7) x R. Igualmente los
vectores
0XF
ou

son linealmente independientes para todo (ug,vg) € (—r,7) x R. Es importante notar
que para parametrizar todo el cilindro M con esta parametrizacion se necesitan las
cuatro cartas X, X; .

Ug

0XF
= (17 :[:?7 )7 8 2
uQ,v0 TS = Up v

=(0,0,1) (5)

uo0,v0

También podemos parametrizar M teniendo en cuenta que es una superficie de

revolucion. Consideramos la curva
o : (—00, 00) — R?
t — (r,0,1)

(6)

Girando esta curva alrededor del eje Z se obtiene la siguiente parametrizacion:

Y : (0,2m) x R — R? )
(0,1) — (rcos@,rsind,t)
Y, : (—m,7) xR — R?

(0,1) — (rcos®,rsind,t)




En este link se puede ver como el cilindro es generado como una superficie de revo-
lucién.

s s 22 Y 22
2. Demostrar que el elipsoide M = {(aj, y,z) €ER /?—i-?—i-? = 1} €S UNG SUPEr-
ficie regular. Comprobar que X : R? — R3, X (u,v) = (asinucosv,bsinusinv, ccosu),
es una parametrizacion de M cuando restringimos el dominio de definicion a un ade-
cuado abierto U C R%. ;Qué parte de M recubre? Busca otra parametrizacion que

jJunto con ésta recubra a todo M.

Consideramos la funcion
F : R? — R
22 2 2P (9)
(x,y,2) — ¥+b_2+c_2
Se tiene que M = F~1(1).
Ademés dF (z,y,z) = (3, %, %) # (0,0,0) para todo (z,y, z) € M, yaque (0,0,0) ¢
M.

Veamos que la aplicacién

X : (0,7) x (0,27) — M

10
(u,v) — (asinucosv,bsinusinv, ¢ cos u) (10)

es una parametrizacion de M. Primero comprobamos que X esta bien definida, es
decir, que Xug C M. Esto es cierto, ya que

(asinugcosvg)®  (bsinugsinvg)?  (ccosug)?
. + +
a b2 c?

para todo (ug, vg) € (0,7) x (0, 2m).

F o X (ug,v9) = =1 (11)

Para ver que X es regular, calculamos la matriz de su diferencial dX en las bases
canénicas de R? y R?, que en el punto (ug, vg) estd dada por

a COS Ug COS Vg —a Sin ug Sin vy
bcosugcosvg —bsinugsinvg | . (12)
—csin ug 0

Es inmediato ver que el rango de esta matriz es 2 para todo (ug, v9) € (0,7) % (0, 27),
por lo que dX (ug, vg) es inyectivo y X es regular.
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https://campusvirtual.ull.es/ocw/pluginfile.php/22065/mod_folder/content/0/cil_rev.cdf?forcedownload=1

Ademas, de X (u,v) = X (u/,v") obtenemos que v =« (en (0,7)) y que v = v’ (en
(0,27)), por lo tanto X es inyectiva, y asi X es parametrizacion local.

Tenemos que X (0,v) = (0,0, ¢), X(m,v) = (0,0,—c) y X(u,0) = (asinu,0,ccosu),

por lo que la carta definida previamente recubre M — C', donde C es la semielipse

. 2 2
con ecuaciones 5 + 45 =1y x > 0.

Para recubrir la parte que falta podemos tomar la parametrizacion

Y : (0,7) x (0,27) — M

(u,v) — (—asinucosv,bcosu, csinusinv)

(13)

. . g . 2 2
que recubre M — C’, siendo C' la semielipse con ecuaciones % + %5 = 1y 2 < 0.

Como C U’ = (), las dos parametrizaciones X e Y son suficientes para recubrir
todo M.



En este link pueden verse las parametrizaciones X e Y.
2 2
3. Demostrar que el hiperboloide de una hoja M = {(a:,y,z) € R?’/% + %g —

2
£ = 1} es una superficie reqular. Comprobar que X : R? — R3 X(u,v) =

Q

(asinwucoshv,bcosucoshv, csinhv) es una parametrizacion de M cuando restrin-
gimos el dominio de definicion a un adecuado abierto U C R%. ;Qué parte de M
recubre? Busca otra parametrizacion que junto con ésta recubra a todo M. Observa
que si a = b se trata de una superficie de revolucion.

Tenemos que M = F~1(1) siendo

F : R3 — R
22 oy 2P (14)
(.’E,y,Z) —>§+b_2_§

Ademés dF|, = (%,%,—2%) # (0,0,0) para todo p € M, por lo que M es superficie
regular.

Veamos que la aplicacién

X :  (02m)xR = M

15
(u,v) — (asinu cosh v, bcosu cosh v, csinh v) (15)

es una parametrizacién local de M. Primero, estéd claro que X ((0,27) x R) C M ya
que F o X (ug,v9) = 1 para todo (ug,vy) € R?, y que X es diferenciable.
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Para ver que X es regular, calculamos la matriz de su diferencial dX en las bases
canénicas de R? y R3, que en el punto (ug,vy) estd dada por

a cosugcoshvy  asin ug sinh vy
—bsinugcoshvg bcosugsinhwvy | . (16)
0 ccosh vy

Es inmediato ver que el rango de esta matriz es 2 para todo (ug,vg) € (0,27) X R,
por lo que dX (ug,vp) es inyectivo y X es regular.

Ademéas X (u,v) = X (u,v") implica que v = v' y u = « + 2km, por lo que X :
(0,27) x R — M es inyectiva. Esta parametrizacién recubre todo M salvo la curva
X (0,v) = (0,bcoshv, csinhv).

Aqui puede verse como la parametrizaciéon X recubre todo el hiperboloide menos la
curva X (0,v).

Para recubrir esta recta que falta en el hiperboloide podemos utilizar

X : (—m,m) xR — M

. . (17)
(u,v) — (asinu cosh v, bcos u cosh v, csinh v)

Para ver que cuando a = b, la superficie M es de revolucién, consideramos la curva

a(t) = (acosht,0,bsinht). (18)
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Rotando alrededor del eje Z se obtiene la siguiente parametrizacion

Y : (0,27) x R — M (19)
(0,1) — (acosfcosht,asinfcosht,csinht).

Aqui se puede ver que cuando a = b la superficie M es una superficie de revolucion.

2
4. Demostrar que el hiperboloide de dos hojas M = {(:L’,y, z) ER3/ — %; — % +
2

’2—2 = 1} es una superficie reqular. Hallar parametrizaciones para el mismo que lo

recubran.
Tenemos que M = F~1(1), siendo

F : R? — R
x? y2 22 (20)

(x,y,2) — _§_§+§'

Por otro lado, dF|, = (—3—“’5, —2u 22y £ (0,0,0) para todo p € M.

b2 2

Esta superficie puede ser recubierta por las dos siguientes parametrizaciones de
Monge, cada una de ellas recubriendo una de las hojas:

i) Hoja superior:

X : R? — M
w2 02 (21)
(u,v) — (u,v,c 2—|—b—2—|—1)
ii) Hoja inferior:
X~ : R? — M
w2 02 (22)
(u,v) — (u,v, —c §+b_2+1)


https://campusvirtual.ull.es/ocw/pluginfile.php/22065/mod_folder/content/0/hiperrev.cdf?forcedownload=1

Aqui puede verse como las parametrizaciones X y X~ recubren las hojas superior
e inferior, respectivamente.

5. Demuéstrese que el paraboloide hiperbdlico dado por M = {(:v,y, z) eER3/z =

2 2
% — %—2} es superficie reqular simple doblemente reglada®, esto es, generada por dos

familias de rectas.

La superficie M es una superficie de Monge, con una parametrizacién dada por

X : R? — R3
u? 02 (23)
(ua U) — (U,U, p - ﬁ)

que claramente es diferenciable ya que f(x,y) = Z—z — Z—j es diferenciable. Por lo

tanto M = X (R?).

Para ver que M es doblemente reglada, escribimos

U2 ’U2 u v,,u v

=) = (W (o + )= 1), (24)

a

X(u,v) = (u,v,

y poniendo v’ = % — 7, v" = % + ¥, podemos escribir M como

I
—N
—~~
| 2
:\
|
| <o
Q\
=
+
<

b b b
’(g, 5,u’)|u',v' € R} = {(gv’, 51}’,0) - u'(%, 5,v’)|u’,v’ eER
(25)

'Una superficie doblemente reglada es aquella para la que por cada punto pasan dos rectan que
estan completamente contenidas en ella.
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De la primera igualdad, tomando « = ug tenemos la recta

a b a b
De la segunda igualdad, tomando v" = v, tenemos la recta
a, b a b

Es facil ver que estas dos rectas son distintas, ya que sus vectores directores son
diferentes: '

6. i) Probar que el cono circular en R3, M = {(z,y,2) € R3/2* = 2% + y*} no
es una superficie reqular. i) Comprobar que si lo es N = {(z,y,2) € R3/2? =
2?2 +y?, z > 0}, siendo superficie de Monge, superficie de revolucidn y superficie de
nivel. 111) Razonar que M — {(0,0,0)} es superficie reqular.

b
2

=20 (28)

[NJISE SIS

_b
2

i) El punto (0,0,0) € M no tiene ningin entorno homeomorfo a un abierto del plano.
Esto es sencillo de ver ya que si existiese un abierto del plano U y un homeomorfismo
X : U — V, entonces la aplicaciéon X : U — {X~1(0,0,0)} — V — {(0,0,0)}
también serfa homeomorfismo. Sin embargo, U — {X~1(0,0,0)} es conexo mientras
que V' —{(0,0,0)} no lo es (y la conexidad es un invariante topolégico).

ii) Para ver que N = {(z,y,2) € R¥/2? = 22 +y?, 2 > 0} es superficie de Monge,
consideramos la funcién diferenciable

f . R*-{(0,00} — R

, (29)
(zy) =@+
que nos permite definir la parametrizacion de Monge dada por
X : U=R?>-{(0,0,0 — R3
((0.0.0)) )

(u,v) — (u,v, Vu2 +0v?2)
Tenemos que X (U) = N.
Para ver que N es superficie de revolucién consideramos la curva « : (0,00) — R3?
con «(t) = (t,0,t), y definimos las dos parametrizaciones
Y, : (0,00) x (0,27) — R?

. 31
(t,0) — (tcosf,tsind,t) (31)

9



Y, : (0,00) X (—m,m) — R? (32)
(t,0) — (tcosf,tsinf,t)
Se cumple que Y7((0,00) x (0,27)) U Y((0,00) x (—m,m)) = N.
Ademds N es superficie de nivel, ya que N = F~1(0), siendo
F : R? x R, — R (33)
(ZL’,y,Z) —>$2+y2—227

que cumple que dF (z,y, z) = (2z,2y,2z) # (0,0,0) para todo punto de N (recordar
que (0,0,0) € N).

Aqui se puede ver que el cono es una superficie de revolucion. Aqui se puede ver la
parametrizacién X y aqui la Y;.

iii) Es facil ver que M — {(0,0,0)} es superficie regular, ya que M — {(0,0,0)} =
NUN—, con N~ = {(z,y,2) € R¥/22 = 22 + 4%, 2 < 0} y N~ admite una
parametrizacion de Monge similar a N.

P
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