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1. Calcular primera forma fundamental, operador forma, curvaturas y vectores prin-
cipales, sequnda forma fundamental en las siguientes superficies clasificando sus
puntos segun la curvatura de Gauss, deduciendo su comportamiento con respecto al

plano tangente.

a) El helicoide, parametrizado como X (u,v) = (ucosv,usenv,av), con a # 0.

b) El toro X (u,v) = ((R+rcosu)cosv, (R +rcosu)sinv, rsenu).

c) La superficie reqular simple z = xy, calculando los 4 primeros items en el

(0,0,0).

a) Calculamos primero las derivadas parciales de la parametrizacién local

X X
X = 0x = (cosv,senv,0), Xy = %_v

ou

= (—usenv,ucosv,a)

Primera forma fundamental

Los coeficientes de la primera forma fundamental vienen dados por g;; = X, - X;.

Por tanto,
g1 =1, gn=u*+a*gn=0.
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Por tanto, si ¥ = z'X; 4+ 22X, v @ = w'X, + w?X, son vectores tangentes, la
expresiéon matricial de la primera forma fundamental en p = X (u,v) es

1 0 w!
fpw,w):(zlz?)( 2 )( )
0 u“+a w

Vector normal y operador forma

El vector normal es un vector unitario perpendicular al espacio tangente (que esté
generado por X; y Xs). Asi

X1><X2 . 1
[ X1 X Xol| Va2 + u?

El operador forma S, es —dN(;) con lo que

N =

(asenv, —acosv,u)

ON ON
dN(X,) = —— dN(X5) = ——
(%) ou’ (X) ov’
Por tanto,
—a —a
S,(X1) = ————(—usenv,ucosv,a) = ————Xo,
p(X1) (Va*+ u2)3( ) (Va?+u?)3 ?
—a —a
S,(X3) = ———=(cosv,asenv,0) = —=X
o) = ol N e
La matrix asociada a S, es
0 \/%
a“+u
vy O
2* forma fundamental
En este caso, los coeficientes son
donde X;; son las derivadas segundas de la parametrizacion
hiy=N-Xy; = \/ﬁ(asenv, —acosv,u) - (0,0,0) =0
hig =N - X1y = m(asenv, —acosv,u) - (—senw,cosv,0) = \/ﬁ
hos = N - X99 = ———(asenv, —acosv,u) - (—ucosv, —usenv,0) = 0
VaZtu?
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Curvatura de Gauss

K(p) = det(dNy,)) = RS

Curvatura Media

1
H(p) = —§traza(dN(p)) = 0.

Curvaturas Principales

Usando que K = k1 - ko y H = %(/{1 + Ky), como H = 0 se tiene que ks = —Kj.
Sustituyendo la curvatura de Gauss,
a a
K1 = ———— KRy — — ——
YT 2 a? + u?

Direcciones principales

Son los autovectores unitarios del operador forma S, asociados a las curvaturas
principales (que son los autovalores). Resolviendo el sistema S,(7)x;(p)v queda

1 = (—Va?2+u? 1)
9 = (—F\/m, 1)

I~

<

Clasificacion de puntos
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Como K = e < 0, todos los puntos son hiperbélicos, con lo que la superficie

esta a ambos lados del plano tangente.

b) Vamos a probar en general qué ocurre en una superficie de revolucién con para-
metrizacion local

X(t,0) = (r(t)cosf,r(t)send, z(t))
En este caso,

X1 = (r'(t) cos 0, r'(t) sen 6, 2'(t)), Xy = (—r(t)senf, r(t) cos 6, 0)

Primera forma fundamental

(@) + (@) 0
(gij) = ( )




Vector normal

N = W(—rz' cos @, —rz"senf, rr')
22+ (r

22 forma fundamental

YR

donde X;; son las derivadas segundas de la parametrizacion

hll _ Py
(r’)2+(z’)2

h12 — 0

h22 = Iz

(r1)2+(2)2

Operador forma

et : O
3 ((7")2+(Z’)2)3 2
—(9is) " (hij) = = 0 X

Curvaturas y direcciones principales

Como la matriz del operador forma es diagonal

Sl gl s
) Rg =
((r")2 + (27)?)3/2 2T, ()2 + (/)2

K1 =

y las direcciones principales son
X/l Xl = W(W(f) cost,7'(t) sent, 2'(t))

Xo/||Xa]| = (=55, 57, 0).

Curvatura de Gauss y media

—Z/<Z/7’” - 7"2”) 1
H=-=
(P + PP 3t )

K(p) = Ki1R2 =

Clasificacion de puntos




Si estudiamos el caso particular del toro de revolucién donde r(t) = (R + rcost) y
z(t) = rsent),

cost

>0, site(=3,%),
- r(R 4+ rcost) (

K =< <0, site(3,37), )
=0, sit=Jo0t=—3
donde hemos usado que R + rcost > 0.

En el caso de los puntos donde la curvatura es cero, al ser el circulo superior e
inferior, la superficie queda al mismo lado del espacio tangente.

c¢) Una parametrizaciéon global es de la forma

X(u,v) = (u,v, f(u,v)), f(u,v) = uw

Entonces,
Xl = (1707fu)a XQZ (Oalaf’u)

Primera forma fundamental

L+ (fu)? fulo 1+0*  ww
() U0
Vector normal

XlXX2 - 1 (—f —f 1)_ 1 (_
XXl T+ (R + (2 0 7 Vit e

N =

v, —u, 1)




22 forma fundamental

N (Y VR——
V 1+ (fu)?+(f)?
Suv — 1
VIHG2 ()2 VIFuite?
f’U’U JR—

1+(fu)?+(f0)?

1 uw —(1+u?)
(14 u?+4v2)3/2 (14 0?) W

Curvaturas principales en (u,v) = (0,0)

hll - N'Xll =N- <0707fuu)

h12 = N'X12 =N- (0707fuv)

h22 - N'X22 - N <0707f’UU)

Operador forma

51:1, /igz—l

Direcciones principales en (u,v) = (0,0)

0 -1
Son los autovectores de < ) . Calculando
-1 0
1 1
v = —(1,1), Uy = —(1,—1
1 \/5( ) 2 \/5( )

Curvatura de Gauss

K(p) = kika = —1
Con lo que el punto (0,0, 0) es hiperbdlico.

Curvatura Media

H(0,0,0) = 0.

2. Probar que una superficie de revolucion tiene curvatura de Gauss nula si y sélo
st cada meridiano es un segmento de recta.

Del apartado b) del ejercicio anterior, la curvatura de Gauss es

—Z,(Z/T‘” _ TIZ”)

(07 + PP

K(p) = R1K2 =
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Para que la curvatura se anule hay dos posibilidades:

i) 2/ = 0. En este caso, z = 2y y obtenemos que la curva que genera la superficie es
de la forma

a(t) = (r(t),0,20) = (0,0, 20) + r(¢)(1,0,0),

esto es, a es un segmento de recta. Asi, cada meridiano # = 6, es el segmento de

recta
X(t,60) = (0,0, z) + () (cos by, sen by, 0).

ii) 2'r"—r'z" = 0. Esto es equivalente a que (1'/z")" = 0, es decir, existe una constante

c tal que r’ = ¢z’. Integrando, existen constantes ¢, d tal que r(t) = cz(t) + d. La
curva quedaria

a(t) = (cz(t) +d,0,z(t)) = (d,0,0) + 2(t)(c, 0, 1).
Esto es lo mismo que decir que todos los meridianos (# = ) son segmentos de recta,

X(t,60p) = ((cz(t) +d)cosby(cz(t) + d)sen by, z(t))
= (dcosby,dsenby,0)+ z(t)(ccos by, csen by, 1).

3. Dada la superficie S = {(x,y,z* + y*) | (x,y) € R?*}, probar que (0,0,0) € S es
un punto plano y que S — {p} estd contenida en un semiespacio acotado por T,S.

La superficie S se puede ver como F~1(0) con F(x,y,z) =z — 2% — y*. De la teoria
sabemos que el gradiente VF (z,y, 2) = (=423, —4y3, 1) es un vector normal al plano
tangente. En particular,

To,00)5 = {(v",v*,v%) | v* = 0}
Veamos que la curvatura normal se anula para toda curva « con «(0) = (0,0,0).

Para ello, consideraremos la parametrizacién global X (u,v) = (u,v,u* + v*). Sea
(u(t),v(t)) una curva en R? con u(0) = 0y v(0) = 0. Entonces a(t) = X (u(t),v(t)) =
(u(t),v(t),ut(t) +v*(t)) es una curva en S con a(0) = (0,0, 0). La curvatura normal
es

k2(0) = a”(0)- N(0)



En conclusion, el punto es plano.

Por otra parte, si p = (z,y,2) € S — (0,0,0), como (z,y) # (0,0) yz = 2* + y* > 0,
se tiene que S — p estd contenido en el semiespacio {(z,y,z)|z > 0}, que es el
semiespacio acotado por 7,5 = {z = 0}.

4. Dada la superficie S = {(z,y, 2> — 3y*x) | (z,y) € R?}, probar que (0,0,0) € S es
un punto plano y que para todo V€ Entg(P) la interseccion de V' con los subespacios
semiespacios acotados por T,S es distinta de vacio.

La superficie S se puede ver como F~1(0) con F(z,y, z) = z— 23+ 3y*z. De la teoria
sabemos que el gradiente VF(z,y, z) = (—=3x* + 3y?, 6xy,1) es un vector normal al
plano tangente. En particular,

T(O,O,O)S = {@1’027@3) | v = O}

Veamos ahora que el punto es plano. Para ello, consideraremos la parametrizacién
global X (u,v) = (u,v,u® — 3v*u). Sea (u(t),v(t)) una curva en R? con u(0) =0y
v(0) = 0. Entonces a(t) = X (u(t),v(t)) = (u(t),v(t), (u(t), v(t), u(t)® — 3v(t)*u(t)))

es una curva en S con a(0) = (0,0,0). La curvatura normal de « es

Como esto ocurre para toda «, el punto es plano.

Por otra parte, la curva a(t) = (z(t), y(t), 2(t)) = (¢,0,*) es una curva en la super-
ficie ya que
a(t) = X(t,0)

Para esta curva, si ¢ < 0 entonces z(t) < 0y si t > 0 entonces z(t) > 0. De esto
concluimos que para todo V' € Entg(P) la interseccién de V' con los subespacios
semiespacios acotados por 7,5 es distinta de vacio.



