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1. Comprobar que la curva a: (—1,4+00) — R? dada por
3t 3t?
g (BB
=1 1P
es una curva parametrizada y estudiar su reqularidad. Calcular la recta tangente en
t =0. (Esta curva se conoce como que el folio de Descartes).

Si calculamos la derivada nos queda

s (3(1—2t%) 3t(2—1t7)
allt) = < (1 + )2 (1+6)2 > @

Mas generalmente, la derivada k-ésima queda de la forma

(1+3)2k" (1 +13)2k )
donde P, y @}, son polinomios. Por tanto, a®)(t) es continua en ¢t # —1 vy, asi, a es
una curva parametrizada diferenciable de clase C'*°.

Para estudiar la regularidad, veamos para qué valores de t la derivada se anula. De
(1), &/(t) = (0,0) si y sélo si

1-2t3=0 :3%
{3t<2—tt3>=o} = {t:toot[az}
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Por tanto, la curva es regular.

Para calcular la recta tangente en t = 0, sabemos que dicha recta pasa por el punto
a(0) = (0,0) y tiene vector director o/(0) = (3,0). Un cdlculo directo muestra que
la recta tangente tiene como ecuacién y = 0.

2.0

P recta langenle

-nak

En este link se puede ver la forma del folio de Descartes y sus rectas tangentes.

2. Razonar, usando el teorema de la funcion implicita, que dada cualquier funcion
diferenciable definida en un abierto W de R%, f:W C R? — R, si el conjunto
C = f"Ya),a€R, esnowvacioydf, #0 ((fu, fy) # 0) para todo p € C, C es la traza
de una curva parametrizada reqular o. Aplicar este resultado en la lemniscata de
Bernoulli (22 + 3%)? = (2% — ¢?).

Sea po = (x0,y0) € C. Podemos suponer que %—1;' # 0. Por el teorema de la
Po

funcién implicita, existe un entorno abierto I C R de zg, un entorno abierto de R?,
U € Ent(pg) y una funcién diferenciable f C I — R con f(z9) =yo y

UNnC={(z,f(z)) |z el (2)

Asi, si construimos la curva parametrizada «(t) = (t, f(t)) se cumple que o/(t) =
(1, f'(t)) con lo que « es regular y de (2), la traza a(I) es U NC.

Si calculamos la diferencial de F(z,y) = (2% + y?)* — (22 — y?), se tiene que

oF OF

) = (2z(22% 4+ 2y — 1), 2y(22% + 29° + 1))


https://campusvirtual.ull.es/ocw/pluginfile.php/22065/mod_folder/content/0/folioDesc.cdf?forcedownload=1

Entonces, dF (x,y) = (0,0) si y sélo si

z=0,y=0
r=0,222+2y>+1=0
r=0,202+2y>-1=0

202 + 22 +1=0, 222 +22 —1=0

El segundo y cuarto casos son imposibles con lo que los puntos donde la diferencial
dF (x,y) se anula son

V2 V2

77())7 <__70>

0.0, .

De estos tres puntos, el inico que pertenece a C = F~1(0) es el (0,0), con lo que para
cualquier punto (z,y) # (0,0), C es la traza de una curva parametrizada regular.

Lemniscata de Bernouilli

3. Verificar que B es una reparametrizacion de o donde

aft) = (t* +3,t —T7,sent), t€(0,1),

B(u) = (4u* +4u+4,2u — 6,sen(2u + 1)), u € (—%, 0).
Consideramos la funcién
a (—3,00 — (0,1)
u = 2u-+1
Esta aplicacién es diferenciable y biyectiva (su inversa es h'(t) = 1), Ademds,

como h'(u) =2 # 0, es un difeomorfismo.
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Por otra parte,
aoh(u) = al2u+1)=(2u+1)?+3,(2u+1) —7,sen(2u + 1))
= (4u® + 4u +4,2u — 6,sen(2u + 1))
= B(u).

4. Probar que la curva parametrizada

a(s) = (3 cos(s), 5 _ sen(s), _2 COS(S)), s € R.

13 13 13
es unitaria.

Tenemos que ver que ||d/(s)|| = 1, para todo s. En nuestro caso,

) 12

o/(s) = ( — % sen(s), —cos(s), 75 sen(s))

12

Si calculamos su norma
2 2
sen?(s) + cos?(s) + <13

51\2
/ — _
@I = /()
2> +5°
132

J )
_ \/ 12245 en2(s) + cos(s)
1

)2 sen?(s)

5. Obtener una reparametrizacion por la longitud de arco para la hélice circular
a: R — R? dada por a(t) = (rcost,rsent, ht)

Sabemos que tenemos que usar la reparametrizacién
t t
ht) = / o/ ()| = / Vi Rdu = R
0 0

h es un difeomorfismo con inversa

1
hl(s) = ————s
Por tanto,
1

= (rcos (ﬁ) , T Sen (\/rzs_i_ h2)’ \/r2h—$|- h2)



6. La curva o : R — R? definida por a(t) = (Be* cost, Be* sent), B,k > 0, se le
llama espiral logaritmica.

a) Probar que esta curva tiene la propiedad de que el dngulo entre el vector a(t) y
o/ (t) es constante (esta propiedad, de hecho, caracteriza a la espiral logaritmi-

ca).

b) Encontrar una parametrizacion unitaria.

a) Para calcular el angulo usaremos que si 6 es el angulo entre dos vectores 4 y
entonces

cosf = vy
[l 1|71

Calculando o/ (t) = (kBe* cos(t) — Be* sen(t), k Be* sen(t)+ Bekt cos(t)), deducimos
que
aft) - o/ (t) = kB2,

Ademds, como [|a(t)|| = Be* y ||a(t)|| = Be*Vk% + 1, concluimos que el dngulo
entre a(t) y o/(t) es la constante

k
Ny

b) Sea h la parametrizacién dada por

= [t

Un célculo directo nos muestra que h(t) = 2/k? + 1(e*" — 1) y ademéas h(—o0, 00) =

2 .
(=B 00). Por tanto, la inversa es

ht (_%ZH’ OO)
S

(_OO’ OO)

%
1
> flog (G +1

y la reparametrizacién viene dada por
B(s) = (aoh™)(s)
ks ks ks 1 ks
= | B{——=——=+1)cos|—lo , Bl ———=+1)sen |+ log | ———
( <B\/k2+1 ) ( g<B\/k2 +1)) (B\/k2+1 ) n<k g<B\/k2+'
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En este link se puede ver la forma de la espiral logaritmica y sus vectores posicion
y velocidad.


https://campusvirtual.ull.es/ocw/pluginfile.php/22065/mod_folder/content/0/espiral.cdf?forcedownload=1

