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0 Introduccion

Hacia finales del siglo XIX, quedé claro para muchos matemadticos que la integral de Riemann (la estudiada, actualmente, en los
primeros cursos de cdlculo) deberia ser reemplazada por algtin otro tipo de integral, mds general y flexible, mejor adaptada para
tratar los procesos de paso al limite. Entre los notables intentos realizados a tal fin, fue la construccién de Lebesgue la que tuvo
mas éxito. Como veremos, esta construccién depende de la posibilidad de «medir» conjuntos; es decir, la teorfa de la integral de
Lebesgue requiere de una teoria de la medida previa.

El propésito de este tema es, justamente, presentar la teoria de la medida necesaria para desarrollar la teoria de la integracién
de Lebesgue. Tras una primera seccién donde se ponen de manifiesto las insuficiencias de la integral de Riemann, se continda

estudiando la teoria de la medida en la recta real, para finalizar exponiendo una generalizacion de esta teoria a espacios abstractos.

1 Motivacion

1.1 La integral de Riemann

La nocién de integral que se estudia en los primeros cursos de cdlculo se debe al matematico alemdn Bernhard Riemann (1854),
y es la siguiente:

Definicion 1.1 Dada una funcion acotada f : [a,b] — R, consideremos una particion & = {a =xp <x; < ... <x, =b} del

intervalo [a,b), y sea ¢y € [xp_1,x¢] (k=1,...,n) un punto arbitrario. El valor
n
Y f () (e —xe1)
k=1

recibe el nombre de suma de Riemann de f respecto a la particion &, y se dice que f es integrable (seglin Riemann) en [a, b]

cuando existe y es finito

lim if(Ck) (X —Xx—1),,

diam(2)—0 =
donde
diam(Z?) = max (xx —x_1)-

k=1,....,n

es el didgmetro de &. En tal caso, dicho limite recibe el nombre de integral de Riemann de f en [a,b], y se denota por

b
[®) / f(x)dx.
a
; 44 ’ 4’444 N 444“4“
]
12 4 12 444 12 ]
4 44 y ‘444
,4 ZZ Y L]

=

X

Figura 1. Convergencia de sumas de Riemann [fuente: elaboracién propia].

Con esta definicién, se prueba que toda funcién continua es integrable Riemann.
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Algunas caracterizaciones de la integrabilidad Riemann, cuya demostracion puede encontrarse en la mayoria de textos
universitarios, son las recogidas en el siguiente:

Teorema 1.2 Sea f : [a,b] — R una funcion acotada. Son equivalentes:

(i) f es integrable Riemann en |a,b).

(if) (Criterio de Cauchy) Para todo € > 0, existe una particion & = {a =xp < x; < ... <x, = b} de |a,b] tal que

(iii) Dados ®,€ > 0, existe & > 0 tal que, cualquiera que sea la particion & = {a =x9 < x] < ... <x, = b} de [a,b] con
diam(&?) < 8, la suma de las longitudes de los subintervalos [x;_i,x] para los cuales

SUPyelx 1.x,] flx)— infrcpy | f(x) > ® es menor que €.

(iv) (Condicién de Darboux) Se tiene que
sup L(f, #) = inf U(f, 2),
P P

donde, para cualquier particion & = {a =xo <x1 < ... < x, =b} de [a,b)],
n

L(fﬂ@) = Z inf f(x) (xk 7xk—1)7

1 %€ -1
n

U(f,Z)= Z sup  f(x) (g —x—1) -
k=1x€[x_1.x]
(v) (Criterio de Lebesgue) El conjunto de discontinuidades de f tiene medida (de Lebesgue) nula'.

Ejemplo 1.3 (Funcién de Dirichlet) La funcion f : [0,1] — R definida por

1, xeQ

F(x) = 2onp.(x) = 0. x40

no es integrable Riemann en [0, 1].
Resolucion. Dada cualquier particion & = {0 =xp < x] < ... <x, =1} de [0, 1], se tiene:
n

L(f,2)=Y inf f)0n—x1)

=1 X€ -1

|
™=

0- (xk—xk,l) = 07

~
Il
-

n

U(f,2)=Y, sup f(x)(—x-1)

k=1x€[x_1,%]

I
™=

L (g —xk—1) =xp—x9=1-0=1.

~
I

Por tanto, no se cumple la condicién de Darboux, impidiendo que f sea integrable Riemann en [0, 1]. Nétese que esta funcién es

«muy discontinua»: todo punto de [0, 1] es un punto de discontinuidad de f. [

Ejemplo 1.4 (Funcién de Thomae?) La funcion f : [0,1] — R definida por

1/q, x=p/q, pe NU{0}, ¢ €N, med(p,q) =1
0, x¢Q

TEl concepto de medida se precisard mas adelante (Definicién 2.21); por ahora, baste saber que se trata de una generalizacién del concepto de longitud que es
contablemente aditiva. En particular, los conjuntos unitarios y los conjuntos contables tienen medida nula. Lo que viene a afirmar el criterio de Lebesgue es que
las funciones integrables Riemann son necesariamente «poco discontinuas».

2Carl Johannes Thomae (1840-1921) fue un matemdtico aleman, doctorado en Gotinga y profesor en las universidades de Gotinga, Halle, Friburgo y Jena,
que investigd en teorfa de funciones.
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es integrable Riemann en [0, 1].

Resolucion. Observemos, en primer lugar, que L(f,Z?) = 0 para cualquier particién & = {0=x¢ <x; <...<x, =1} del

intervalo [0, 1], ya que todo intervalo [x;_1,x;] contiene algtin nimero irracional.

051

Figura 2. Integrabilidad Riemann de la funcién de Thomae [fuente: dominio publico y elaboracién propia].

Por otra parte, dado cualquier € > 0, s6lo existe un nimero finito, digamos n, de racionales irreducibles x; = p;/q; € [0,1]
tales que f(x;) = 1/q; > €/2, es decir, 0 < g; < 2/e (i=1,...,n). Como f(0) = f(1) = 1, para € suficientemente pequefio se
tendrd que {0,1} C {xi,...,x,}. Elegimos una particién & de [0,1] de modo que {xi,...,x,} son los puntos medios (extremos
en el caso de 0, 1) de subintervalos de & cuya longitud total sea £/2. Asi, podemos dividir los sumandos de U(f, #?) en dos
grupos: el correspondiente a los subintervalos antedichos, cuya suma es, como mucho, 1 -€/2, y el correspondiente al resto de
subintervalos, cuya suma estd acotada por el drea del rectdngulo de base 1 y altura £/2. En definitiva, U(f, &) < €, de manera
que, atendiendo a los criterios de Cauchy o de Darboux, f es integrable.

Notese que la funcién de Thomae f es continua en todos los nimeros irracionales y discontinua en todos los racionales y, por
lo tanto, también cumple el criterio de integrabilidad de Lebesgue. Para comprobarlo, estableceremos previamente la siguiente
propiedad: si a € (0,1), entonces

lim f(x) = 0.

xX—a
Cuando a =0 6 a = 1, vale el mismo resultado reemplazando el limite por los limites laterales a la derecha de 0 y a la izquierda
de 1, respectivamente.

En efecto: supongamos, en primer lugar, que a € (0,1). Dado € > 0, elegimos N € N tal que 1/N < &. El nimero de
racionales irreducibles no negativos con denominadores menores o iguales que N es finito; luego, podemos encontrar 6 > 0
suficientemente pequefio de tal manera que el intervalo (a — 8,a + 0) estd contenido en (0, 1) y ademds no contiene ninguna de
esas fracciones, excepto, posiblemente, al nimero a. Elijamos x tal que 0 < |x —a| < 8 y consideremos dos casos. Six = p/q es

racional e irreducible entonces g debe ser mayor que N, asi que

p 1 1
() —0] = ‘f()‘ Lol
q q N
Por otra parte, si x es irracional también tenemos que | f(x) — 0| = 0 < €. En cualquier caso, dado € > 0, hemos encontrado 6 > 0
tal que 0 < |x —a| < & implica |f(x) — 0| < &; es decir, lim,_,, f(x) = 0. Finalmente, si a =0 6 a = 1 vale el mismo argumento
anterior, restringiendo x a intervalos del tipo (0,8) 6 (1 — J, 1), respectivamente.
Con ayuda de este resultado podemos estudiar ficilmente la continuidad de la funcién de Thomae: supongamos que a € (0,1);

si a es irracional, entonces f(a) = 0=1lim,_,, f(x) y f es continua en a; mientras que si a = p/q es racional e irreducible, entonces

fla)=f (”) : é £0 = lim £(x),

q xX—a
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y f es discontinua en a. Por tltimo, si @ =0 6 a = 1 entonces f(a) =1, y se llega a la misma conclusién de discontinuidad

reemplazando el limite por los laterales correspondientes. O

El proceso de integracién, una vez establecida la clase de las funciones que son integrables Riemann, descansa en los

siguientes resultados:

Teorema 1.5 (Primer teorema fundamental del calculo para la integral de Riemann) Supongamos que f es integrable
Riemann en |a,b]. Se define la funcion F : [a,b] — R por
X
F@ = [ f)dr (xelap). 1)
a

3

Entonces F es lipschitziana® en [a,b]. Ademds, si f es continua en xq € [a,b], entonces F es derivable en xo y F' (xo) = f (xo).

Teorema 1.6 (Segundo teorema fundamental del cilculo para la integral de Riemann) Si F es derivable en [a,b] y F’ es

integrable Riemann en |a, D), entonces

(R)/bF’(t) dt =F(b)—F(a).

Ejemplo 1.7 Una funcion no integrable Riemann f puede poseer una primitiva F; que, por tanto, no serd expresable en la forma

(1).

Resolucion. En efecto, la funcién f : [0, 1] — R definida por

1 2
2xsen— — —cos—, O<x<1

flx) = X2 x x2’
0, x=0

1
xzsen—27 0<x<l1
0, x=0.

Sin embargo, F no es expresable en la forma (1), ya que F/ = f no es acotada y, por tanto, no es integrable Riemann. O

Ejemplo 1.8 (V. Volterra, 1881) Existe una funcion derivable F cuya derivada F' es acotada, pero no integrable Riemann.

Resolucion. Cf. J.C. Ponce-Campuzano, M.A. Maldonado-Aguilar: Vito Volterra’s construction of a nonconstant function with
a bounded, non-Riemann integrable derivative, BSHM Bulletin: Journal of the British Society for the History of Mathematics,
30(2) (2015), 143-152. O

Con respecto a la convergencia de sucesiones, el resultado fundamental es el siguiente:

Teorema 1.9 (Convergencia de funciones integrables Riemann) Sea { fi};_, una sucesion de funciones integrables Riemann

que converge uniformemente a f en [a,b]. Entonces f es integrable Riemann en [a,b], y

b b
(R) / F(x) dx:khf.l R) / Si(x) dx.

Ejemplo 1.10 El limite puntual de una sucesion de funciones integrables Riemann puede no ser integrable Riemann.

3Recordemos que una funcién F : [a,b] — R se dice lipschitziana si existe una constante M > 0 tal que

[F(x) =F)| <Mlx—y|  (xy € [a,b]).
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Resolucion. Sea {q,};_, una enumeracién de los racionales en [0, 1] y, para cada n € N, definamos f, : [0,1] — R por:

1’ xe{ql742a~--7qn}

In(%) = Xig1.q00gn} (X) =
et 0, x¢{q1.q2,--,qn}-

Las funciones f, (n € N) son integrables Riemann en [0, 1], porque cada una de ellas posee un nimero finito de discontinuidades.
Su limite puntual es la funcién de Dirichlet f = xgno,1), que, como sabemos (Ejemplo 1.3), no es integrable Riemann en [0,1].
En efecto, fijado x € [0, 1], si x ¢ Q estd claro que f,(x) = 0 = f(x) para todo n € N; y si x € Q, entonces x = g, para algin
meN,y f,(x) =1= f(x) para todo n > m. En ambos casos, lim, .« f,,(x) = f(x).
La convergencia de { f,};r_, a f no es uniforme, ya que

sup [fu(x) = f(x)[ =1 (n€N).

x€[0,1]
Por tanto, no se contradice el Teorema 1.9. O
Ejemplo 1.11 El limite puntual de una sucesion de funciones integrables Riemann puede ser integrable Riemann, sin que el
limite de la sucesion de integrales sea la integral de la funcion limite.

Resolucion. Consideremos las funciones f, : [0,1] — R definidas por

1
n, 0<x<-—

fulw) = 0, xe {O}S[i, 1} .

n=1

a la funcién integrable Riemann f = 0: dado x € (0, 1], existe m € N tal que 1/n < x para n > m, asi que f,(x) =0 = f(x) si

Observamos que {f,}°°_; es una sucesién de funciones integrables Riemann en [0, 1] que converge puntualmente en ese intervalo

n > m;y es claro que f,(0) =0 = f(0) para todo n € N. Luego, lim,_,« f,(x) = f(x) cualquiera que sea x € [0, 1]. Pero

1 1
lim ®) /0 ) dx=140=® /0 £(x) dx.

n—so0

La convergencia de {f,};r_, a f no es uniforme, ya que

sup [fu(x) = f(x)[=n (n€N).

x€[0,1]

Por tanto, tampoco se contradice el Teorema 1.9. O

1.2 Riemann vs. Lebesgue

El nuevo concepto de integral que, siguiendo las ideas del matematico francés Henri Lebesgue (1903), desarrollaremos en este

curso tratard de solventar las deficiencias que presenta la integral de Riemann:

1. La clase de las funciones integrables Riemann es relativamente pequefa: sélo incluye las funciones acotadas y definidas

sobre intervalos compactos que son «poco discontinuas» (cf. Ejemplo 1.3).

2. La integral de Riemann se comporta mal respecto a las propiedades validas en casi todo punto (es decir, validas salvo en
un conjunto de medida nula). Es ilustrativo el caso de las funciones de Dirichlet (Ejemplo 1.3) y de Thomae (Ejemplo
1.4), que, puesto que Q tiene medida nula, son iguales en casi todo punto, aunque la primera no es integrable Riemann,
mientras que la segunda si lo es. Mds atin, la funcién de Dirichlet es igual en casi todo punto a la funcién idénticamente
nula, que es, obviamente, integrable Riemann, sin que la funcién de Dirichlet lo sea.

MEDIDA E INTEGRACION OCW-ULL 2024
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3. La teoria de la integraciéon de Riemann no resuelve satisfactoriamente el problema de la buisqueda de primitivas: no
toda funcién que admite una primitiva es integrable Riemann, con lo cual esa primitiva no se puede recuperar mediante
integracién (Ejemplos 1.7 y 1.8).

4. La integral de Riemann tampoco presenta un comportamiento satisfactorio respecto del paso al limite: el limite puntual de
una sucesion de funciones integrables Riemann no tiene por qué ser integrable Riemann (Ejemplo 1.10), e, incluso en caso
de que lo sea, no necesariamente es posible intercambiar el 1imite con la integral (Ejemplo 1.11).

Figura 3. Integral de Lebesgue [fuente: elaboracién propia].

La idea crucial de Lebesgue frente a Riemann para definir la integral es considerar particiones del rango, en vez del dominio,
de la funcién. Dada f : [a,b] — R, supongamos que o < f(x) < 8 (x € [a,b]). Sea {yo,¥1,...,yn} una particién de [a, ] y
consideremos ! ([yx_1,yk)) = {x € [a,b] : yx_1 < f(x) < yx}, parak = 1,...,n. Eligiendo arbitrariamente c; € £~ ([yx_1,7%))s
la integral de Lebesgue de f en [a,b] se define como el limite, cuando n — oo, de las sumas

Fenlf " oyl =+ + Flea)lf~ a-1,3m);

si este limite existe (aqui, |A| denota la medida del conjunto A). El propio Lebesgue comparaba su integral con la de Riemann
en los siguientes términos: si se trata de calcular el importe al que ascienden unas monedas esparcidas sobre una mesa, Riemann
trocearia el tablero en rectdngulos y sumaria el valor de las monedas que caen en cada rectdngulo; el enfoque de Lebesgue supone
efectuar la suma agrupando previamente las monedas por valores, contando cudntas hay de cada valor y multiplicando este por

el nimero de monedas de su grupo. Convendremos con Lebesgue en que el segundo procedimiento es mas eficiente...

Esta simple idea permite, sin ir mas lejos, calcular la integral de la funcién de Dirichlet (Ejemplo 1.3):

o [ 09 dx=1-0,1)0@1+0-[[0,11\ Q[ =0,

La necesidad de medir adecuadamente las «longitudes» de las antiimdgenes de intervalos en la nueva integral obligaba a
desarrollar una teoria de la medida que fuera 16gica y consistente. Se dedicaron muchos esfuerzos, entre los que destacaremos
los de Emile Borel, Constantin Carathéodory, Camille Jordan y el propio Lebesgue, hasta construir la medida de Lebesgue,
valida para casi todos los subconjuntos de R. El siguiente paso fue definir las funciones medibles y establecer los teoremas de
convergencia para la integral de Lebesgue, mucho mads flexibles que los de la integral de Riemann, lo cual permitié6 ampliar
significativamente la clase de funciones integrables y convirtié la nueva integral en una herramienta bdsica del andlisis

matematico.

OCW-ULL 2024 MEDIDA E INTEGRACION



TEMA 1: MEDIBILIDAD Y MEDIDA 7/36

Bernhard Riemann Camille Jordan Emile Borel Henri Lebesgue Constantin Carathéodory
(1826-1866). (1838-1922). (1871-1956). (1875-1941). (1873-1950).

Figura 4. B. Riemann y los cuatro magnificos de la teoria de la medida [fuente: dominio publico].

2 Medida sobre la recta real

En esta seccién consideraremos una clase de subconjuntos (conjuntos medibles) de la recta real y las funciones (funciones
medibles) a las que dan lugar. Para esta amplia clase de funciones construiremos, en el Tema 2, una teoria de la integral. Sobre
la clase de los conjuntos medibles (que incluye a los intervalos) definiremos la medida de Lebesgue, la cual generaliza la idea de
longitud, y, como esta, es invariante bajo traslaciones del conjunto, ademds de ser contablemente aditiva.

Los métodos que desarrollaremos aqui no sélo tienen interés para la teoria de la integracion, sino que constituyen herramientas

muy utiles para estudiar conjuntos particulares de la recta real.

2.1 Medida exterior de Lebesgue

Salvo mencidén expresa en contra, todos los conjuntos considerados en esta secciéon son subconjuntos de R. Nos interesaran
especialmente los intervalos semiabiertos de la forma I = [a,b), donde a, b son finitos: salvo que se diga otra cosa, se supondrd
que todos los intervalos son de este tipo. Cuando a = b, es I = 0. Escribiremos |I| = b — a para denotar la longitud de 1.

Definicion 2.1 La medida exterior de Lebesgue de un conjunto A viene dada por

=

m*(A)=_inf YL,

=11 DA 12

donde {I,};>_, son colecciones contables de intervalos.

Observemos que la medida exterior puede tomar el valor oo.
Esta definicion pretende describir la medida de un conjunto aproximandolo desde el exterior (de ahi su nombre). Cuanto més

fino sea el recubrimiento del conjunto, mds proxima estard su medida a la suma de las longitudes de los intervalos.
Teorema 2.2 Se verifica:
(i) (Positividad) m*(A) > 0.
(ii) m*(0) =0.
(iii) (Monotonia) m*(A) < m*(B) si A C B.
(iv) m*({x}) =0 (x e R).
Demostracion. Los apartados (i), (i) y (iif) son obvios. Dado x € R, para cada € > 0 se cumple que x € Iy = [x,x+ €) con

|Is| = €, asi que m* ({x}) < &; haciendo € — 0, se sigue (iv). O

Ejemplo 2.3 Demostrar que para cualquier conjunto A y cualquier x € R se tiene m*(A) = m*(A +x), donde A+x={y+x:

y € A}. En otras palabras, la medida exterior es invariante por traslaciones.

MEDIDA E INTEGRACION OCW-ULL 2024
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Resolucion. Sea {I,};_, una coleccion de intervalos tales que A C |J;,_; I,. Claramente, A +x C U, (I, +x); luego,
A4x) < Z = Z |1
n=1 n=1

Tomando infimos encontramos que m*(A+x) <m*(A). Como A = (A+x) — x, también tenemos m*(A) < m*(A+x). Se concluye
que m*(A) =m*(A+x). O

Teorema 2.4 La medida exterior de un intervalo es igual a su longitud.

Demostracion. Discutiremos los distintos tipos posibles de intervalos.
Caso 1: I = [a,b] es un intervalo cerrado. Como, para cada € > 0, [a,b] C [a,b+ €), necesariamente m*(I) <b—a+ €y, por la
arbitrariedad de €,

m*(I) <b—a=|I|. (2)

Para obtener la desigualdad opuesta, observamos que, dado € > 0, la definicién de infimo permite encontrar un recubrimiento
de I por una coleccién de intervalos {1, };-_, tales que m*(I) > ¥, |I,| — €, donde, digamos, I, = [a,,b,) (n € N). Ahora, para
cadan € N, sea I, = (a, — €/2",b,) D I,, de modo que |J,_, 1, D I. Por compacidad (teorema de Heine-Borel), I puede ser
recubierto por una subcoleccion finita de los {I},}*"_, que denotaremos {Ji,...,Jy}, donde J; = (¢t,di) (k=1,...,N). Podemos

suponer que ningtin J; contiene a otro, y entonces, si ¢y < ¢z < ... < cy,

N —

N
dy—ci =Y (di—cx) Z d—cp1) < Y (de—ci) = Y il
i=1

k=1 k=1 k=1

=

Yaque |I}| = b, —a,+€/2" = |I,| + €/2" (n € N), se verifica:

m" ()

Y

Eude- (Em-efy) e Lz

M= HMS

v

|Jk|—28>dN—c1—28>b—a—28

»
:ll
LR

—2e. 3)

La combinacién de (2) con (3) y la arbitrariedad de € > 0 completa la prueba de este caso.
Caso 2: I = (a,b], con a > —oo. Si a = b, el resultado se deduce del Teorema 2.2 (ii). Si a < b, supongamos que 0 < € <b—a,

y escribamos I’ = [a+€,b] C I. Como m*(I') = |I'| =b—a — € = |I| — €, tenemos, por monotonia (Teorema 2.2 (iii)),
m () >m" (I') =|I| —e. 4)
Por otra parte, I C 1" = [a,b+€) con [I"| =b—a+¢€ = || +&, asi que
m*(I) < |1I"] = |I] +e. (5)

Puesto que se verifican (4) y (5) para € arbitrariamente pequefio, se concluye que m*(I) = |I|. Los casos I = (a,b) e I = [a,b) se
tratan andlogamente.

Caso 3: I es un intervalo infinito. Se tienen entonces cuatro tipos de intervalos; supondremos que I = (—oo,a], ya que los otros
tres se abordan de modo similar. Para cada M > 0, existe r € R tal que el intervalo finito Iy = [r,r+ M) esta contenido en I. De

nuevo por el Teorema 2.2 (iif),
m" (1) = m" () = |Iu| =

y finalmente, haciendo M — oo, m*(I) = o = |I|. O

OCW-ULL 2024 MEDIDA E INTEGRACION
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El siguiente teorema afirma que m* es contablemente subaditiva.

Teorema 2.5 Para cada sucesion {E;}7 ,, se tiene que

ﬂf <(]lﬂ> § i;nﬁ(EO.
i=1 i=

Demostracion. Si el segundo miembro es infinito, no hay nada que probar; supongamos, por tanto, que Y. ; m* (E;) < oo. Dados

i€ N'y € > 0, existe una sucesién de intervalos {7; ;}7_, tal que E; C U7 1 y
* - 8
m*(E;) > zl|1i,j\ — 5
=

Entonces

es decir, los conjuntos {/; ;} forman un recubrimiento contable de |J;—; E;. Luego,

i,j=1

i=1j=1

m (UE) SHWAE 21 (m(E)+5) = L (E)+e.
i=1 i= =

La arbitrariedad de € > 0 completa la demostracién.

O

Ejemplo 2.6 Probar que para todo conjunto A con m*(A) < o y todo € > 0, existe un abierto O que contiene a A, tal que

m*(0) < m*(A)+ €. Deducir que

m*(4) = inf ' (0),

donde los conjuntos O son abiertos, aun cuando m*(A) = oo,

(6)

Resolucion. Dado € > 0, sea {I,};_, una sucesién de intervalos tales que A C U;_i I, y Yoy [In| — €/2 < m*(A) < oo. Si

I, = [an,by) (n € N), pongamos I, = (a, —€/2" "1, b,), de modo que A C U;_, I},. El conjunto O = J;._, I, es abierto, y

< m*(A) +€.

NSHC)

m*(0)< Y L= ) I+
n=1 n=1

Abhora (6) sigue inmediatamente de la definicién de infimo, y se verifica de forma trivial cuando m*(A) = eo.

Ejemplo 2.7 Supongamos que en la Definicion 2.1 se considera que:
(i) I, = (an,b,) (n € N) son abiertos;
(ii) I, = [an,by) (n € N);
(iii) I, = (an,by) (n € N);
(iv) I, = [an,by] (n € N) son cerrados; o bien
(v) se permiten combinaciones de los distintos tipos de intervalo.

Demostrar que se obtiene la misma m*.

Resolucion. En el caso (ii) reaparece la m* de la Definicién 2.1. Denotemos la m* correspondiente como 2, en el caso (i), m},

oc

en el caso (iii), m} en el (iv), m}, en el (v); queremos ver que m’ = m* = m}. = m} = m,. Efectuaremos sélo la demostracién de

que m), = m,, ya que en los restantes casos es similar.
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Sea E C R. Por definicién, m},(E) < m}(E). Para probar que m}(E) < m},(E), podemos asumir que nz},(E) < . En tal
caso, dado € > 0, sea {I,};°_, una sucesion de intervalos cualesquiera tales que E C ;1 L, ¥y Yoy |In]| < mj,(E) + €. Para cada

n € N, sea I, un intervalo abierto que contiene a I,,, con |I)| = (1+ €)|I,|. Entonces,

* 1 -
m,(E)+¢€> Tre Y L.
n=1

Pero E C |J;>_; I, una unién de intervalos abiertos, asi que m:(E) < (14 ¢€)(m},(E) + €) para todo € > 0. Se concluye que

m(E) < m},(E), como se requeria. O

Ejemplo 2.8 Los conjuntos contables tienen medida exterior nula.

Resolucion. Es consecuencia de los Teoremas 2.2 (iv) y 2.5. O

Ejemplo 2.9 (Conjunto de Cantor) El conjunto de Cantor desempeiia un importante papel en la teoria de conjuntos. Se

construye de la siguiente manera: comenzamos con el intervalo unidad,
Co= [0, 1].

Dividimos este intervalo en tres partes iguales y despreciamos la central, para obtener una unién de 2' = 2 intervalos cerrados

=i

Haciendo lo mismo con cada uno de los dos intervalos retenidos, queda la siguiente union de 22 = 4 intervalos cerrados,

1 2 17 [2 7 8
= 10,25 |U |55 |U| %25 |U |25 1]
a=pglolzs]o i3] o]

Reiterando este proceso, resulta una sucesion {Cy}y_, de conjuntos cerrados, tales que Cy1 C Cy y cada Cy es union de 2k

disjuntos de longitud 37 :

disjuntos dos a dos, de longitud 372:

intervalos cerrados, disjuntos dos a dos, de longitud 3k (k € N). Por definicion, el conjunto de Cantor es C = (;_; Cy.

1

L)
v |

2 7
3 9

|
W oo
—

Figura 5. Construccién del conjunto de Cantor [fuente: https://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/
e/eb/Conjunto_de_Cantor.png].

Pues bien, C es no contable y tiene medida exterior nula.

Resolucion. Obsérvese, en primer lugar, que C no es vacio, ya que la sucesiéon formada por los extremos de los intervalos

removidos en cada paso estdn en todos los C; (k € N).

» C es no contable. Supongamos, para alcanzar una contradiccion, que C = {x; },._, es contable. Como C; es unién disjunta
de dos intervalos cerrados, uno de ellos, digamos I}, es tal que x; ¢ I;. De la misma forma, existe I, C I; NC, tal que xp ¢ I.
Repitiendo el proceso, conseguimos una sucesion de intervalos cerrados y encajados I1 DI, D ... D Iy D ..., tales que
Iy C Cy (k € N). Por el teorema de la interseccién de Cantor, toda sucesién decreciente de conjuntos no vacios, cerrados y
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compactos en cualquier espacio topoldgico tiene interseccién no vacia; luego, existe x € (_; lr C Ni=; Ck = C = {xe }7;-
Pero, por construccion, x # x; (k € N), lo que proporciona la contradiccion esperada.

s C tiene medida exterior nula. Para cada k € N se tiene que C C Cy, donde Cy es unién disjunta de 2¥ intervalos cerrados de
longitud 3. Por subaditividad, m*(C) < (2/3)* (k € N), con lo que m*(C) = 0. O

2.2 Conjuntos medibles
Definicion 2.10 Se dird que el conjunto E es medible Lebesgue o, si no cabe ambigiiedad, simplemente medible, si cumple la
condicién de Carathéodory, esto es, si para cada conjunto A se tiene que

m*(A) =m*(ANE) +m*(A\E). 7

La clase de todos los conjuntos medibles Lebesgue serd denotada M .

Puesto que m* es subaditiva, para probar que E es medible s6lo necesitamos verificar que, para cada A,
m*(A) >m*(ANE)+m*(A\E). (3)

Ejemplo 2.11 Demostrar que si m*(E) = 0, entonces E es medible.

Resolucion. Por monotonia (Teorema 2.2 (iii)), se satisface (8) para todo conjunto A. O

Ejemplo 2.12 El conjunto de Cantor es medible.
Resolucion. Ejemplos 2.9y 2.11. O

Definicion 2.13 Una clase <7 de subconjuntos de un conjunto X se dice una c-algebra o ¢-cuerpo si X pertenece a la clase y

esta es cerrada bajo complementacion y uniones contables:
(i) Xe .
(ii) E¢ € & cuando E € <.
(iit) Si{E;}7., C o, entonces U7 E; € <.
Si en (iii) se consideran solamente uniones finitas, se obtiene una estructura denominada algebra (o cuerpo) de conjuntos.

Como consecuencia inmediata de la Definicién 2.13 y de las leyes de De Morgan —el complementario de una interseccién
(respectivamente, unién) de conjuntos es la unidn (respectivamente, interseccién) de los complementarios—, toda o-dlgebra
(respectivamente, dlgebra) contiene al conjunto vacio y es cerrada bajo intersecciones contables (respectivamente, finitas) de sus
elementos.

Nuestro préximo objetivo es demostrar que .# es una c-dlgebra (Teorema 2.17), para lo que se requerirdn los tres lemas

previos siguientes.
Lema 2.14 ./ es un dlgebra.

Demostracion. Se tiene que R € .Z, ya que, para cualquier A C R,
m* (ANR) +m* (A\R) = m"(A) + m*(0) = m*(A).

La simetria entre E y E¢ en la condicién de Carathéodory prueba que .# es cerrada por complementacion: si E € .# entonces,

para cualquier A C R, se cumple

m*(ANES) +m*(A\ E°) = m* (AN E) +m* (AN (E)) = m*(A\ E) +m*(ANE) = m*(A),
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asi que E€ € .. Por tltimo, supongamos que {E;}! ; C .#; queremos ver que J._|E; € .#. SeaA CR. Paran=2,la
condicién (7), con AN (E; UE,) C Ry Ej € .4, proporciona

m (AN (EJUE)) =m* (AN (E\UE) NE) +m" (AN (E;UEy))NEY) =m*(ANE)) + m" (ANEf NE,). )

Aplicando nuevamente (7), esta vezcon ANE{ C Ry E» € ., resulta

m* (ANEfNEy))+m" (ANEfNES) =m"(ANEY),
o bien

m (ANE{NEy) =m*(ANE]) —m"(ANE{ NE3). (10)
Insertando (10) en (9) encontramos que

m*(AN(E1UE)) =m* (ANE))+m"(ANEf) —m"(ANE{NES),
y de aqui, finalmente,
m* (AN (EJUEy)) +m"(A\ (E|UEy)) =m" (AN (E|UEy)) +m* (ANEfNES) =m"(ANE;)+m*(ANE}) =m*(A),

yaque Ey € .#. Se concluye que E1 UE, € .# . La demostracién se completa por induccién finita. O

Lema 2.15 Si {E;}! | es una familia finita de conjuntos medibles disjuntos dos a dos, es decir, tales que E;NE; =0 (i # j),

entonces

m* (AQOE,) :im*(AﬁE,») (ACR)

i=1 i=1
Demostracion. Procederemos por induccién sobre n. Sea A C R.
Para n = 1, el resultado es trivial.

Para n = 2, puesto que E; € .4, la condicién (7), con AN (E; UE,) C R, permite escribir:
m* (AN(EJUEy)) =m" (AN (E\UE) NEy)) +m* (AN (E;UEy) NES) =m™ (ANE)) +m"(ANEy),

donde hemos usado que £, C EyUE, y Ey C E3.
Suponemos cierto el resultado para n — 1:

m* (AﬂnLJ]E,) :nilm*(AﬂEi).

i=1 i=1

Lo probamos para n, teniendo en cuenta que vale para n = 2, que tanto U;’;ll E; como E, son medibles, con (U;‘;ll E,-) nNE, =0,

y la hipétesis inductiva:
n n—1 n—1 n
m* (AﬂUE,):m* (AﬂUE,) +m (ANE,) =Y m"(ANE;)+m"(ANE,) Z (ANE;)
i=1 i=1 i=1 i=1
Esto completa la demostracion. O

El siguiente lema establece que, al considerar uniones contables de conjuntos medibles, no se pierde generalidad suponiendo
que estos conjuntos son disjuntos dos a dos.
Lema 2.16 Dada {E;}7 | C ., existe una sucesion {B;}y | C A tal que BiNB; =0 (i # j), U Bi=UL Ei (neN)y
UiZi Bi = U2 Eie
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Demostracion. Definimos los conjuntos
i—1
Bi=E;, Bi=E\|JE, (ieN,i>2),
j=1
cuya medibilidad viene garantizada por el Lema 2.14. Si, digamos, i < j, entonces
Jj—1 Jj—1

B;=E;\|JE«C () Ef CEf CB.
k=1 k=1

Por tanto, los conjuntos {B;};7, son disjuntos dos a dos. Ademds, para cada n € N se verifica que J_; B; = U} Ei. Procedemos

a demostrarlo por induccién sobre n.
Sin =1, laigualdad es trivialmente cierta: B = E|.

Sin =2, se tiene que By = E| y B, = E, \ E;. Por tanto,
BiUB, =E;U (Ez\El) = (E1 UEQ) N (E1 UET) =FEUE,.
Suponemos cierta la igualdad para n — 1: /= B; = U/~ E:.
La probamos para n:
n—1

:lUIIE,»u<UEJ->C

j=1

n

J=1

n n—1 n—1 n-l "
UBi = JBUB, = | EU (En\ UE/') =JEnN
i=1 =1 =l o

i=1

Es claro ahora que | J;—; B; = U;—; E;. La demostracién queda, asi, completa.

Teorema 2.17 La clase # es una G-dlgebra.

=JE-

Demostracion. Atendiendo al Lema 2.14, basta ver que si E = i~ | E; con E; € .# (i € N), entonces E € .#. Ademds, por el

Lema 2.16 podemos suponer que E;NE; =0 sii# j.
Para cada n € N, pongamos F, = J!_| E; C E. Entonces F, € .# y E¢ C Ff. Dado A C R, se verifica:

m*(A) = m* (ANE,) +m* (ANES) > m* (ANF,) +m* (ANE°).

En virtud del Lema 2.15,

n
m* (ANF) =Y m* (ANE),
i=1

de modo que

™=

m*(4) = Y m* (ANE;) +m* (ANEF).

Il
_

Como la desigualdad es cierta para todo n € N, un paso al limite, junto con la subaditividad de m*, permiten concluir que

m*(A) > im (ANE;) +m" (ANES) > m" (AN GEi)er* (ANES) =m*(ANE)+m*(A\E).

i=1 i=1

Ejemplo 2.18 Demostrar que si F € 4 y m*(F A G) =0, entonces G € M. Aqui, FAG = (F\G)U(G\F) es la diferencia

simétricade F y G.

Resolucion. Por el Ejemplo 2.11 se sabe que F A G es medible, y por monotonia, que también lo son sus subconjuntos F\ G y
G\ F. El Teorema 2.17 (o0 el Lema 2.14) garantizan que FNG = F \ (F \ G) es medible y que G = (FNG)U(G\ F) también lo

€s.

O

MEDIDA E INTEGRACION

OCW-ULL 2024



14/36 I. MARRERO

Teorema 2.19 Si {E;} | es cualquier sucesion de conjuntos medibles disjuntos dos a dos, entonces

m* <OE,> = im* (E);

es decir, m* es contablemente aditiva sobre .

Demostracion. Dado n € N, el Teorema 2.17 (o el Lema 2.14) aseguran que |J!_, E; € .#. Aplicando la monotonia de m* y el

Lema 2.15 con A = R encontramos que

n

I’l’l)k (OE,) Zm* <CJE1> =m" (Rﬂ CJE,) = im* (ROEI') = Zm* (El) (n € N)
i=1 i=1 i

i=1 i=1 i=1

Sin mds que tomar limites cuando n — oo, obtenemos

m* UEi 2 Zm* (Ei)7
i=1 i=1
lo cual, junto con el Teorema 2.5, completa la demostracién. O

Observacion 2.20 Mds adelante, en la Seccion 2.5, se probard que m* no es, en general, contablemente aditiva. Resulta
evidente que el contraejemplo dependerd de la existencia de conjuntos no medibles, para lo cual habremos de asumir el axioma

de eleccion.

Definicion 2.21 Si E es un conjunto medible, escribimos m(E) en vez de m*(E). Queda asi definida una funcion de conjunto m
sobre la o-dlgebra # de los conjuntos medibles; el Teorema 2.19 garantiza que m es una funcion de conjunto contablemente

aditiva. El valor m(E) se denomina medida de Lebesgue de E.
Teorema 2.22 Todo intervalo es medible. La medida de Lebesgue de un intervalo es su longitud.

Demostracion. Podemos suponer que el intervalo es de la forma [a, o), ya que entonces el Teorema 2.17 proporciona el resultado

para los otros tipos de intervalo. Para cualquier conjunto A C R, queremos probar que
m*(A) > m*(AN[a,)) +m* (AN (—e0,a)). (11)

Es claro que basta considerar el caso m*(A) < oo. Pongamos A} = AN [a,) y A» = AN (—e0,a). Dado € > 0, existen intervalos

{L}r talesque A C U, I,y m*(A) > Y, |I,| — €. Escribimos I}, = I, N [a,e) e I}, =1,N (—e0,a), de modo que |I,| = |I};| +|I|
(n € N). Entonces

Acrn, AcUr.

n=1 n=1

Por tanto,

=

m* (A)+m* () < Y LI+ Y 11/ =) L] <m*(A) +e,
n=1 n=1 n=1

probando (11). La afirmacién sobre la medida de Lebesgue de los intervalos sigue inmediatamente del Teorema 2.4 y la
Definicion 2.21. O

Teorema 2.23 Sea </ una familia de subconjuntos de un conjunto X. Existe la menor o-dlgebra sobre X que contiene a <.

Demostracion. La clase de todos los subconjuntos o partes de X, &?(X), es una o-dlgebra sobre X que contiene a «/. La
interseccién de todas las o-dlgebras sobre X que contienen a o7 satisface los axiomas de la Definicion 2.13 y es, por tanto, una

o-dlgebra sobre X, necesariamente la menor, que contiene a .<7. O
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Definicion 2.24 Se llama c-dlgebra generada por la familia <7 a la clase o (/) cuya existencia asegura el Teorema 2.23. Este
teorema permanece vdlido, con la misma demostracion, si se reemplaza o-dlgebra por dlgebra, obteniéndose en tal caso el

dlgebra generada por <.

Definicion 2.25 Denotamos por B la c-dlgebra generada por la clase de los intervalos de la forma [a,b); sus miembros se

denominan conjuntos de Borel o borelianos de R.
Teorema 2.26 Se verifica:
(i) B C M, es decir, todo boreliano es medible.

(ii) A es la o-dlgebra generada por cada una de las siguientes clases de conjuntos: los intervalos abiertos; los conjuntos
abiertos; los conjuntos Gg (intersecciones contables de abiertos, cuya clase denotaremos por 9s); los conjuntos Fg

(uniones contables de cerrados, cuya clase denotaremos por % ).
Demostracion.

(i) Por los Teoremas 2.17 y 2.22, .# es una o-dlgebra, que contiene a los intervalos de la forma [a,b); luego, también

contendrd a la o-algebra generada por estos intervalos, que es la menor que los contiene.

(ii) Sea %, la o-dlgebra generada por los intervalos abiertos. Todo intervalo (a,b) es un boreliano, porque puede ser expresado

=

~_,,asi que A, C A. Inversamente, todo intervalo de la forma [a,b)

como unién de la sucesion de intervalos {[a+1/n,b)}
estd en %,, ya que es interseccion de la sucesién de intervalos abiertos {(a —1/n,b)}_;; por lo tanto, # C %,. Se
concluye que & = %,.

Sea ahora #; la o-dlgebra generada por los conjuntos abiertos. Puesto que todo intervalo abierto es un conjunto abierto,
la o-dlgebra generada por los segundos contiene a la generada por los primeros: %, D . Inversamente, como todo
abierto es unién contable de intervalos abiertos, los conjuntos abiertos son borelianos, de modo que #; C 4 y se obtiene

la igualdad: % = %;.

Finalmente, la clase %5 contiene a los abiertos, obligando a que & C 0(¥s). Similarmente, la clase % contiene a los
cerrados, que, por tanto, estdn contenidos en ¢ (.%¢); por complementacién, o(.%) contiene a los abiertos, y entonces
% C 6(Fs). Inversamente, los conjuntos Gs y Fs se obtienen a partir de familias numerables de conjuntos abiertos
usando Unicamente las operaciones de interseccién y complementacidn, es decir, son borelianos, de donde se sigue que
0(¥Ys) C By o(Fs) C PB. Queda asi probado que Z = 0(¥s) = 0(F¢), lo que completa la demostracion. O

Observacion 2.27 Se verd mds adelante, en la Seccion 2.5, que BB C M, es decir, que existen conjuntos medibles que no son de
Borel.

Definicién 2.28 Dada una sucesion de conjuntos {E;}7 |, se definen sus limites superior e inferior, respectivamente, por

limsupE; = (|| JE:,  liminfE = | J () E:
i—yoo n=1i=n e n=1i=n
De la definicién se infiere sin dificultad que liminf;_,.. E; C limsup;_,., E;; si se da la igualdad, este conjunto se denota por
lim; .. E;. También se sigue de la definicién que limsup;_, . E; es el conjunto de los puntos que pertenecen a una infinidad de
conjuntos E;, mientras que liminf;_,. E; es el conjunto de los puntos que pertenecen a todos los conjuntos E; excepto a un nimero
finito de ellos. Es, igualmente, inmediato que si E; C E, C ... entonces lim;_,.. E; = |Ji—; E;, mientras que si E; D E; D ...,
entonces lim;_,.. E; = (= E;. Este comportamiento es el andlogo al hecho de que las sucesiones numéricas monétonas son

convergentes.
Teorema 2.29 Sea {E;}? | una sucesion de conjuntos medibles. Entonces:

(i) SiEy CEy C ..., se tiene m (Ui~ E;) = lim;_om(E;).
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(ii) SiEi DEy D ..., ysim(E)) < oo, setiene m((i—| E;) = lim;_,ee m(E;).
Por tanto, en ambos casos,
i—oo i—oo

Demostracion.

(i) Aplicamos el Lema 2.16 para obtener una familia {B;}? | de conjuntos medibles disjuntos dos a dos, tales que

Como la sucesién {E;}7 | es creciente, los conjuntos {B;} | adoptan la forma
i1
Bi=E, B=E\|JE=E\E_ (i>2)
j=1
y satisfacen

UB=UE=E, (neN).
i=1 i=1

La aditividad contable de m = m*|_, (Teorema 2.19 y Definicién 2.21) ya permite escribir

') ) o0 n n
m(}LTOE,-> =m (HE,-) :m<iUlBi> :;m(B,-) :Jijgc;m(Bi) = lim m (UB,-) = lim m (E,),

i=1
como se requeria.
(i) A partir de {E;}7 |, producimos la sucesion creciente {E; \ E;}7 ;:
E\E\CE\E;CE/\E3C....

Sigue de (i) que

}LIgm(E] \El) =m <D(E] \E,)) =m <E1 \ ﬁEz) .
i=1 i=1

(12)

Para cada i € N se cumple que E; = (E| \ E;) UE;, con unién disjunta, asi que m(E;) = m(E) \ E;) +m(E;). Como, por

monotonia, m(E;) < oo, es posible despejar para obtener

m(E1 \E,) = m(El) fm(E,‘) (i € N)

m (El \ ﬁE,) =m(E|)—m <ﬁE,> .
i=1 i=1

Similarmente,

Insertando (13) y (14) en (12), resulta

13)

(14)

5)
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Figura 6. John Edensor Littlewood (1885-1977) [fuente: https://mathshistory.
st-andrews.ac.uk/Biographies/Littlewood/].

Ejemplo 2.30 Demostrar, mediante un contraejemplo, que el resultado del Teorema 2.29 (ii) puede ser falso si m (E|) = co.

Resolucion. Basta considerar los intervalos E; = (i,0) (i € N), para los que se tiene lim;_,. E; = @'y, por tanto, m (lim; ;. E;) = 0,

aunque lim;_,o m(E;) = oo. O

2.3 Regularidad
En su libro de texto Lectures on the theory of functions*, el matemdtico britdnico John E. Littlewood escribe:
In this section we set out those parts of the theory of real functions which we require later. [...] The extent of
knowledge required is nothing like so great as is sometimes supposed. There are three principles, roughly expressible
in the following terms: Every (measurable) set is nearly a finite sum of intervals; every function (of class L})is nearly

continuous; every convergent sequence of functions is nearly uniformly convergent. Most of the results of the present

section are fairly intuitive applications of these ideas.

La traduccion libre de este parrafo viene a ser la siguiente:
La cantidad de conocimientos necesarios en la teoria de funciones reales no es tan grande como a veces se
supone. Hay tres principios, que se expresan, a grandes rasgos, de la siguiente manera:
1. Todo conjunto medible es casi una union finita de intervalos.
1. Toda funcion integrable es casi continua.
II. Toda sucesion convergente de funciones medibles es casi uniformemente convergente.
La mayoria de los resultados de la teoria consiste en aplicaciones bastante intuitivas de estas tres ideas.
Nuestro proximo resultado materializa el primer principio de Littlewood: los conjuntos medibles son aquellos que pueden
ser aproximados, en términos de medida exterior, por conjuntos abiertos o cerrados y, si su medida exterior es finita, también

por uniones finitas de intervalos. Esta propiedad de m*, relativa a abiertos y cerrados, se conoce como regularidad exterior y

regularidad interior, respectivamente. Los otros dos principios se corresponden con los teoremas de Lusin y Egorov, de los que

tendremos ocasién de ocuparnos mds adelante.

Teorema 2.31 Los siguientes asertos sobre un conjunto E son equivalentes:
(i) E es medible.
(ii) Para todo € > 0, existe un abierto O D E tal que m*(O\E) < €.

(iii) Existe G € Y5 tal que G D E ym*(G\E) =0.

40Oxford University Press, 1944, p. 26. Littlewood fue profesor de la Universidad de Cambridge, donde mantuvo una larga y fructifera colaboracién con el
célebre matematico G.H. Hardy, fundamentalmente en teoria analitica de nimeros.
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(iv) Para todo € > 0, existe un cerrado F C E tal que m*(E\ F) < &.
(v) Existe P € Z tal que P C Eym*(E\P)=0.
Si, ademds, m*(E) < oo, los enunciados anteriores son todos equivalentes a:
(vi) Dado € > 0, existe una union finita, J, de intervalos abiertos, finitos y disjuntos dos a dos, tal que m*(J AE) < €.

Demostracion. (i) = (ii) Si m(E) < oo, por el Ejemplo 2.6, dado € > 0 existe un abierto O tal que E C O 'y m(0) < m(E) + €.
Ya que E es medible,
m(0) =m(ONE)+m(O\E) =m(E)+m(O\E),

de donde
m(O\E)=m(0)—m(E) < €.

Sim(E) =0, sea E, = EN{x:n—1<|x| < n}, de modo que E, es medible y m(E,) < oo (n € N). A raiz de lo que acabamos
de probar, dado € > 0 existe un abierto O, D E, tal que m(0,\ E,) < €/2" (n € N). El conjunto O = {J;,_, O, es abierto y
E =U;-E, C O; ademds, O, \ E C O, \ E, (n € N) implica

=

0\E = J(0\E) € | (0\E»).
n=1

n=1

Encontramos asi que

m(O\E) <

s

> €
m (0O, \E,) < 2127 =€.
n—

n=1

(if) = (iif) Para cada n € N, existe un abierto O,, con E C Oy, tal que m* (0, \ E) < 1/n. Si G =, O, entonces G es un Gy,
ECG,y

m"(G\E) <m" (O, \E) < (neN).

S| =

Por tanto, m*(G\ E) = 0.
(iii) = (i) Sim*(G\ E) = 0, entonces G \ E es medible (Ejemplo 2.11). Como G es medible (Teorema 2.26) y E = G\ (G\ E),
resulta que E es medible.
(i) = (iv) Puesto que E¢ es medible, dado € > 0, existe un abierto O tal que E C O y m(O\ E¢) < €. Entonces F = O es
cerrado, F CE,y

m(E\F)=m(E\O°)=m(ENO) =m(O\E) <e.

(iv) = (v) Para cada n € N, existe un cerrado F,, con E D Fy, tal que m* (E\ F,,) < 1/n. Si P = J,_, F;,, entonces P es un Fy,
PCE,y

m* (E\P) <m*(E\F,)<- (neN).

S| =

Por tanto, m*(E \ P) = 0.

(v) = (i) Sim*(E\ P) =0, entonces E \ P es medible. Escribiendo E = (E \ P) U P, deducimos que E es medible.

(i) = (vi) Supongamos que E es un conjunto medible, de medida finita. Dado € > 0, la equivalencia entre (i) y (i) proporciona

un abierto O D E conm(O\E) < /2. Sea {Ij};":] una sucesion de intervalos abiertos, disjuntos dos a dos, tales que O = U‘;f’:l I;.

Al ser m(E) < oo, se tiene que m(0) =m(O\ E) +m(E) < *; luego, la serie Y.7_; |I;| = m(0O) converge, y existe ng € N tal que
ng+1 il < €/2. Llamando J = U;f“:l I; C O, encontramos que

m(J AE) = m(E\J) 4+ m(J\E) <m(0O\J) +m(O\E)< ¥ i+ <e
Jj=no+1
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(vi) = (i) En virtud del Ejemplo 2.6, dado € > 0, existe un abierto O D E tal que

£
m(O)Sm*(E)+§<0<>. (16)
Queremos probar que m*(O\ E) < €. A tal fin, elegimos una unidn finita, J, de intervalos abiertos, finitos y disjuntos dos a dos,
tal que
m*(J AE) < g

y consideramos el conjunto medible U = ONJ. Como U C O, se tiene que m(U) < m(0) < oo (cf. (16)). Ademds,
O\E=0NE =(ONE)NUUU )= (ONENU)U(ONE‘NU) C (U\E)U(O\U).
Por monotonia y subaditividad, sigue que
m*(O\E) <m*(U\E)+m(0\U), (17)

donde hemos tenido en cuenta que O\ U es medible. Procedemos ahora a estimar los dos sumandos del segundo miembro de
an7.
En primer lugar, puesto que U C J, se tiene
U\ECJ\ECJAE.

De nuevo por monotonia, y por la eleccién de J,

m*(U\E)gm*(JAE)S; (18)
En segundo lugar, puesto que m(U) < oo, la igualdad m(0) = m(O\ U) +m(U), junto con (16), implica
€
m(O\U):m(O)—m(U)gm*(E)—m(U)Jrg. (19)
Similarmente, la inclusién
E=(ENU)U(E\U)CUU(E\U)
conduce a la desigualdad
m*(E)—m(U) <m"(E\U). (20)
Por ultimo, puesto que E C O, se cumple
E\U=ENU =EN(0°UJ°)=E\JCJAE,
asi que
m*(E\U)gm*(JAE)gg @1)
Combinando (17), (18), (19), (20) y (21) ya se concluye que m*(O\ E) < €, como se deseaba. O

Observacion 2.32 El Teorema 2.31 permanece vdlido si en el apartado (vi) se reemplaza «abiertos» por «cerrados» o

«semiabiertos».
Ejemplo 2.33 Demostrar que todo conjunto medible de medida positiva contiene un conjunto cerrado de medida positiva.
Resolucion. Sea E un conjunto medible con m(E) > 0. Dado € > 0, el Teorema 2.31 proporciona un conjunto cerrado F tal que

FCEym(E\F)<g. Comom(E\F) < oo,

m(F)=m(E)—m(E\F)>m(E)—¢.
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Basta elegir 0 < € < m(E) para que se tenga m(F) > 0. O

2.4 Funciones medibles

Como ya hemos tenido y tendremos ocasién de comprobar, los conjuntos de medida infinita y las funciones que toman los valores
oo § —oo surgen de modo natural en la teoria de la medida y la integral de Lebesgue. Para evitar restricciones inconvenientes
usaremos el sistema de los nimeros reales extendido, es decir, afladimos o y —oo al sistema de los nimeros reales, con los

siguientes convenios:
magtoo=cw(aER, 6a=00);
m g-o0o=0o0(a>0);

m g-o0=—o0(a<0);

y similarmente para —eo. Nétese que oo 4 (—eo) no estd definido. Convendremos, ademds, que —e < a < o (a € R). El sistema

real extendido serd denotado R = [—oo, 0],

Definicion 2.34 Sea f una funcion de variable real a valores reales extendidos definida sobre un conjunto medible E. Se dird

que f es una funcién medible (Lebesgue) si, para cada o € R, el conjunto {x: f(x) > a} es medible.

En la prictica, el dominio de definicién de una funcién medible f serd, tipicamente, R o el complementario de un conjunto
medible de medida nula.

Teorema 2.35 Los siguientes asertos son equivalentes:
(i) Lafuncion f es medible.
(ii) Paracada o € R, {x: f(x) > a} es medible.
(iii) Para cada o € R, {x: f(x) < a} es medible.
(iv) Paracada oo € R, {x: f(x) < ot} es medible.

Demostracion. Sea o € R.

(i) = (i) Si la funcién f es medible, entonces

{X1f(x)206}=ﬁ{x:f(x)>a—l}

es medible.
(i) = (i) Si {x: f(x) > a} es medible, también lo es {x: f(x) < a} = {x: f(x) > a}°.
(iii) = (iv) Si se verifica (iii),

{xifx)<a}=) {xtf(x)w*,lq}

es medible.
(iv) = (i) Si{x: f(x) < a} es medible, también lo es su complementario {x: f(x) > o}.

Esto completa la demostracién. O

Ejemplo 2.36 Sea f una funcion medible. Probar que {x : f(x) = o} es medible para cada & € R.
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Resolucion. Si o € R, el conjunto
{x:f) =a}l={x:f(x) 2 a}N{x: fx) <o}
es medible. Si ¢ = o,

@) =) = () {x: f(0) > n)

es medible. Si o¢ = —oo,

@) = oo} = (Vs () < —n)

es, igualmente, medible. O

Ejemplo 2.37 Las funciones constantes son medibles.

Resolucion. Dependiendo de la eleccién de o € R, el conjunto {x: f(x) > e}, con f = ¢ constante, es toda la recta real (si ¢ > )

o el conjunto vacio (si ¢ < ). O]

Ejemplo 2.38 La funcion caracteristica X del conjunto A es medible si, y solo si, A es medible.

Resolucion. Segin que o < 0,0 < o < 1,6 @ > 1, el conjunto {x: x4(x) > ot} es R, A 6 0, respectivamente. O

Ejemplo 2.39 La funcion de Dirichlet xqno,1) (cf. Ejemplo 1.3) es medible.

Resolucion. El conjunto QN [0,1] es medible (Ejemplos 2.8 y 2.11); luego, su funcién caracteristica es medible (Ejemplo
2.38). O

Ejemplo 2.40 Las funciones continuas son medibles.

Resolucion. Si f es continua, {x : f(x) > a} (a € R) es abierto y, por lo tanto, medible. O

Teorema 2.41 Sea c cualquier niimero real, y sean f, g funciones medibles a valores reales definidas sobre un mismo conjunto

medible E. Entonces, las funciones f+c, cf, f+g, [ —gy fg también son medibles.

Demostracion. Sea o € R. El conjunto

{x:fx)+e>al={x:f(x) >a—c}

es medible; luego, f + ¢ es medible. Si ¢ =0, cf es medible (Ejemplo 2.37); en caso contrario, suponiendo ¢ > 0 encontramos
que

{x:cf(x) >a}={x: f(x) > cila}
es medible, y similarmente cuando ¢ < 0 (Teorema 2.35). Por tanto, cf es siempre medible. Para probar que f+ g lo es,
observamos que z € A = {x : f(x) +g(x) > a} sélo si f(z) > a —g(z), esto es, sdlo si existe r; tal que f(z) > r; > a —g(z),
siendo {r, };~_, una enumeracién de Q. Pero entonces g(z) > o — r;, asi que

ze{x:f(x)>r}tn{x:glx)>a—r}.

Luego,
AcB=]J[fx: f(x) > m}n{x:g(x) > a—ra}],

n=1

con B medible. Como, claramente, A D B resulta que A = By, asi, f + g es medible. Ahora, f — g = f+ (—g) también es medible.
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Por dltimo, ya que
1
fe=7(r+8’=(f-2’, (22)

es suficiente probar que f? es medible cuando f lo es. Si o < 0,
{x:fz(x) >oa}=R

es medible. Si o0 > 0,
{x: f20) > @} = {x: f(x) > Va} Ufx: £(x) < —Vat)

también es medible (Teorema 2.35). O]

Corolario 2.42 La tesis del Teorema 2.41 sigue siendo vdlida para funciones medibles con valores en R, excepto por el hecho

de que f + g no estd definida cuando f = oy g = —oo, 0 viceversa; y similarmente para f — g.

Demostracion. En cuanto a f+cy cf , valen los mismos argumentos anteriores.

Respecto a f + g, basta advertir que, para cada @ € R, el conjunto

{x: fx)+gx)>a}= O [{x: flx) >ri}n{x:gx) > a—r}]
i=1
U £ = o\ £ g00) = —e=}] U [ ) =0} \ {: £(0) = e}

es medible; el caso f — g se trata de forma andloga.

Finalmente, consideremos el conjunto donde f + g, f — g y (atendiendo a (22)) fg, pueden dejar de estar definidas:

A={x: f(x) =g(x) = —eo} U{x: f(x) = —oo, g(x) = oo} U{x: f(x) = o0, g(x) = —eo} U{x: f(x) = g(x) = oo}
=AUAUA3UA4.

En virtud del Ejemplo 2.36, A; (i = 1,2,3,4) son medibles, de modo que A y A° también lo son. Fijemos a € R. Por lo que
acabamos de probar,

{rea®: f(x)glx) > a}

es medible. Por otra parte,

{xeA;: flx)glx)>a}l={x€A o> a} =4y,

{x€As: f(x)g
{x€As: flx)gx) > a} ={x€As:00> a} =As,

>oa}={x€A3:—c0>a}=0,

(x)g(x)

{xeAy: flx)gx) >a}l={xcAr: —o>a} =0,
(x)g(x)
(x)g(x)

asi que
{xeA: f(x)g(x)>a}=A1UAs

es medible. Se concluye que
{x: f(x)glx) > a} ={reA: flx)glx) > a}U{x € A°: f(x)g(x) > a}
es medible, probando que fg también lo es. O

Teorema 2.43 Sea {f,},_, una sucesion de funciones medibles definidas sobre un mismo conjunto medible. Se verifica:
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(i) max<j<p f; es medible para cada n € N. (if) minj<;<, f; es medible para cada n € N.
(iii) sup,en fu es medible. (iv) inf,en f, es medible.
(v) limsup,_,., f» es medible. (vi) liminf, . f, es medible.

Demostracién. Nétese que, en general, las funciones de los apartados (i) a (vi) tomarén valores en R; en la prueba de los
apartados (ii), (iv) y (vi) se aplicard el Corolario 2.42.

(i) Seann € Ny a € R. Como )
{x: lngl?gxnﬁ(x) > Oc} = iLZJl {x: fi(x) >a},
se tiene que maxj<;<, f; €s medible.
(if) minj<j<, f; = —max;<j<n (—f;) es medible.
(iii) {x:sup,ey fu(x) > o} =Up; {x: fu(x) > o} (o € R), asi que sup,,.y f, es medible.
(iv) infuey f = —sup,ey (—fr) es medible.

(v) limsup, .., fn = inf,cnsup;,, fi es medible, en virtud de (iii) y (iv).

vi) liminf, .. f, = —limsup,_ ... (—f,) es medible. O
(vi) P

Corolario 2.44 Si { f,},_, es una sucesion de funciones medibles y existe f =1im,_,. f,, entonces f es medible.

Ejemplo 2.45 La funcion de Dirichlet f = Yqn(o,1) es limite puntual de una sucesion de funciones medibles y, por lo tanto, es
medible (cf. Ejemplo 2.39).

Resolucion. Consideramos la sucesion

, x€{r,...,t}
fn(x) =X{r1,.rn} (x) =
0, en otro caso,

donde {r;};, es una ordenacion de los racionales en [0, 1]. Cada f, (n € N) es medible, porque es la funcién caracteristica de
un conjunto finito, que es medible (Ejemplo 2.38). Como lim,,_,« f(x) = f(x) para todo x € [0, 1], resulta que f es medible
(Corolario 2.44). O]

Ejemplo 2.46 Si la funcién f es medible, también lo son su parte positiva f* = max{f,0}, su parte negativa f~ = —min{ f,0},
y su valor absoluto |f| = fT+ f.

Resolucion. Basta aplicar el Ejemplo 2.37, los apartados (i) y (if) del Teorema 2.43 y el Corolario 2.42. O

Ejemplo 2.47 El conjunto de los puntos donde converge una sucesion { f,},_, de funciones medibles es un conjunto medible.

Resolucion. El conjunto en cuestion es alguno de los siguientes:

{x :limsup f,(x) = —00}, {x :liminf £, (x) = 00}, {x :limsup f,,(x) — 1i}{r_1>i£ff,, (x) = O}7

n—soo n—ree n—soo

que son medibles en virtud de los apartados (v) y (vi) del Teorema 2.43, el Corolario 2.42 y el Ejemplo 2.36. O

Ejemplo 2.48 Sean f una funcion medible y B un boreliano. Entonces, el conjunto f~'(B) es medible.
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Resolucion. Se verifica que
s (UAi> =Ur @) vy a9 =@l
i=1 i=1

asi que la clase de los conjuntos cuyas antiimigenes bajo f son medibles constituyen una o-dlgebra. Como esta o-dlgebra

contiene a los intervalos, debe contener a todos los borelianos. O
Definicion 2.49 En consonancia con la Definicion 2.25, diremos que la funcion f es medible Borel, o que es una funcién de
Borel si, para cada o € R, el conjunto {x: f(x) > o} es un boreliano.

Ejemplo 2.50 Toda funcion medible Borel es medible (Lebesgue).

Resolucion. Teorema 2.26 y Definiciones 2.34 y 2.49. O
Observacion 2.51 Se verd, como consecuencia del Ejemplo 2.38 y del Teorema 2.66, que existen funciones medibles que no son
medibles Borel.

Los Teoremas 2.35, 2.41 y 2.43 y el Corolario 2.42, junto con sus demostraciones, también son aplicables a las funciones de
Borel sin mas que reemplazar «funcién medible» y «conjunto medible» por «funcién medible Borel» y «boreliano»,
respectivamente. Sin embargo, el siguiente Teorema 2.53 no puede ser adaptado de esta manera. La razén es que, como
veremos en la Seccién 2.5, no todo subconjunto de un boreliano de medida nula es medible Borel, es decir, en el contexto de la

o-algebra de Borel deja de verificarse el resultado del Ejemplo 2.11.

Definicion 2.52 Si una propiedad es vilida excepto en un conjunto de medida nula, diremos que se verifica casi por todo o en

casi todo punto, abreviadamente c.t.p. (a.e., en inglés).
Teorema 2.53 Sea f una funcion medible y supongamos que f = g c.t.p.. Entonces, g es medible.

Demostracion. Para cada o € R, se verifica que

{x:f(0)>a Ax:glx) >a} ={x: f(x) > a=gx)}Ufr:g(x) > > fx)} C {x: flx) #gx)}.
El resultado se sigue inmediatamente del Ejemplo 2.18. O

Ejemplo 2.54 Sea {f,},_, una sucesion de funciones medibles convergente a f c.t.p.. Entonces, f es medible.

Resolucion. Se tiene que f = limsup,_,., f, c.t.p.; aplicamos los Teoremas 2.43 y 2.53 (o bien, directamente el Corolario 2.44 y
el Teorema 2.53). O]

Definicion 2.55 Sea f una funcion medible. El valor inf{o : f < a c.t.p.} se denomina supremo esencial de f, y se denota

esssup f.

Ejemplo 2.56 Suponiendo que f es medible, demostrar que f < esssup f c.t.p..

Resolucion. Si esssup f = oo, el resultado es obvio.
Supongamos que esssup f = —oo. Entonces, para cadan € Z, f < n c.t.p., por la Definicién 2.55, asi que f = —co c.t.p., como
se pretendia.

Supongamos, finalmente, que —oo < esssup f < oo, y escribamos

E ={x: f(x) >esssupf}, E, = {x:f(x) > i—l—esssupf} (neN),

de modo que E = {J,_, E,; afirmamos que m (E,) = 0 para cada n € N. De ser asf, se tendrd que m(E) = 0 y, atendiendo a la
Definicion 2.52, que f < esssup f c.t.p. también en este caso. Sea entonces n € N. Por definicién de infimo, existe ¢ € R tal que

o <1/n+esssupfyf<ac.tp. Sigueque f < 1/n+esssup f c.t.p., obligando a que m(E,) = 0. O
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Ejemplo 2.57 Probar que para cualquier par de funciones medibles f 'y g se cumple que
esssup (f+g) <esssup f +esssupg, (23)

y demostrar mediante un contraejemplo que esta desigualdad puede ser estricta.

Resolucion. Basta advertir que, por el Ejemplo 2.56,
f+g <esssupf+esssupgc.t.p..

Como contraejemplo para la desigualdad estricta podemos tomar f, g definidas sobre R por

f=xo01m0 &=-1-

Claramente, esssup(f +g) = esssupg = 0y esssup f = 1, de donde se infiere que, con estas funciones, el primer miembro de
(23) vale O y el segundo, 1. O

Definicion 2.58 Sea f una funcion medible. El valor sup{a : f > o c.t.p.} se llama infimo esencial de f, y se denota essinf f.

Ejemplo 2.59 Se tiene que esssup f = —essinf (—f). Por tanto, mutatis mutandis, para essinf f se verifican resultados andlogos

a los que se satisfacen para esssup f, como los de los Ejemplos 2.56 y 2.57.

Resolucion. La comprobacion es directa:

esssupf =inf{a: f<octp}=inf{a:—f>—actp.}
=—sup{—a:—f>—actp}=—sup{a:—f>actp.}
= —essinf (—f). O

Definicion 2.60 Una funcion medible f tal que esssup | f| < oo se dice esencialmente acotada.

Tal como se mencioné en la Seccién 2.3, el segundo principio de Littlewood afirma que «toda funcién medible es casi
continua». Terminamos esta seccion formulando y demostrando rigurosamente dicho principio, conforme a la sencilla idea

recogida por Ferguson y Wu>.

Teorema 2.61 (Lusin) Sea E € .#, con m(E) < oo. Si f:E — R es medible entonces, para cada € > 0, existe un conjunto
C C E, cerrado en la topologia relativa de E, tal que m(E \ C) < € y que la restriccion f|c de f a C es continua.

Demostracion. Dado € > 0, consideramos una enumeracioén {(a,,b,)},_, de todos los intervalos abiertos de R con extremos
racionales. Como, para cada n € N, el conjunto f~!(a,,b,) es medible, el Teorema 2.31 proporciona un cerrado F, y un abierto
O, tales que F, C f~ ! (ay,b,) C 0, y m(0,\ F,) < €27". Basta tomar C = E \ ", (0, \ F,) y observar que, por la definicién
de C, el conjunto

fle' (@nby) =CO f  (an,by) =CNO,

es abierto en C, para cadan € N. O

2.5 Medibilidad Borel y Lebesgue

En esta seccion discutimos la relacion entre la clase & de los borelianos, la clase .# de los conjuntos medibles Lebesgue y la
clase Z(R) de las partes de R. Por el Teorema 2.26, sabemos que B C .# C &(R). Usando el Teorema 2.62, probaremos en
el Teorema 2.63 que .4 C Z(R), y en el Teorema 2.66, que B C A .

3S.J. Ferguson, T. Wu: A one-sentence inverse image proof of Lusin’s theorem, https://doi.org/10.48550/arXiv.1810.13240.
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Teorema 2.62 Sea E un conjunto medible. Para cada x € R, el conjunto E +x = {y+x:y € E} es medible.

Demostracion. Fijemos x € R. Dado € > 0, el Teorema 2.31 proporciona un abierto O D E tal que m(O\ E) < €. El conjunto
O +xes abierto, y O+x D E +x. Como (O+x) \ (E +x) = (O\ E) +x, se sigue del Ejemplo 2.3 que

m" ((0+x)\ (E+x)) =m" ((O\E)+x) =m"(O\E) <¢,
y de aqui, aplicando otra vez el Teorema 2.31, que E +x € .# . O

Teorema 2.63 (G. Vitali, 1905) Existe un conjunto no medible.

Demostracion. Diremos que x,y € [0, 1] son equivalentes, y escribiremos x ~ y, siy—x € QN [—1,1]. Se comprueba sin dificultad
que ~ es, efectivamente, una relacién de equivalencia en [0, 1], de modo que [0, 1] = Ugeq Ea, donde A es un cierto conjunto de
indices y E (a € A) son las clases de equivalencia determinadas por la relacidn, esto es, conjuntos disjuntos dos a dos tales que,
para cada o € A, se tiene que x,y € Eq si, y s6lo si, x ~ y.

Puesto que QN [—1, 1] es numerable, cada E, que tiene la forma x+ (QN[—1, 1]) para algin x € [0, 1], también es numerable.
Y puesto que [0, 1] es infinito no numerable, existe una cantidad infinita no numerable de clases de equivalencia Eq. Usamos el
axioma de eleccion® para formar un conjunto V C [0, 1] que contiene exactamente un elemento x, de cada Eq. Sea {r, }_, una
enumeraciéon de QN [—1,1], y pongamos V, =V +r, (n € N). Siy € V,, NV}, existen Xo,Xp €V tales que y = xq + 1y = Xg + I
pero entonces xg —xg € QN [—1,1], es decir, xg ~ xg, asi que xg = xq por definicién de V, y n = m. Luego, V,, NV, = 0 para

Ademas,

[0,1] C O V, C [-1,2].

En efecto: dado x € [0, 1] existe un tinico & € A tal que x € Eq, y entonces x = xq + 1, para algin n € N, de modo que x € V,; la

segunda inclusion es obvia. Ahora, por monotonia,
L=m*([0,1]) <m" | |V | <m*([-1,2]) =3. (24)
n=1

De otra parte, como m* es invariante por traslaciones (Ejemplo 2.3), se tiene m*(V) = m* (V,) (n € N), asi que

s6lo puede valer 0 6 oo, segin que m* (V) =0 6 m*(V) > 0, respectivamente. En consecuencia

m [ JVu | # Y m* V), (25)
n=1 n=1
lo cual, en virtud de los Teoremas 2.19 y 2.62, impide que V sea medible. O

Observacion 2.64 El conjunto V del Teorema 2.63 no puede tener medida exterior nula, pues de lo contrario seria medible
(Ejemplo 2.11).

SEl axioma de elecci6n (AE) afirma, precisamente, que si {Eq : & € A} es una familia no vacia de subconjuntos no vacios de un conjunto X, disjuntos dos
a dos, entonces existe una funcion de eleccion que permite escoger exactamente un elemento de cada Ey. Que este procedimiento puede llevarse a cabo es
trivialmente cierto siempre que dicha familia sea finita, o cuando exista una regla bien determinada para seleccionar un tnico elemento de cada conjunto de la
familia; sin embargo, el axioma es indispensable en el caso mds general de una familia infinita arbitraria. Del trabajo de Kurt Godel y Paul Cohen se deduce que
AE es l6gicamente independiente de los otros axiomas de la teorfa axiomdtica de conjuntos formulada por Ernst Zermelo y Adolf Fraenkel (sistema ZF), y que,
por tanto, este sistema da lugar a teorfas consistentes tanto si se le aiade AE como su negacién. De hecho, en 1970, Robert Solovay construy6 un modelo de la
teorfa ZF sin AE donde todos los subconjuntos de R son medibles Lebesgue, asumiendo la existencia de un cardinal inaccesible (es decir, de un cardinal que no
puede ser obtenido a partir de cardinales mds pequeilos mediante las operaciones usuales de aritmética de cardinales).
Mencionemos, finalmente, que AE es equivalente al lema de Zorn (Todo conjunto inductivo posee un elemento maximal) y al principio de maximalidad de
Hausdorff (Todo conjunto no vacio parcialmente ordenado contiene un subconjunto totalmente ordenado maximal).
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Observacién 2.65 La demostracion del Teorema 2.63 proporciona una sucesion {V,}y_, de subconjuntos de R, no medibles
y disjuntos dos a dos, verificando (25). Por tanto, la medida exterior de Lebesgue es contablemente aditiva sobre conjuntos

medibles (Teorema 2.19), pero no lo es en general.
Teorema 2.66 No todo conjunto medible es de Borel.

Demostracion. Escribamos cada x € [0, 1] en forma binaria (Seccién 2.6.2):

L3

N‘s

con g, € {0,1} (n € N), eligiendo, para cada x > 0, un desarrollo infinito. Definimos la funcién f sobre [0, 1] por
o 28,
Z o @01 (26)

Esta f, que se conoce como funcion de Cantor, toma valores en el conjunto de Cantor C (Ejemplo 2.9 y Seccién 2.6.3). Cada g,
(n € N) es una funcién medible de x, asi que f es medible. Ademds, f es inyectiva, porque el valor f(x) define univocamente a
la sucesion {g,}_, que comparece en el desarrollo (26), y por lo tanto determina x univocamente.

Sea V' un subconjunto no medible de [0, 1] (Teorema 2.63), y pongamos B = f(V). Puesto que B C C, resulta que B tiene
medida exterior cero y, por lo tanto, es medible. Pero, por inyectividad, f~!(B) = f~'(f(V)) =V, que no es medible, lo cual,

en virtud del Ejemplo 2.48, impide que B sea un boreliano. O

Damos a continuacién dos ejemplos que muestran implicaciones inesperadas de la medibilidad.

Ejemplo 2.67 Sea T un conjunto medible, de medida positiva, y sea T* = {x—y: x,y € T}. Probar que T* contiene un intervalo
(—a, o) para algin o0 > 0.

Resolucion. Por el Ejemplo 2.33, T contiene un conjunto cerrado F de medida positiva. Puesto que m(F) = limy,_,eem(F N
[—n,n]), algiin F N[—n,n| tendrd medida positiva, y no se pierde generalidad suponiendo que F es acotado. El Teorema 2.31
proporciona entonces un abierto U D F, tal que m(U \ F) < m(F).

Recordemos que la distancia entre dos conjuntos cualesquiera A y B se define como

d(A,B) =inf{|x—y|:x € A,y € B}.

La distancia entre un compacto A y un cerrado B es positiva si A y B son disjuntos. Sea ¢ > 0 la distancia del compacto F al
cerrado U°¢, sea x cualquier punto de (—o, ), y sea F —x = {y : y+x € F}; se quiere probar que F N (F —x) # 0. En tal caso,
existird z € F tal que 7/ = z+x € F, de donde x =7 — z € T*, y la arbitrariedad de x demostrard que (—o;, ) C T*.

Veamos, pues, que F N (F —x) # 0. Como |x| < a, la definicién de a implica que F —x C U. Teniendo en cuenta esta
inclusién, el Teorema 2.62, el Ejemplo 2.3 y el hecho de que m(F) < oo, podemos escribir:

m(F\(F—x)) <m(U\ (F —x)) =m(U) —m(F —x) =m(U) —m(F) =m(U\ F) <m(F).
Luego, m(F N (F —x)) > 0, obligando a que F N (F —x) # 0, como se pretendia. O
Ejemplo 2.68 Supongamos que f es una funcién de variable real, con valores en R, que satisface
fO)+F0) = fx+y) @27

cualesquiera sean x e y. Probar que:

(i) O bien f es siempre finita, o bien es siempre infinita.
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(i)

Si f es medible y finita, entonces f(x) = xf(1) para cada x € R.

Resolucion.

(i)

2.6

La funcién f no puede tomar ambos valores oo y —oo, porque entonces (27) careceria de sentido para cierto par x,y. Si f
es siempre finita, no hay nada que probar. Si f(x) = oo para algdn x, entonces f(y) = f(x+ (y —x)) = oo+ f(y —x) = oo

para todo y. Similarmente ocurre si f(x) = —oo para algin x.

Observamos, en primer lugar, que (27) conduce a las relaciones

f(0) = f(0+0) = £(0) + f(0) = 2/(0)

fO)=flx—x) =f(x)+f(-x) (x€R),

de las que se sigue, respectivamente, que f(0) = 0y, por tanto, f(—x) = —f(x) para todo x € R. Por induccidn, para
cualesquiera x € R y n € N, (27) también conduce a la igualdad f(nx) = nf(x), de donde f(n~'x) = n=!f(x); luego,
f(mn='x) = mn~ f(x), y también f(—mn~'x) = mn=!f(—x) = —mn~! f(x), para todo m € N. En definitiva, hemos
probado que f(r) = rf(1) siempre que r € Q.

Como f es finita, estd acotada en algin conjunto de medida positiva, es decir, existen un conjunto medible £ y una
constante M > 0 tales que m(E) > 0y |f| < M sobre E. En la notacién del Ejemplo 2.67, sea z € E*, de modo que
Z=x-Y, F@I=1fx=y)|=1f(x) = f(y)| <2M. Pero, por el Ejemplo 2.67, E* contiene un
intervalo (—o, o), con & > 0. Asi, si |x| < o/n se tiene que |f(nx)| < 2M, y consecuentemente |f(x)| <2M/n (n € N).

Parax € Ry r € Q tales que |r —x| < o /n, y puesto que f(r) = rf(1), encontramos que

1f () =xf ()] = 1) = f(r) + r=x) f (D] = [fx=r) + (r = )f(1)|<2ﬂ+a\f( DI (neN).

Se concluye que f(x) = xf(1). O

Anexo: Representacion ternaria del conjunto de Cantor

2.6.1 Representaciones ternarias

Definicion 2.69 Para cadan € N, sea a, € {0,1,2}. Como 0 < a, <2, la serie

estd mayorada por la geométrica convergente

= a
X = Z 72 = ((Xo.alaza3 .. .)3

y decimos que (0p.ai1a2as . ..)s es una representacion ternaria de x. Denominaremos a 0, 1 y 2 digitos ternarios.

Lema 2.70 Sea x € (0,1). Para cada n € N existen digitos ternarios ay, . .., a,, tales que

(28)

‘Q

=
‘Q

=

Lic<lirs
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Demostracion. Procedemos por induccién sobre n. Ya que 0 < 3x < 3, si definimos a; = |3x] (parte entera de 3x) resulta que a;

es un digito ternario tal que a; < 3x < a; + 1. De aqui se sigue que

m_ a1l
3~ 3 3
que es (28) para n = 1. Suponiendo obtenidos los digitos ternarios ay, ... ,a, satisfaciendo (28), ponemos
Pn= ? + 32 24t 3—”.
Entonces (28) es igual a
Pn Sx<pp+

377
de donde
0<3" (x—p,) <3.

Si ahora definimos a1 = [3"*! (x — p,) ], se cumple que a, 1 € {0,1,2} y
ani1 < 3" (x = pp) < @iy + 1,

es decir,

nt1 an+1 1
3n+1 Sx<pat 3kl 3l

Pnt

que es (28) paran+ 1. O

Proposicion 2.71 Todo x € [0, 1] posee, al menos, una representacion ternaria.

Demostracion. Los nimeros 0 y 1 admiten las representaciones ternarias
0=(0.000...)3, 1=(1.000...)3 = (0.222...)s.

Si0 < x <1, el Lema 2.70 proporciona una sucesién de digitos ternarios {a, };,_, satisfaciendo (28) para cada n € N, y basta

tomar limites en esta expresion cuando n — oo para obtener

o A
-E .
Notese que las fracciones 1/3 y 2/3 también se pueden representar de dos maneras:
1 1. 0 O
0.100...
373 et )3
0 2 2
-+ = 0.022..
3 + 32 t3 33 = 3
y
2 2 0 0
== = (0.200...
3 3+32+33+ (0.200...)3
1 2 2
= =(0.122...)s.
=3tptat =0 )3
Mais en general, se verifica:
(i) Todo x con representacion ternaria x = (0.a1a2...4,-10222...); se puede escribir en la forma
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x=(0.a1az...a,—11000...);:

ml a 0 > 2 mlg, 1
(0.aias...am-10222...); = Z TRy e Z 30 T 3m = (0@az..a,11000..)5.
n=1 n=m-+ n=1
11 odao X con representacion ternaria X = ayjay...ay—1 S€ ucae €SCrioir cn a orma
i) Tod. P i6 i 0 1222...), pued ibi la f
x=(0.a1a2...a,—12000...)5:
m— 1 mfl apn 1 1 m—1 a, 2
(0.a1az...ap-11222...); = Z 3m + Z+1 = ; 7+371+ﬁ: 3 7+3Tn

= (O.alaz .. .am,12000. . .)3.

Nos referiremos a la representacidon con una infinidad de 2’s como representacion infinita y a la representacién con una

infinidad de 0’s como representacion finita.

El Teorema 2.72 establece que los anteriores son los dos dnicos casos del intervalo (0, 1) donde falla la unicidad de la

representacion.

Teorema 2.72 Sea x € (0, 1). Si x admite mds de una representacion ternaria, entonces, o bien
X = (O.a1a2a3 .. .am_10222 .. .)3 = (O.a1a2a3 A1 1000.. .)3 5

o bien
x=0.a1a0a3...0,-11222...); = (0.a1a2a3 ...a,—12000...)5.

Demostracion. Supongamos que
x=(0.a1azaz...); = (0.b1b2b3...),

son dos representaciones ternarias de x. Sea m el menor valor de n para el cual a,, # b,:
ay=by,ay=">by, ..., a1 =bpu_1, auFbn.
No se pierde generalidad asumiendo que a,, < b,,. Como a,,, b, € {0,1,2}, se tiene

1<ap+1<b, <2

De aqui,
m—1 =) m—1 oo m—1
a, apm ay, a, apm a, ay 1
L e L s erm L 2oL ey
B L (S 1 T G (L B L B LG L

obligando a que todas las desigualdades anteriores sean igualdades y, en consecuencia, a que se verifique

am+1=b,, ap=2, b,=0 (n>m+1).
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Estas relaciones muestran que x es necesariamente de la forma

X = (O.a1a2a3 .. .am_10222 .. .)3 = (0.611612613 1 1000.. .)3 5
o bien de la forma

x=0.a1a20a3...a,-11222...); = (0.a1a2a3 ...a,—12000.. )5,

y que en cada caso hay tnicamente dos representaciones posibles, una infinita y la otra finita. O

2.6.2 Representaciones binarias

Los argumentos desarrollados en la seccién anterior permiten considerar, de modo andlogo, la representacién binaria de un

nimero real x € [0, 1].

Definicion 2.73 Para cada n € N, sea a, € {0,1}. Entonces 0 < a, < 1, de modo que la serie
y &
n=1 2"

estd mayorada por una serie geométrica convergente, de suma 1; luego, ella misma converge a un iinico elemento x € [0, 1], que
representaremos en la forma

x=(0.a1a2a3...),.

Como en la Definicién 2.69, diremos que (0.ayaza3...), es una representacién binaria de x. Los niimeros 0y 1 serdn llamados

digitos binarios.

Similarmente al caso de la representacién ternaria, se demuestra que todo x € [0, 1] posee al menos una, y no mds de dos,
representaciones binarias. Por ejemplo, la dnica representacién binaria de 0 es 0 = (0.000...), pero 1 se puede representar de
dos formas distintas:

1=(1.000...), = (0.111...),.

Mis ain, cualquier 0 < x < 1 que admita una representacién binaria x = (0.a;a> . ..a,1000...),, con ay,...,a, € {0,1}, también
se puede escribir como
x=(0.a1az...a,0111...),,

expresiones que denominaremos, respectivamente, representacion binaria finita y representacion binaria infinita de x.

Proposicion 2.74 Todo x € (0,1) posee una iinica representacion binaria infinita.

2.6.3 El conjunto de Cantor

Recuérdese que en la construccién del conjunto de Cantor C intervienen dos sucesiones de conjuntos, {Cy,},_; e {,},,_;, con las

siguientes propiedades: para cadan € N,
(i) I, es la unién disjunta de 2"~! intervalos abiertos I (j=1,...,2"1), los tercios medios removidos en la etapa n-ésima.

(ii) {Cn},_; esunasucesién decreciente de conjuntos cerrados, donde cada C, es la unién disjunta de los 2" intervalos cerrados

retenidos en la etapa n-ésima:

a-Uc—o. U,
k=1

j=1
(iii) Cada uno de los intervalos que componen 7, es el tercio medio de alguno de los intervalos que componen C,,.

(iv) Lalongitud de cada una de las componentes de [, y de C, es 1/3".
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En la notacion anterior:

=

C= ﬁc =10,1\ UL

n=1 n=1

Lema 2.75 Para cadan € Ny cada j = 1,...,2"', representamos por af; y b{; los extremos del intervalo abierto I,{ suprimido

en la etapa n-ésima de la construccion de C. Entonces, los desarrollos ternarios de aj, y b}, vienen dados, respectivamente, por:

= (0.0102...0,,,1100...)3 = (O.Clcz...c,1,1022. . .)3,
bl = (0.cica...c,—1200...)5,

concy,...,cu—1 €{0,2}.

Demostracion. Se tiene:
[ 1 2
C - o,}u[ 1},
P! 2 3 6 7
= [0 v ]33] 3]

1 2 3 6 7 9 18 19 20 21 24 25 26
G=0p|\Viss|V s Y iss Y s |V es Y e s Y sl

Observamos que los extremos de los intervalos {C,};_, responden a un patrén: para cada n € N, los extremos de los primeros
2"~! intervalos de C, son los mismos que los de C,_; (que estd formado por 2"~! intervalos cerrados), pero divididos por 3;

mientras que la otra mitad se corresponde con los intervalos de C,—; divididos por 3 y trasladados por

3 3

2 2.3t
Asi, si para cada n € N denotamos por ext (C,) los puntos extremos de los intervalos que definen a C,, encontramos que:
123 S orr
t(C) = 077a737 = {7}7
ext(C) { 333} LZJ 3
1 2 3 6 7 8 9 o (r+3(20)
@)= {0553 U - UU {75
r=0i1=0
1 2 3 6 7 8 9 18 19 20 21 24 25 26 27
S R DN S8 B EEE RN B Bl R R A el ) KRR R

301 r43(2i)) +32(2i
UUU{JF(I;:F (2)},

3 1 1 1 2 n—1
ext(C U U U U {r+3 (2i1)+3 (legn—i- <430 (20— 1)}

r=0i;=0i,=0 i—1=0

Los pares de puntos centrales en cada uno de los conjuntos que componen ext (C,) son los extremos de los intervalos abiertos I
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(j=1,...,2"1) eliminados en el paso n-ésimo, cuyo conjunto describimos andlogamente como

12 2
aw-{43}-043)
ext(h) {3 3} U3

r=1

12 7 8 20 (r+3(20)

)=\ Vire=UU =5
r=1i1=0

1 2 7 8 19 20 25 26

xtb) =73 NN FF/Ne T

_ CJ O O {r+3(2i1;3—i—32(2i2)}7

ext(l,) = LZJ LIJ U LIJ {r—|—3(2i1)—|—32(2i2§:_...+3n1(21-”1)}.

ro3(2i1)  3%(2iy) 3 1(21,,1 -
3n 3n 3n tot 27 3n’

donde ¢; = 2i,4 € {0,2} (k=1,...,n—1) y ¢, = r € {1,2}. Se advierte sin dificultad que el coeficiente ¢, = 1 corresponde
necesariamente a extremos izquierdos de los intervalos I (j=1,...,2" ). O

Proposicion 2.76 Todo x € C admite una tinica representacion ternaria en la que no interviene el digito 1; mds precisamente,

c= {xe [0,1] i? cn € 10,2} (neN)}. (29)

Demostracion. Denotemos por C* el conjunto que comparece en el segundo miembro de (29), yseax =Y, ¢,37" € C*, con
¢, € {0,2} (n € N). Fijado n € N, consideremos la suma parcial s, = Y}_, cx37%; el Lema 2.75 muestra que s, € C para todo
n € N. Como

oo

. Cn
lim s, = Z 3 =x
n—yo0 n=1

y el conjunto C es cerrado, resulta que x € C. Asi pues, C* C C.

Para demostrar que C C C*, probaremos la inclusién complementaria. Si x ¢ C* entonces, por la definicién de C*, alguno de

los coeficientes de la representacion ternaria de x debe ser igual a 1:

m— 1
X = Z — —|— T Z 3n ,
n= n=m+1
donde ¢y, ...,Cm—1,Cm+1;Cm+2,--- € {0,2} y m es el menor entero positivo tal que ¢,, = 1. No puede ocurrir que ¢;,4; = 0 para
todo i € N pues, en tal caso,
m—1 cn 1 m—1 Cn o
. _n - *
=Y mtmo Lt L 3 €C
n= n=1 n=m+1
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Similarmente, la hipétesis de que ¢, j = 2 para todo j € N conduce, de nuevo, a la contradiccién de que x € C*:

m—1 m—1 1 1 m—1 2

Cp Cn *
x:nZ’*—Fﬁ—F Z 3’1:n=1§+37m+37m:n=137+37mec.

Por consiguiente, existen, al menos, sendos i, j € N tales que ¢4 7# 0y ¢y 7 2. De aqui,

> Cn > 2 1
O<n=§+1§<n—§+1§_37”
asi que, para algiin k € N,
« mol e mol . 1 Z Cn
am_z37+37<x_,§137+37+n:2+137
e 11 e, 2

es decir, x € IX. Pero como C,, C [0,1]\ I¥, resulta que x ¢ C,, y, en consecuencia, x ¢ C. Esto completa la demostracion. O

3 Espacios de medida abstractos

A continuacién definiremos el concepto de medibilidad de conjuntos y funciones en espacios abstractos, y presentaremos en este
contexto general los principales resultados ya vistos en R. Las nociones de medida e integracion en espacios abstractos surgen
también en las aplicaciones, especialmente en teoria de probabilidades, que se desarrolla sobre clases de funciones medibles

(variables aleatorias) en espacios de medida total 1.

Definicion 3.1 Se llama espacio medible a un par (X,.), donde ¥ es una c-dlgebra de subconjuntos de un conjunto X. Los

elementos de . se llaman conjuntos medibles.

Definicion 3.2 Una funcion de conjunto U, definida sobre una c-dlgebra ., es una medida si:
(i) U es no negativa.
(if) 1(0) =0.

(iit) Para cualquier sucesion {A,},,_, de elementos de . disjuntos dos a dos, se tiene

u (OAH> = il/“l(An)
n=1 n=

Definicion 3.3 Se llama espacio de medida a una terna (X,.7, ), donde (X ,.7) es un espacio medible y 1 es una medida sobre
.

Ejemplo 3.4 (R,.#,m) y (R,%,m) son espacios de medida, donde .# y B denotan, respectivamente, la clase de los
subconjuntos medibles y la de los borelianos de R, y donde, en el segundo caso, m estd restringida a 98 (medida de Borel en la

recta real).

Resolucion. La clase .Z es una o-dlgebra (Teorema 2.17), sobre la que estd definida m. Que m es una medida sobre .# sigue de
los Teoremas 2.2 y 2.19. Se vio en la Definicién 2.25 y el Teorema 2.26 que la clase £ es una c¢-dlgebra contenidaen .. [

Definicion 3.5 Una medida L sobre % es completasi E € ., F CE'y u(E) =0 implican F € ..
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Definicion 3.6 Una medida u sobre . es o-finita si cada E € ¥ se puede expresar en la forma E =\J,_ E,, con E, € /'y
W(E,) <oo(neN).

Ejemplo 3.7 Probar que la medida de Lebesgue m definida sobre M es o-finitay completa. ; Qué se puede decir de m restringida
a B?

Resolucion. Para obtener la o-finitud, ponemos E, = EN(—n,n) (n € N) tanto si E € .# como si E € . La completitud de m
sobre .# sigue del Ejemplo 2.11, y su incompletitud sobre %, de la demostracién del Teorema 2.66. O

Ejemplo 3.8 Sea (X,.7) un espacio medible, y seaY € .. Si Sy = {BNY : B € ./}, entonces (Y,.%y) es un espacio medible.

Resolucion. La verificacion de que .#y satisface los axiomas de una o-dlgebra es inmediata. O

En el resto de esta seccién, a menos que se indique otra cosa, trataremos con un espacio de medida fijo (X,.”, ). Muchas
de las definiciones y resultados de la Seccién 2 se trasladan a este caso general tan s6lo con cambios de notacién. Los citaremos

como referencia.
Teorema 3.9 Sea {E;};" | una sucesion de conjuntos medibles. Se tiene:
(i) SiEy CEy C ..., entonces U (Uiz Ei) = lim;_ye U (E;).
(ii) SiE1 DEy D ...y u(E1) < oo, entonces U (= Ei) = im0 tt (Ey).

Demostracion. Véase la prueba del Teorema 2.29. O

Definicion 3.10 Sea f una funcion definida en X con valores en la recta real extendida. Se dice que f es medible si para todo

o € R, se cumple que {x: f(x) > o} € .
La medibilidad de funciones se asocia generalmente con una medida aunque, en rigor, sélo estan involucrados X y ..

Ejemplo 3.11 Sea (X,.) un espacio medible y sea X = J,,_, Xy, donde, para cada n,m € N, se tiene que X,, € ./ y X, N X, =0
si n# m. Escribimos %, = {BNX,:B€ .} (n€N). Demostrar que | es medible con respecto a (X,.¥) sélo si, para cada
n €N, su restriccion f, a X, es medible con respecto a (X,,-%,); y reciprocamente: si, para cada n € N, las funciones f, son
medibles con respecto a (X,,%,) y se define f sobre X por f(x) = f,(x) cuando x € X,,, entonces f es medible con respecto a

X,).
Resolucion. Sea oo € R. Si f es medible con respecto a (X,.7) entonces, para cada n € N, se verifica
{xeX,: fulx)>al={x: f(x) > a}lnX,,

asi que f,, es medible con respecto al espacio medible (X,,,-#,). El reciproco se sigue de la igualdad

{x:f(x)>a}:O{xeXn:fn(x)>a}. O

n=1

Teorema 3.12 Los siguientes enunciados son equivalentes:
(i) La funcion f es medible.
(i) Paracada o € R, {x: f(x) > a} € ..
(iii) Paracada a €R, {x: f(x) < a} € .7.

(iv) Paracada o € R, {x: f(x) < a} € .¥.
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Demostracion. Véase la prueba del Teorema 2.35. O

Ejemplo 3.13 (i) Si f es medible, entonces {x : f(x) = a} es medible para cada niimero real extendido a.
(ii) Las funciones constantes son medibles.
(iii) Una funcion caracteristica Xa es medible si, y sélo si, A € 7.
(iv) Una funcion continua de una funcion medible es medible.

Resolucion. Véase la resolucién de los Ejemplos 2.36, 2.37, 2.38, y el Ejercicio 28. O

Teorema 3.14 Si ¢ es un niimero real y f,g son funciones medibles, entonces f+c, cf, f+g f—gy fg también son medibles.

Demostracion. Véanse la prueba del Teorema 2.41 y del Corolario 2.42. O

Teorema 3.15 Si { f;}° | son medibles, entonces maxi<i<n fi (n € N), mini<j<, fi (n € N), sup, ey fu, infuen fr, limsup,,_., fir ¥

liminf, . f,, asi como también lim,_, f,, (si existe), son medibles.

Demostracion. Véanse la prueba del Teorema 2.43 y el Corolario 2.44. O

Definicion 3.16 Si una propiedad se cumple excepto en un conjunto medible E tal que L(E) = 0, decimos que se cumple casi por
doquier, casi en todas partes o casi en todo punto con respecto a [, y se escribe c.t.p. [UL] (en inglés, a.e. [l1]). Se puede omitir la

referencia a [ si es obvio qué medida se estd considerando.
Ejemplo 3.17 Sea f = g c.t.p. [U], donde U es una medida completa. Probar que si f es medible, también lo es g.

Resolucion. Escribimos Ey = {x: f(x) > a}, E, = {x:g(x) > a}, E = {x: f(x) # g(x)}. Entonces E; y E son medibles y,
como U es completay u(E) =0, también lo es E, NE C E. Se concluye que

E, = (E;NE)U(E,\E) = (E;NE)U (Ef\E)

es medible. O

Definimos esssup f, essinf f y funcion esencialmente acotada como en las Definiciones 2.55, 2.58 y 2.60. Las propiedades

vélidas en R en relacion con estos conceptos se mantienen vélidas en general.
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