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2 Medida sobre la recta real

2.1 Medida exterior de Lebesgue

1. Probar que si m*(A) = 0, entonces m*(A UB) = m*(B) para cualquier conjunto B.
2. Demostrar que todo conjunto contable tiene medida exterior nula. Deducir que el intervalo [0, 1] no es contable.
3. Sea {I,}"_, un recubrimiento finito de los racionales en [0, 1] por intervalos. Probar que ¥, |,| > 1.

4. Demostrar que en el Ejemplo 2.7 se puede suponer que los intervalos I, (n € N) tienen sus extremos en algtin subconjunto
denso de R, por ejemplo Q, sin alterar la funcién m* resultante en cada caso.

2.2 Conjuntos medibles

5. Obtener el intervalo (c¢,d) a partir de intervalos de la forma [a, o), usando las operaciones de o-dlgebra.
6. Dados k >0y A C R, seakA = {x:k 'x € A}. Probar que:

a) m*(kA) = km*(A);

b) A es medible si, y sélo si, kA lo es.
7. Dado A C R, sea —A = {x: —x € A}. Demostrar que:

a) m*(A) =m*(—A),

b) A es medible si, y sélo si, —A lo es.

8. a) Probar que todo abierto no vacio tiene medida positiva.

b) Sea Q ={g,};_, una enumeracién de los racionales, y sea G el conjunto definido por

” 1 1
G= U (Qn_l/lzaQn+2)-
n=1

n

Demostrar que m(G A F) > 0 para todo cerrado F.

9. Probar que todo abierto en la topologia usual de R se puede expresar de manera tinica como unién contable de intervalos

abiertos disjuntos dos a dos.

10. Demostrar que si un conjunto E es medible, con 0 < m(E) < oo, y si 0 < o < 1, entonces existe un intervalo abierto U tal
que m(UNE) > a|U|.

11. Probar que dado cualquier conjunto A, existe un conjunto medible E que contiene a A, tal que m*(A) = m(E).

12. Sea E C M, donde M es medible y m(M) < e. Demostrar que E es medible si, y sélo si,
m(M) =m*(E)+m*(M\E). (1

[Sugerencia: La condicion (1) es trivialmente necesaria. Para ver que es suficiente, sean E',F’ conjuntos medibles tales
que ECE' yM\E CF', conm*(E)=m(E") y m*(M\ E) =m(F’) (Ejercicio 11). Reemplazando E' por E'NM y F’
por F' M, no se pierde generalidad al suponer que E',F' C M; en tal caso, M = E' UF’. Calciilese m(M) expresando
el segundo miembro de esta igualdad como una unién disjunta 'y compdrese el resultado con (1) para deducir que m(E' N
F'Y =0y, de aqui, que E' \ E es medible. Finalmente, escribase E = E'\ (E'\E).]
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13. Sea S un conjunto acotado. Probar que todo nimero real x es el punto medio de un intervalo abierto I tal que SNIy S\
tienen medida exterior m*(S)/2.
[Sugerencia: Como m* es invariante por traslaciones, no se pierde generalidad suponiendo x = 0. Las funciones f(a) =
m (SN (—a,a)) y gla) = m*(S\ (—a,a)) satisfacen f(or) + g(a) = m*(S) (¢ > 0). Demuéstrese que f es continua y
apliquese el teorema de los valores intermedios en un intervalo adecuado.]
14. Sea {E;}7 | una sucesion de conjuntos. Verificar los siguientes asertos:
a) liminf;_,. E; C limsup,_,, E;
b) SiE| CE; C... existe lim o E; = U2 E;.
¢) STIE| DEy D ..., existe im0 E; = (2| E;
15. Probar que el Teorema 2.29 (if) sigue siendo valido si m (E;) < oo para algtin i € N, y que, en general, deja de ser cierto
cuando se omite esta condicién de finitud.
16. Sea {E;};-, una sucesién de conjuntos medibles. Suponiendo que m (i E;) < co, demostrar que:
a) m (hm infiﬁoq El‘) < lim infi*)w m (E,)
b) m(limsup,_,, E;) > limsup,_, ., m (E;).
¢) Siexiste lim; . E;, entonces m (lim;_,0 E;) = lim; 0o m (E;).
17. Sea E un conjunto medible, con m(E) < oo. Asumiendo dnicamente la aditividad finita de m, demostrar que los siguientes
enunciados, relativos a subconjuntos medibles de E, son equivalentes:
a) Para cualquier {B;};", tal que B;NB; =0 (i # j), se tiene m (Ui~ Bi) = Livy m (B;).
b) Para cualquier {B;}; | tal que B; C By C ..., se tiene lim; s m (B;) = m (U= Bi).
¢) Para cualquier {B;};- | tal que B; D B, D ..., se tiene lim; ,eom (B;) = m (N2 B;).
18. Dada una aplicacién f : X — X', probar que:
a) Si </ es una c-dlgebra en X, entonces &7/ = {B cX':f'(B)e 42%} es una o-dlgebra en X'.
b) Si .o/’ es una c-dlgebra en X', entonces o7 = f~! ={f"(B)CX:B€ <} esuna c-dlgebraen X.
¢) Si¢ C P (X'), entonces o (f~1(¢)) = f! (0'(% )), donde, como habitualmente, o(&) representa la o-dlgebra
generada por una familia de conjuntos &.
2.3 Regularidad
19. Demostrar que se verifican las siguientes relaciones conjuntistas:
a) EAF=FAE.
b) (EAF)AG=ENA(FAQG).
¢) (EAF)A(GAH)=(EAG)A(FAH).
d) EAF =0si,ysélosi, E=F.
e) EAF C (EAG) (GAF).
20. a) Supongamos que m*(A) < ey que E es un conjunto medible tal que E C A y m(E) = m*(A). Probar que A es

medible.
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21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32

b) Combinar a) y el Ejercicio 11 para dar una resolucién alternativa de la suficiencia de la condicién (1) en el Ejercicio

12.

Demostrar que si m*(E) < oo y existen intervalos Iy,...,I, tales que m* (E AJ!I;) < oo, entonces cada intervalo I;

(i=1,...,n) es, necesariamente, finito.

En el Teorema 2.31 (vi), el nimero n de intervalos que forman J dependerd, en general, de €. Verificar que la mejor

aproximacion posible de E = [ J;_; (k, k+ 2”‘) por n intervalos cumple que n — oo para € — 0.

Encontrar una unién J de n intervalos que satisfaga el apartado (vi) del Teorema 2.31 cuando E = C es el conjunto de

Cantor, estimando el n que corresponde a un € dado.

Sea E = Ui_, Ex, donde Ey = (k,k+1/2) (k€ N).

a) Probar que, aunque E es medible, no es posible encontrar un conjunto J satisfaciendo las condiciones del Teorema

2.31 (vi) para ningtn € > 0.

b) Explicar por qué este hecho no entra en contradiccién con dicho teorema.
Justificar la Observacién 2.32:

a) Manipulando convenientemente los intervalos abiertos que conforman J.

b) Dando una demostracién alternativa de la implicacion (i) = (vi) del Teorema 2.31, que se apoye en la Definicién 2.1

y en el Ejemplo 2.7. ;Se puede lograr que los intervalos as{ obtenidos sean disjuntos dos a dos?

2.4 Funciones medibles

Se define f: [0,1] — R por:

Hallar la medida del conjunto {x: f(x) > 0}.

Demostrar que las funciones monétonas son medibles.

Sean f una funcién continua y g una funcién medible. Probar que la composicién f o g es medible.

Demostrar que para cualquier funciéon medible f se tiene que esssup f < sup f.
Probar los siguientes asertos:

a) Si f esmedibley f = g c.t.p., entonces esssup f = esssupg.

b) Si f es continua, entonces esssup f = sup f.

Sean f'y g funciones medibles, con g > 0. Demostrar que fg < (esssup f)g c.t.p..

. Sea f una funcién medible que no es infinita c.t.p.. Probar que f estd acotada en algtin conjunto de medida positiva.
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2.5 Medibilidad Borel y Lebesgue
33. Sea {E;};, una sucesi6n de conjuntos. Demostrar que:
a) SiE; CE; C ..., entonces m* (lim; e E;) = lim;_yeo m* (E;).
b) SiEy DE; D..., entonces m* (lim; o E;) < lim; . m™ (E;). Esta desigualdad puede ser estricta, aunque m*(E;) < oo
paratodo i € N.

34. Probar que existe una funcién no medible g : R — R tal que {x: g(x) = o} es medible para todo o € R; compdrese con el
Teorema 2.36 y el Ejemplo 2.37. [Sugerencia: Partiendo de un conjunto no medible, constriiyase una funcion inyectiva g
tal que {x : g(x) > 0} no sea medible.]

35. Sea f una funcién medible en [a,b] y derivable c.t.p.. Demostrar que existe una funcién g que es medible en [a, b] e igual
a f’ c.tp..

36. Dar un ejemplo de una funcién no medible f tal que |f| es medible.

37. Probar que sup, 4 fo NO es necesariamente medible, aunque cada f lo sea.

38. Demostrar que existen conjuntos de medida nula que no son de Borel.

39. Probar que el Teorema 2.54 deja de verificarse si en su enunciado se reemplaza «medible» por «medible Borel».

40. Encontrar el cardinal de la clase de los conjuntos medibles.

41. Encontrar el cardinal de la clase de las funciones medibles reales.

42. Verificar que todo conjunto medible de medida positiva contiene un subconjunto no medible. Deducir que un conjunto
medible tiene medida nula si, y sélo si, todos sus subconjuntos son medibles.

2.6 Anexo: Representacion ternaria del conjunto de Cantor

43. Demostrar que el conjunto de Cantor C es compacto, perfecto [todo punto de C es de acumulacién], diseminado [el interior
de su clausura es vacio], totalmente inconexo [dados x,y € C, x < y, existe z € (x,y) tal que z ¢ C] y tiene la potencia del
continuo [est4 en biyeccién con R].

44. Probar que todo conjunto perfecto no vacio E C R es incontable.

45. Dado 0 < & < 1/2, el conjunto de tipo Cantor C¢ es el subconjunto del intervalo [0, 1] que resulta de aplicar el algoritmo
de formacién del conjunto de Cantor C, pero de modo que cada uno de los 2" intervalos cerrados retenidos en la etapa
n-ésima tiene longitud §". Demostrar que C¢ es medible, con m(Cg) = 0.

46. Dado 0 < o < 1, el conjunto de tipo Cantor C(® de o-tercios intermedios es el subconjunto del intervalo [0, 1] que resulta
de aplicar el algoritmo de formacién del conjunto de Cantor C, pero de modo que en la etapa n-ésima se retiran intervalos
abiertos centrales de longitud a/3". Probar que C(*) es medible, con m(C(*) =1 — a.

47. Dar un ejemplo de un conjunto A C [0, 1] tal que m(A) > 0y m(ANT) < || para cualquier intervalo abierto I C [0, 1].

48. a) Demostrar que [0, 1] puede ser escrito como unién de una familia contable de conjuntos perfectos diseminados y un

conjunto de medida nula.
b) Deducir que existe un conjunto de medida nula que es de segunda categoria, es decir, que no puede ser expresado
como unién contable de conjuntos diseminados.

49. Probar que un conjunto perfecto diseminado puede contener un conjunto no medible.
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59.

60.
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62.

Demostrar que una funcién medible de una funcién continua no es, necesariamente, medible.

Sea f la funcién de Cantor definida en la demostracién del Teorema 2.70. Probar que el rango de f no cubre el conjunto
de Cantor C.

Supongamos que x € [0, 1] admite el desarrollo x = 0.xx...X,... en base ¢ para algtin entero ¢, donde, en caso de

ambigiiedad, se usa la representacion infinita. Demostrar que f,(x) = x, es una funcién medible de x, para cada n € N.

Sea G el conjunto de los nimeros reales que pueden ser expresados en la forma

donde ¢, =0 6 ¢, = 4 para cada n € N. Probar que m(G) = 0.

Demostrar que el subconjunto de [0, 1] formado por los niimeros cuya expresién decimal excluye al digito 5 tiene medida
nula.
m

Sean k un entero positivo y {n;};" | una secuencia finita de enteros positivos, todos ellos menores que k. Probar que el

conjunto formado por los nimeros de [0, 1] cuyo desarrollo en base k no contiene a la secuencia {n;}" | es de medida nula.

3 Espacios de medida abstractos

Sea {a, },_, una sucesién de nimeros no negativos. Definimos una funcién de conjunto u sobre & (N) poniendo p(A) =
Y .caan siA C Nno es vacio, y (@) = 0. Demostrar que (N, Z(N), 1) es un espacio de medida. Demostrar también que

la medida pt es completa y, si a, < oo para cada n € N, que es o-finita.

Sea {(X,,-71)}r-_, una sucesion de espacios medibles, donde X, (n € N) son subconjuntos de un conjunto X, disjuntos
dos a dos. Probar que (Y,.) es un espacio medible, donde Y = J;_ X, y - es la clase formada por todas las uniones de
la forma |J;,_; Ey, con E,, € ./, para cada n € N.

Si E C R es un conjunto de medida nula que no es de Borel (Ejercicio 36), ;serd yr = O c.t.p. respecto de la medida de
Borel?

Demostrar, mediante un contraejemplo, que si i no es completa entonces f medible y f = g c.t.p. no implica g medible.
Sea {E,}_, una sucesién de subconjuntos de X, y sea F C X. Probar que:

a) F\liminf,_ ,. E, = limsup,_,., (F \ E,).
b) F\limsup,_,.E, = liminf,_. (F \ Ey).

Demostrar que si x* y X« son, respectivamente, las funciones caracteristicas de limsup,_,., E, y liminf,_,. E,, entonces

x* =limsup,_,., Xe, ¥ X« = liminf, o X, .
Sea {E,}>_, C ., donde . es una c-dlgebra, y sea i una medida sobre .. Probar que:

a) u(liminf, e E,;) <liminf, e i (Ey).

b) Si u(X) < o, entonces limsup,,_,, it (E,) < u (limsup,,_,. E,); el resultado puede ser falso si se omite la condicién
H(X) <o,

Compdrese con el Ejercicio 16.
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