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2 Medida sobre la recta real

2.1 Medida exterior de Lebesgue

1. Probar que si m*(A) = 0, entonces m*(A UB) = m*(B) para cualquier conjunto B.

Resolucion. Se tiene:
m*(B) <m*(AUB) <m*(A) +m"*(B) = m*(B). O

2. Demostrar que todo conjunto contable tiene medida exterior nula. Deducir que el intervalo [0, 1] no es contable.

Resolucion. Si el conjunto es {x;}7 |, entonces
m’ (U{x,}) <Yy m ({xi})=0
i=1 i=1

La medida exterior de un intervalo es su longitud. Como m*([0,1]) = 1, este intervalo no puede ser contable. O

3. Sea {I,}"_, un recubrimiento finito de los racionales en [0, 1] por intervalos. Probar que ¥, |,| > 1.

Resolucion. En virtud de los Teoremas 2.2, 2.4 y 2.5, basta probar que [0,1] € UY_,7,. En efecto, QN [0,1] ¢ UN

nl

implica
N N
o 11=Qnp.1]c Uh=U
n=1 n=1
Luego,
N N N
L=m*([0,1) <m* | UL | < Y L= Y ILl,
n=1 n=1 n=1
como se pretendia. O

4. Demostrar que en el Ejemplo 2.7 se puede suponer que los intervalos I, (n € N) tienen sus extremos en algiin subconjunto

denso de R, por ejemplo Q, sin alterar la funcién m* resultante en cada caso.

Resolucion. Sea mj,(E) la medida exterior de E C R que se obtiene si en el Ejemplo 2.7 (i) se consideran solamente
intervalos con extremos en un conjunto denso D. Por la propia definicién, m},(E) > m*(E). Para probar que mj(E) <
m*(E), podemos asumir que m*(E) < 0. En tal caso, dado € > 0, existe una sucesion {I,};_, de intervalos abiertos tales
que ECUn_i1 Ly

=

Y | <m*(E) +€& <. )

n=1
Para cada n € N, sea I, un intervalo abierto con extremos en D que contiene a I, tal que || < (14 €)|I,|. Esto se puede
lograr de la siguiente manera: suponiendo que I, = (a,,, b,) (nétese que, en virtud de (1), este intervalo tiene longitud finita),
el cardcter denso de D permite encontrar p,,q, € D de modo que a,, — (b, —a,)€/2 < pp < apy by < qn <by+ (by—ay)€/2.
Entonces, I, = (pn,qn) D In 'y
(by—an)e (by—an)e

| = Gn—pn < bp+ 2 a4 T = (b —ay) + (b —an)e = (1+€)|L,].
2 2

Sigue ahora de (1) que

m"(E) +8>i2\n|

Pero E C (J;_; I}, una unién de intervalos abiertos con extremos en D, asi que Y, |I;| > m},(E). Se concluye que
my(E) < (1+¢€)(m*(E)+€) para todo € > 0, y con ello que m},(E) < m*(E), como se pretendia.
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7.

Esencialmente el mismo argumento vale si se reemplaza la familia de los intervalos abiertos por cualquier otra de las

consideradas en los apartados (ii) a (v) del Ejemplo 2.7. O

2.2 Conjuntos medibles

Obtener el intervalo (c,d) a partir de intervalos de la forma [a, ), usando las operaciones de ¢-dlgebra.

Resolucion. Las operaciones de o-dlgebra son la complementacion y las uniones contables; en virtud de las leyes de De

Morgan, podemos incluir también las intersecciones contables. Ahora,

(Caa’)=[d,°<>)"ﬂpl [c+:l,oo>. O

Dados k >0y A C R, sea kA = {x: k~'x € A}. Probar que:

a) m*(kA) = km* (A);

b) A es medible si, y sélo si, kA lo es.
Resolucion.

a) Supongamos, en primer lugar, que m*(A) < eo. Dado € > 0, la definicién de medida exterior proporciona una sucesion
{I;}, de intervalos tales que A C U I; y Y52, [Ii| < m*(A) +k~'e. Entonces, kA C U, kI; implica

m*(kA) < Y k| =k Y |L| < k[m*(A)+ k€] = km*(A) +€;
i=1 i=1

=

la arbitrariedad de € > 0 obliga a que se tenga m*(kA) < km*(A), y, en particular, m*(kA) < oo. La desigualdad
opuesta se obtiene sin mas que aplicar la que se acaba de probar al conjunto A = k! (kA), con m* (kA) < oo, resultando
entonces que m*(A) < co.

Hemos establecido asi que m*(A) < oo si, y sélo si, m*(kA) < e y que, en tal caso, m*(kA) = km*(A).
Consecuentemente, m*(A) = o si, y sblo si, m*(kA) = o, en cuyo caso también se cumple que
m*(kA) = km*(A) = oo,

b) Sea A € .# . Para cualquier B C R se tiene entonces

m*(B) =m*(BNA)+m*(BNA°),

queremos probar que
m*(B) =m*(BNkA) +m* (BN (kA)°).

Escribiendo B = kC para un C apropiado, teniendo en cuenta que (kA)¢ = kA, y aplicando a) encontramos, para el

segundo miembro de esta igualdad, que

m*(BNkA) +m* (BN (kA)°) = m" (kCNkA) +m* (kCNKAC) = m* (k(CNA)) +m" (k(CNA®))
=km"(CNA)+km*(CNA®) = km*(C) = m* (kC)
=m"(B).

Por tanto, kA € . . Escribiendo ahora A = k! (kA) se concluye que A es medible si kA lo es. O

Dado A C R, sea —A = {x: —x € A}. Demostrar que:
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a) m*(A) =m*(—A),

b) A es medible si, y sélo si, —A lo es.
Resolucion.

a) Supongamos, en primer lugar, que m*(A) < eo. Dado € > 0, la definicién de medida exterior proporciona una sucesion
{L;};-, de intervalos tales que A C U2 L; y Y.~ | |li| < m*(A) + €. Entonces, —A C [JiZ; —1; implica

i (—A) < Y |1 |,Z|1|<m(A>+g;

i=1 =1

la arbitrariedad de € > 0 obliga a que se tenga m*(—A) < m*(A), y, en particular, m*(—A) < oo. La desigualdad
opuesta se obtiene sin mds que aplicar la que se acaba de probar al conjunto A = —(—A), con m*(—A) < oo, resultando
entonces que m*(A) < eo.

Hemos establecido asi que m*(A) < oo si, y sélo si, m*(—A) < o y que, en tal caso, m*(—A) = m*(A).
Consecuentemente, m*(A) = o si, y s6lo si, m*(—A) = o, en cuyo caso también se cumple que

m*(—A) =m*(A) = oo.

b) Sea A € .# . Para cualquier B C R se tiene entonces
m*(B) =m*(BNA)+m"(BNA®);

queremos probar que
m*(B) =m*(BN(—A)) +m" (BN (—A)°).

Escribiendo B = —C para un C apropiado, teniendo en cuenta que (—A)¢ = —A¢, y aplicando &) encontramos, para

el segundo miembro de esta igualdad, que

m* (B (—A)) +m* (BN (—A)) = m* (—~CN (—A)) +m*(—~C N (=A%) = m*(—(CNA)) + m*(—(CNA))
= m*(CNA) +m* (CNAS) = m"(C) = m"(—B)
— m"(B).

Por tanto, —A € ./ . Escribiendo ahora A = —(—A) se concluye que A es medible si —A lo es.

8. a) Probar que todo abierto no vacio tiene medida positiva.

b) Sea Q ={g,};_, una enumeracién de los racionales, y sea G el conjunto definido por

s=Ulo o)

Demostrar que m(G A F) > 0 para todo cerrado F.

Resolucion.

a) Los abiertos son medibles (Teorema 2.26). Todo abierto no vacio O contiene un intervalo abierto no vacio I = (a,b),
conm(0) >m(I)=b—a>0.

b) Como G es abierto y F cerrado, GAF = (G\ F)U(F \ G) es medible. Y como esta unién es disjunta,

m(GAF)=m(G\F)+m(F\G)
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9.

10.

11.

(Teorema 2.19). Si m(G\ F) > 0, no hay nada que probar. Si m(G\ F) = 0 entonces, al ser G\ F abierto, por a)
debemos tener G C F. Pero G D Qy Q es denso en R, asi que F =Ry m(F) = . Por otra parte,

> 1
m(G)§2Z?<oo. (2)
n=1

Puesto que F = (F \ G) UG, con unién disjunta, implica m(F) = m(F \ G) + m(G) y se cumple (2), obtenemos
finalmente
m(GAF)=m(F\G) = co. O

Probar que todo abierto en la topologia usual de R se puede expresar de manera inica como union contable de intervalos

abiertos disjuntos dos a dos.

Resolucién. Sea U C R un abierto, y sea x € U. Si x € QQ, definimos

L= 1,
xelcU
donde los I son intervalos abiertos. Ya que I, es una unién de intervalos abiertos no disjuntos (pues cada uno de ellos
contiene a x) y contenidos en U, I, es, a su vez, un intervalo abierto contenido en U. Si x € R\ Q, al ser U abierto y Q
denso en R, existen € > 0 ey € Q tales que y € (x — €,x+¢&) C U; de la definicién de I, se sigue que (x —&,x+¢€) C I,
asi que x € I,. En definitiva, todo x € U estd en I, C U para algiin ¢ € U NQ. Se concluye que

uv= U &

qeUnQ

es una union contable de intervalos abiertos, disjuntos dos a dos.

=

Supongamos ahora que {J,};"_, es otra familia contable de intervalos abiertos disjuntos dos a dos verificando que U =
Uir_; Ju- Dado x € U, existe un dnico m = m(x) € N tal que x € J,, C U; luego, J,, C L. Si J,; S I, al menos uno de los
extremos de J,,, que denotamos y, no es un extremo de 7. Como J,, es abierto, y ¢ J,,. Peroy € I, C U, luego existe n € N,
n # m, tal que y € J,. Puesto que y es un extremo de J,,, necesariamente J,, NJ,, # 0, una contradiccion. Se concluye que

Jn =1L O

Demostrar que si un conjunto E es medible, con 0 < m(E) < oo, y si 0 < a < 1, entonces existe un intervalo abierto U tal
que m(UNE) > a|U|.

Resolucién. En virtud del Ejemplo 2.6, algiin abierto O D E es tal que m(0) < o~ 'm(E). El abierto O se expresa como

)

unién de una sucesién {1, };_; de intervalos abiertos, disjuntos dos a dos (Ejercicio 9): O = U, I,. Sigue que
Y || =oam(0) <m(E)=m(ENO) =m (Eﬁ U 1,,) =m <U(Eﬂ]n)> =Y mENL),
n=1 n=1 n=1

n=1

obligando a que sea
oLy <m(ENLy)

para algtin m € N. Basta tomar U = I,,,. O

Probar que dado cualquier conjunto A, existe un conjunto medible E que contiene a A, tal que m*(A) = m(E).

Resolucion. Si m*(A) = e, tomamos E = R. Si m*(A) < oo, hagamos € = 1/n en el Ejemplo 2.6 y escribamos O, para

denotar el abierto correspondiente. El conjunto Gg dado por E = (,,_; O, tiene las propiedades requeridas: A C E implica,
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por monotonia, m*(A) < m(E), mientras que
. 1
m(E) <m(0,) <m'(A)+~ (neN)
n

prueba que m(E) < m*(A) y, con ello, que m(E) = m*(A). O

12. Sea E C M, donde M es medible y m(M) < eo. Demostrar que E es medible si, y s6lo si,
m(M) =m*(E)+m*(M\E). 3)

[Sugerencia: La condicion (3) es trivialmente necesaria. Para ver que es suficiente, sean E',F’ conjuntos medibles tales
que ECE' yM\E CF', conm*(E)=m(E") y m*(M\ E) = m(F’) (Ejercicio 11). Reemplazando E' por E‘NM y F’
por F' M, no se pierde generalidad al suponer que E',F' C M; en tal caso, M = E' UF’. Calciilese m(M) expresando
el segundo miembro de esta igualdad como una union disjunta 'y compdrese el resultado con (3) para deducir que m(E' N
F') =0y, de aqui, que E' \ E es medible. Finalmente, escribase E = E'\ (E'\ E).]

Resolucion. Si E es medible, podemos usar E para medir M D E; es decir, se cumple (3):
mM)=m(MNE)+m(M\E)=m(E)+m(M\E).

Reciprocamente, supongamos que se verifica (3). El Ejercicio 11 proporciona conjuntos medibles E’, F” tales que E C E’
yM\E CF',conm*(E)=m(E')y m*(M\ E) =m(F"). Reemplazando E’' por E'NM y F' por F' "M, podemos suponer
que E',F' C M. En efecto: tanto E' "M como F’' N M estdn contenidos en M, son medibles, contienen a E'y a M\ E,
respectivamente, y se cumple que m*(E) =m(E'NM) y m*(M\ E) = m(F' N M), por cuanto

m*(E) <m(E'NM) <m(E") =m*(E),
m*(M\E) <m(F'OM) <m(F') =m"(M\E).

Ahora, M = E'UF":
M=(MNE)UM\E)=EUM\E)CE' UF' cM.

Expresando esta unién como una unién disjunta,
M= (E'\F')U(F'\EYU(E'NF"),

resulta:
m(M) =m(E'\F')+m(F'\E') + m(E'NF"). “4)

Noétese que (3) puede reescribirse en términos de E' y F/ como
m(M) =m(E")+m(F"). (5)
Puesto que F’ y E’ son medibles, se tiene, respectivamente,

m(E")=m(E'0NF')+m(E'\F'),
m(F')=m(F' NE')+m(F'\E').

Insertando estas expresiones en (5), encontramos que

mM)=m (E'\F')+m (F'\E') +2m (E'NF'). (6)
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13.

La comparacién de (4) y (6), junto con el hecho de que todas las medidas involucradas son finitas, proporciona
m(E'NF")=0. Yaque E' C M, podemos escribir

E'N\E=E'N(M\E)CE'NnF/,

de modo que que E’\ E es medible. Se concluye que E = E'\ (E'\ E) también es medible. O

Sea S un conjunto acotado. Probar que todo nimero real x es el punto medio de un intervalo abierto 7 tal que SNIy S\ /

tienen medida exterior m*(S)/2.

[Sugerencia: Como m* es invariante por traslaciones, no se pierde generalidad suponiendo x = 0. Las funciones f(o) =
m (SN (—o, ) y g(ot) =m*(S\ (—a,a)) satisfacen f(a)+ g(a) =m*(S) (o0 > 0). Demuéstrese que f es continua 'y

apliquese el teorema de los valores intermedios en un intervalo adecuado.]

Resolucion. Si m*(S) = 0, el resultado es obvio para cualquier intervalo. Supongamos entonces que m*(S) > 0. Podemos
asumir que x = 0: una vez resuelto este caso, dado cualquier x € R, el conjunto S — x es acotado, con m* (S —x) > 0; luego,
existird un intervalo abierto J, centrado en 0, tal que (S —x)NJ y (S —x)\ J tienen medida exterior m*(S — x) /2. Sin mds
que tomar I = J + x obtenemos un intervalo abierto centrado en x, que verifica:

m*(S—x) m*(S)

m (SN =m*((SNI)—x) =m*((S—x) NI —x)) =m*((S—x)NJ)) = 5 =

me(S\D) = (($\1) =) = m* (S0 (0 =) = m (SN ) = (50 \ ) = 5= ),

2 2
Introducimos ahora las funciones auxiliares
fl@) =m* (SN (-, a)), gla)=m"(S\(-a,@))  (a>0).
Puesto que el intervalo (—a, ¢t) es medible, se cumple que
flo) +g(a) =m*(S) (a>0). (@)

Ademds, para a > 0 suficientemente pequefio, se tiene

m(s)

fla) <|(=a,a)| =2a < >

Por iltimo, como S se supone acotado, existe b > 0 tal que S C (—b,b), asi que f(b) =m*(S). Si f fuese continua en
(0,0), el teorema de los valores intermedios garantizaria que f toma cualquier valor entre f(a) y f(b) y, en particular, que
fla) =m*(S)/2 para algin & € (a,b), obligando, en virtud de (7), a que también sea g(or) = m*(S)/2.

Probemos, pues, la continuidad de f en o > 0. Fijado A > 0, la subaditividad de m™ permite escribir
m (SN(—ot—h,o0+h)) <m*(SN(—a—h,—a))+m"(SN(—c,0)) +m* (SN (a,ax + h)),
de donde, puesto que f es creciente,
[f(a+h) = fle)| = fla+h) - f(@)
<m*(SN(—a—h,—a))+m* (SN (a,o+h))

<|(—o—h,—a)|+|(a,0+h)|

=2h—0, cuandoh — 0.

OCW-ULL 2024 MEDIDA E INTEGRACION



TEMA 1: MEDIBILIDAD Y MEDIDA ¢ PROBLEMAS RESUELTOS 7/26

Similarmente,
m* (SN (—o,a)) <m*"(SN(—a,—a+h))+m" (SN (—a+h,o0—h)) +m* (SN (ax—h,a))
implica
[f(e) = fla—h)| = fla) = fla—h)

<m*(SN(—o,—a+h))+m" (SN (o —h,a))
<|(—a,—a+h)|+[(o—h )]
=2h—0, cuandoh — 0.

Esto completa la resolucién. O

14. Sea {E;}7 | una sucesién de conjuntos. Verificar los siguientes asertos:

a) liminfi_, E; C limsup,_,, E;.
b) SiE| CE; C..., existe lim;,w E; = U2 E;.

¢) SiE; DE; D..., existe limjo0 E; = 7 Ei.
Resolucion.

a) Se tiene que x € liminf;_,e E; = U, _; Niz, Ei si, y s6lo si, existe m € N tal que x € E; para todo i > m. Por otra
parte, x € limsup;_,.. Ei = (V=1 Ui=, Ei si, y s6lo si, para todo n € N, existe i > n tal que x € E;. Supongamos que
x € liminf; . E;, y seam € N tal que x € E; para todo i > m. Dado n € N, sea i > max{n,m}. Entonces i > n'y como
i > m, por hipétesis se tiene que x € E;. Asi pues, x € limsup,_,, E;.
Alternativamente, se sigue de la definicién que liminf;_. E; es el conjunto de los puntos que pertenecen a todos

los conjuntos E; excepto a un ndmero finito de ellos, mientras que limsup,_,., E; es el conjunto de los puntos que

pertenecen a una infinidad de conjuntos E;. Estas descripciones conducen inmediatamente a la inclusién afirmada.
b) Como la sucesion es creciente, se tiene
liminfE; = E =\ ) E.
e i U ﬂ i U k
k=1i=k k=1

Por a),

liminfE; C limsupE; = ﬂ UEi - ﬂ UEi = UEi = liminfE;,
e i—eo k=1i=k k=1i=1 i-1 free

estableciendo b).

¢) Como la sucesion es decreciente, se tiene

limsupE; = ﬂ UE,- = ﬂ E.
k=1

f—poo k=li=k
Por a),
liminfE; C limsupE; = (| E; C | () Ei = liminfE;,
e i—eo i=1 k=1i=k e
estableciendo c¢). O

MEDIDA E INTEGRACION OCW-ULL 2024
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15.

16.

Probar que el Teorema 2.29 (ii) sigue siendo vilido si m (E;) < e para algin i € N, y que, en general, deja de ser cierto
cuando se omite esta condicién de finitud.

Resolucion. Sim (Ej,) < e, podemos aplicar el teorema a Ej,, Ej11,. .., obteniendo:

m(ﬁ Ej> = lim m(Ej).

.. Jj—roe
J=10

Ahora bien, puesto que {E j};'c:l es decreciente,

() Ej CEiy CEjy—1 C...CEj,
J=io

. oo ip—1 .
es decir, ﬂj:io E; C ﬂj:l E;, asi que
ip—1

NE=(EN(E=)E)
j=1 j=1

J=io J=io
y finalmente
Jj=1 J=io
Como contraejemplo para el caso en que m(E;) = o (i € N), sea E; = (i,0); entonces, lim;_,..m(E;) = oo mientras que

lim,’ﬁm Ei = @, conm (limi*}oo E,') =0. O

Sea {E;};., una sucesi6n de conjuntos medibles. Suponiendo que m (i E;) < co, demostrar que:

a) m(liminf;_e E;) < liminf;_,..m (E;).
b) m(limsup,_,., E;) > limsup, ., m (E;).

¢) Siexiste lim; . E;, entonces m (lim;_,0 E;) = lim; o m (E;).

Resolucion. Consideramos las sucesiones de conjuntos
Fe=()E, Gi=|\JE  (keN).
i=k i=k

Nétese que {Fj };>_, es creciente, mientras que {Gy}i>, es decreciente, con m(G1) = m (U Ei) < e=. Ademds (Ejercicio
14),
lim F = | J F = liminfE;, lim Gy = (] G = limsupE;,
k—so0 i—»o0 k—roo i—so0
k=1 k=1
y existe lim; o E; si, y s6l0 si, limy_,o Fy = limy_,e Gy = lim; ;o0 E;. Las sucesiones numéricas {m(Fy)}y_,, {m(Gy)}7_,
también son mondtonas y, por lo tanto, convergen a sendos limites, finitos o infinitos, que se corresponden con su supremo

y su infimo, respectivamente.

Para cada k € N, F, C E; (i > k) implica m(Fy) < infi> m(E;), y, similarmente, E; C Gy (i > k) implica sup;~, m(E;) <
m(Gy). Luego,

lim m(Fy) = supm(Fy) < supinfm(E;) = liminfm(E;)

koo keN keN ik e

<limsupm(E;) = inf supm(E;) < inf m(Gy) = lim m(Gy).
i—o0 keN j>p keN k—roo
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17.

En virtud del Teorema 2.29, y ya que m (G}) < oo, quedan establecidos a) y b):

i—oo k—yoo i—o0

m (liminfEi) =m (lim Fk> = 11m m(Fk) < liminf m (E;)
<limsupm(E;) < limm(Gy) =m <lim Gk) =m <limsupE,-> .
i—yoo k—yeo k—roo i—yoo

Si existe lim;_,« E;, todas las desigualdades de esta cadena son igualdades: existe lim; o m (E;) y

m <limE,~) = limm (E;),

i—oo j—o0

probando c¢). O

Sea E un conjunto medible, con m(E) < . Asumiendo tnicamente la aditividad finita de m, demostrar que los siguientes

enunciados, relativos a subconjuntos medibles de E, son equivalentes:

a) Para cualquier {B;};_, tal que B;NB; =0 (i # j), se tiene m (U~ Bi) = Livy m (B;).
b) Para cualquier {B;};_ tal que By C B> C ..., se tiene lim; .. m (B;) = m (U2 B).

¢) Para cualquier {B,};.; tal que B; D By D ..., se tiene lim;_,.m (B;) = m (i B:).

Resolucion. La equivalencia entre los tres asertos se establecerd con la siguiente cadena de implicaciones: a) = b) = ¢) =
a).

a) = b) Dada una sucesioén {B;};" ; con Bj C B, C ..., expresamos

UB B1UU i\Bi-1) ®)

como una unién de conjuntos disjuntos dos a dos, donde, teniendo en cuenta la aditividad finita de m y el hecho de que

m(B;) < o (i € N), podemos escribir
(Bi\Bi-1) =m(B;)—m(Bi-1) (i€N,i>2).

Aplicando ahora a) a (8), ya resulta b):

(UB) =m(B) +im(Bi\Bi_1)
i=2

:m(Bl)Jrr}i_r)roloim(Bi\Bi,]) m(By) +hmz Bi)—m(Bi_1)] = lim m(By).

n—yoo 4 n—yoo

b) = ¢) Basta proceder como en la demostracién del Teorema 2.29 (ii). Partiendo de la sucesién decreciente {B;}; ;,

producimos la sucesi6n creciente {E \ B;} . Sigue de b) que

1—o0 i—1
Como anteriormente, la aditividad finita y la monotonia de m entrafian que

m(E\B;)=m(E)—m(B;) (i€eN),
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y también que
Por tanto,

de donde, al ser m (E) < oo, concluimos:

fimm (B <ﬂ3>

c) = a) Sea {B;};, una sucesion de conjuntos disjuntos dos a dos. Nétese que limsup;_,., B; = 0, pues este conjunto se
compone de los puntos que pertenecen a una infinidad de conjuntos B; (cf. Ejercicio 14); en particular, existe lim;_,.. B; = 0.

Escribimos
o n—1 oo
Us=UBUlB (neN,n>2).
i=1 i=1 i=n

La aditividad finita de m conduce a

m<OBi> Zm —|—m<UB> (neN, n>2). 9)
i=1

Como la sucesion {UZ, Bi};-_; es decreciente, con

n=1i=n oo
¢) implica
’}grolom <UB,> =m (ﬂ UB,) =m(0)=0
=n n=1i=n
Tomando ahora limites cuando n — e en (9), se obtiene a). O

18. Dada una aplicacioén f : X — X', probar que:

a) Si &/ esuna o-dlgebra en X, entonces &7’ = {B cXx': f '(B) e &f} es una o-dlgebra en X'
b) Si .o/’ es una c-dlgebra en X', entonces .7 = f~! {f JCX:Be€ ,Q{’} es una o-dlgebra en X.
¢) Si ¢ C Z(X'), entonces o [f1(¢)] = f‘l[c(%)], donde, como habitualmente, (&) representa la c-dlgebra
generada por una familia de conjuntos &.

Resolucion.

a) = Como f~'(X') =X € o/, resulta que X' € &'
» Si B € /', entonces f~!(B) € o7, obligando a que f~! (B) = [f~!(B)]® € /. Consecuentemente, B € 7"
= Si {B,}>_, C o, entonces f!(B,) € & (n€N), dedonde f~' (U;_,Bn) =Uj_ f ' (By) € /. Por tanto,
Un B, € o
b) = ComoX' €.y f'(X') =X, setiene que X € .«7.
» SiA € o/, entonces A= f~!(B), con B € &/'. Dado que A° = [f~1(B)]“ = f~! (B°), con B¢ € /', encontramos
que A€ € 7.
= Si {An} | C </, entonces A, = f~'(B,), con B, € &' (n € N). Como U;_ A, = Ui f ' (B)) =
YU By), con U, B, € </’, concluimos que |7 A, € <.
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¢) Ya que € C o(%), se sigue que f~1(€) C f~![o(€)]. Por el apartado b), f Yo (€)] es o-dlgebra; y como
o [f71(%)] es la menor o-dlgebra que contiene a f~! (%), resulta que o [f~!(€)] C f~![o(€)].

Reciprocamente, por el apartado a), la clase de conjuntos
G={BcX :f'Bec[f(®)}
es una o-dlgebra en X’; y como ¢ C %, necesariamente 6(%) C %p. Luego,
fe@)lcr (@) calf (9],

lo que establece c). O

2.3 Regularidad

19. Demostrar que se verifican las siguientes relaciones conjuntistas:

) EAF =FAE.
) (EAF)AG=EA(FAQG).
Y (EAF)A(GAH)=(EAG)A(FAH).
d) EAF=0si,ys6losi, E=F.
)
)

a
b

c

¢) EAF C (EAG)U(GAF).

f EAUJ lF CUk 1(EkAFk)

Resolucion.

a) Obvia, por la simetria de la definicién.

b) Se cumple que EAF = (EUF)\ (ENF), asi que
(EAF)=(EUF)U(ENF)=(E°NF)U(ENF).
Usando esta identidad, se obtiene:

(EAF)AG=[(EAF)\GJU[G\ (EAF)]
- {[(E\F)U(F\E)}ﬂG"}U{Gﬂ[(E”OF")U(EﬂF)]}
= (ENF*NG)U(ECNFNG)U(ENFNG)U(ENFNG).

Por simetria (apartado a)) y analogia,

EAN(FAG)=(FAG)AE
=(FNG NEYU(F'NGNE)U(F NG'NE)U(FNGNE)
=(EAF)AG.

¢) Las propiedades de simetria, a), y asociatividad, b), permiten escribir:

(EAF)A(GAH)=((FAE)AG)AH=(FA(EAG)AH=((EAG)AF)AH
= (EAG)A(FAH).
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d) Se verificaque EAF =0si, y sélosi, E\F =F\E =0, lo que equivale aque E C F y F C E, es decir, a que
E=F.

e) Se tiene que

E\F=(ENF)N(GUG) =(ENF‘NG)U(ENF°NG)
C(F'NG)U(ENG)=(E\G)U(G\F),

y, similarmente,
F\EC (F\G)U(G\E).
El resultado se sigue sin mds que tomar uniones.

f) Larelacién
U \UF=UNE\F) c U E\F)
i=1 j=1 =1

conduce a
n

o 0p= (e Un)o (Urn Us)

WC:

c [UEm]u [0 Fk\Ek}

n

= LnJ [(Ek\Fk)U(Fk\Ek)] = |J(EAF).

k=1 k=1

Comprobemos con un contracjemplo sencillo que esta inclusiéon puede ser estricta. Tomamos
E, ={1,2,3}, E,=1{3,4,5}, F={2,3,5}, F={1,3,4}.

Entonces
E1UE2={1,2,3,4,5}:FlLJFQ7 E1AF1:{1,5}:E2AF2,

asi que
(E\UE)A(FUR)=0C{1,5}=(E1AFR)U(E,AF). O

20. a) Supongamos que m*(A) < e y que E es un conjunto medible tal que E C A 'y m(E) = m*(A). Probar que A es
medible.

b) Combinar a) con el Ejercicio 11 para dar una resolucién alternativa de la suficiencia de la condicién (3) en el Ejercicio
12.

Resolucion.

a) Como E es medible,
m* (A)=m*(ANE)+m* (ANE) =m(E)+m"(A\E).

Puesto que m(E) = m*(A) y m*(A) < oo, se infiere que m*(A\ E) =0, obligando aque A\E y A=EU(A\ E) sean
medibles.

b) Admitiendo que se verifica (3), queremos probar que E es medible. El Ejercicio 11 proporciona un conjunto medible
Atalque E C Ay m(A) = m*(E). Poniendo B = ANM encontramos que B es medible, E C B, M\BC M\ Ey

m*(E) <m(B) <m(A) =m*(E),
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21.

22.

23.

24,

es decir, m(B) = m*(E). Usando ahora (3) y la medibilidad de B C M, podemos escribir:

=m(MNB)+m(M\B) =m(B)+m(M\B)
=m"(E)+m(M\B).

Por tanto, m(M \ B) = m*(M \ E). Como m*(M \ E) < ey M\ B es medible, con M\ B C M\ E, sigue del apartado

a) que M\ E es medible y, de aqui, que E = M \ (M \ E) también lo es. O
Demostrar que si m*(E) < oo y existen intervalos Ij,...,1I, tales que m* (E AJ!I;) < oo, entonces cada intervalo I;
(i=1,...,n) es, necesariamente, finito.

Resolucion. Se verifica:

EL434::<EA434>LJ<Em£QL>.

i=1 i=1
Si algdn [; (i = 1,...,n) es infinito, el primer miembro tiene medida exterior infinita. Pero el segundo miembro siempre

tiene medida exterior finita. O

En el Teorema 2.31 (vi), el nimero n de intervalos que forman J dependerd, en general, de €. Verificar que la mejor

aproximacion posible de E = (J;_; (k, k+ 2”‘) por n intervalos cumple que n — oo para € — 0.

Resolucion. El conjunto E es medible, con m(E) = 1 < 0. Dado € > 0, 1la mejor aproximacién posible de E por n intervalos
esJ = Ui (k7k + 2”‘), para la que se debe tener

EZmWEAU:mwAD:m%iO @¢+2Q>= y %:J<

k=n+1

Por tanto, n — oo cuando € — 0. O

Encontrar una unién J de n intervalos que satisfaga el apartado (vi) del Teorema 2.31 cuando E = C es el conjunto de

Cantor, estimando el n que corresponde a un € dado.

Resolucion. En la notacién de la Seccién 2.6.3, los intervalos C1’§, (k=1,...,2N, N € N) recubren C. En la etapa N-ésima,

N .
paraJ =Cy = U,%zl C}{,, se verifica

m(CACy)=m(Cy\C)=m(Cy)—m(C) = = <&,

siempre que
Ine

>
~ In2—1n3

Esta aproximacién requiere n = 2V intervalos. Como n = 2V implica Inn = N1n2, finalmente:
S In2 Ing
n>exp ———.
= P2 "3
Sea E = U, Ei, donde E, = (k,k+1/2) (k€ N).

a) Probar que, aunque E es medible, no es posible encontrar un conjunto J satisfaciendo las condiciones del Teorema

2.31 (vi) para ningtn € > 0.

b) Explicar por qué este hecho no entra en contradiccién con dicho teorema.
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Resolucion. El conjunto E es medible porque es una unién contable de intervalos abiertos, que son conjuntos medibles.

a) Sea {l,,...,I,} cualquier colecci6n finita de intervalos abiertos, finitos y disjuntos dos a dos. Existe N € N tal que
Uk—1 Ik C (=N, N). Luego,

EAUIkDE\UIkDE\ UEk

k=1 k=1
Asi, obtenemos:
n oo 1
m(EAUIk> 2m<UEk> Zm E) = 3~

k=1 k=N

IIMg

b) No se cumplen las hipétesis del Teorema 2.31 (vi), porque m(E) = . Por tanto, no hay contradiccién alguna. [

25. Justificar la Observacion 2.32:

a) Manipulando convenientemente los intervalos abiertos que conforman J.

b) Dando una demostracién alternativa de la implicacion (i) = (vi) del Teorema 2.31, que se apoye en la Definicién 2.1

y en el Ejemplo 2.7. ;Se puede lograr que los intervalos as{ obtenidos sean disjuntos dos a dos?

Resolucion.

a) Fijemos € > 0. Si se quiere que los intervalos sean semiabiertos (respectivamente, cerrados), una vez obtenidos los
intervalos Iy, ...,I, abiertos, finitos y disjuntos dos a dos que el Teorema 2.31 (vi) asocia a €, se eligen intervalos
semiabiertos (respectivamente, cerrados) J; C I; tales que m (I; —J;) < &/n (i = 1,...,n). Los nuevos intervalos son
finitos y disjuntos dos a dos y, por el Ejercicio 19, satisfacen

o (s <o 00r) (1000
cn{e0r) ()

—m<EALnJI> —|—Zm A\ Ji) < 2e.

i=1 i=1

b) Dado € > 0, la Definicién 2.1 y el Ejemplo 2.7 proporcionan una sucesién {I j};.o:l de intervalos (abiertos, cerrados
o semiabiertos) tales que E C U7 ; y X7 [I;| <m*(E) +€/2. Como m*(E) < o, la serie es convergente y existe

no € Ntalque Y7, . |I;| < &/2. Sillamamos J = U] ,1j, entonces

m*(JAE)=m*(J\E)+m*(E\J) <m* (Ul \E) +m* ( D 1j>

Jj=no+1
<Y || —m*(E) + Z ;| <e.
=1 j=no+1

Finalmente, cualquier unién finita de intervalos se puede convertir en una unién finita de intervalos del mismo tipo,
disjuntos dos a dos. En efecto, supongamos que se parte de una coleccion de intervalos semiabiertos por la derecha.
Si se dispone en ella de dos intervalos no disjuntos [a;,b1) y [a2,b2), los reemplazamos por su unién. En caso de
que alguno de los dos intervalos esté contenido en el otro, esta unién, que coincide con el mayor de ambos, es un
intervalo de la forma deseada. En caso contrario, a; # a, (si a;j = ap se daria alguna de las inclusiones), y no se
pierde generalidad suponiendo que a; < az. Como [az,b;) no estd contenido en [a;,b) ), necesariamente by > by, en

cuyo caso
[a1,b1)Ulaz,by) = [a1,b2)
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26.

217.

tiene, asimismo, la forma deseada. Dado que la cantidad de intervalos iniciales es finita y se mantiene o disminuye
en cada paso, la reiteracién del proceso un nimero finito de veces proporciona una coleccién finita de intervalos
disjuntos dos a dos, cuya unién es igual a la de partida. El algoritmo también funciona para intervalos semiabiertos

por la izquierda, intervalos abiertos e intervalos cerrados, respectivamente. O

2.4 Funciones medibles

Se define f: [0,1] — R por:
1

xsen—, O0<x<1
X

fx) =
0, x=0.
Hallar la medida del conjunto {x : f(x) > 0}.

Resolucion. Parat > 0 se tiene que sent > 0 si, y sélo si, ¢ € [2n7, (2n+ 1)7] (n € Np); haciendo r =x~!, con 0 < x < 1,

encontramos que senx~ ! > 0 si, y s6lo si, x estd en el conjunto

+)0Ulartmeam)

Consiguientemente,
1
: >0 otu|=,1|U
trs0 20 =000 | 210U |y |-
El segundo miembro es una unién de intervalos cerrados disjuntos dos a dos, cuya medida vale
1 1 & /1 1 1 1/1 1 1 1 In2
1—= )+~ - (1= )4 () =1 ==,
( n)+7rn;<2n 2n+1> ( n)+7r<2 3+4 5+ ) T

Para este calculo se ha tenido en cuenta el desarrollo en serie de Maclaurin de la funcién

oo n+l
1+x) =
n=1
(también conocido como serie de Mercator), segin el cual
< (=1t 11 1
m2=yY >~ 14 __4..
n2=) 273717

n=1
Finalmente, aunque el ejercicio no lo pide ni es necesario para resolverlo, nétese que la funcién f es medible, porque es
continua (Ejemplo 2.41):
1
lim f(x) = lim xsen— = 0= f(0).

x—0t x—0t X

Demostrar que las funciones monétonas son medibles.
Resolucion. Si f es mondtona entonces, para cada & € R, f~!(a,0) es un intervalo y, por lo tanto, medible.

En efecto, diremos que I C R es un intervalo si para cualesquiera a,b € I tales que a < b, se tiene que (a,b) C I. Esta
definicién incluye el conjunto vacio, los conjuntos unitarios, los intervalos acotados, los intervalos semiinfinitos (rayos), y
toda la recta real.

Supongamos que f es mondtona, y sea o € R; se quiere ver que f~!(a,0) es un intervalo, es decir, que dados a < b € R
con f(a) > ay f(b) > a, y dado x € (a,b), se cumple que f(x) > c. Esto es cierto, ya que, si f es creciente, entonces
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a < ximplica o < f(a) < f(x); mientras que, si f es decreciente, entonces x < b implica f(x) > f(b) > o. O

28. Sean f una funcidén continua y g una funcién medible. Probar que la composicion f o g es medible.

Resolucion. Dado o € R, como (e,) es abierto y f es continua, se tiene que f~!(a,) es abierto y, por lo tanto,

expresable en la forma f~! (o, 00) = U I, donde I, (n € N) son intervalos abiertos. Asf pues,

{x: flg(x)) > a}l={x:g(x) € f(at,00)} =g~ (O In> = Og’l (In)

es medible.

También se puede razonar de la siguiente manera: si o € R, entonces (fog)~!(a,00) =g~ o f~!(at,0). Como f es
continua, el conjunto f~!(a,) es abierto; en particular, un boreliano. Y puesto que g es medible, el Ejemplo 2.49
garantiza que g~ ' o f ! (a,00) = g7! (f_1 (a,oo)) es medible. O

29. Demostrar que para cualquier funcién medible f se tiene que esssup f < sup f.

Resolucion. Es suficiente advertir que {o : f < o} C {a: f < a c.t.p.}, y tomar infimos. O

30. Probar los siguientes asertos:

a) Si f es medible y f = g c.t.p., entonces esssup f = esssupg.

b) Si f es continua, entonces esssup f = sup f.
Resolucion.

a) Por el Teorema 2.54, g es medible. Ademds, f — g = 0 c.t.p. implica esssup (f — g) = 0, y sigue del Ejemplo 2.58
que
esssup f < esssup (f —g)+esssupg = esssupg.

Como también g — f = 0 c.t.p., intercambiando los papeles de f y g resulta que esssupg < esssup f. La doble
desigualdad proporciona la igualdad.

b) Puesto que f es continua, es medible (Ejemplo 2.41). Si & € R es tal que f < & c.t.p. entonces el abierto f~!(a,00) =
{x: f(x) > a} tiene medida nula, y el Ejercicio 8 obliga a que sea {x: f(x) > a} = 0, es decir, a que f < o en todo

punto. Consecuentemente,
esssupf =inf{a: f(x) < actp.}>inf{a: f(x) <a} =supf.

El Ejercicio 29 completa la resolucién. O

31. Sean fy g funciones medibles, con g > 0. Demostrar que fg < (esssup f)g c.t.p..

Resolucion. Es consecuencia del Ejemplo 2.57. O

32. Sea f una funcién medible que no es infinita c.t.p.. Probar que f estd acotada en algin conjunto de medida positiva.

Resolucion. Que f sea infinita c.t.p. significa que m({x : | f(x)| < e}) = 0; que no sea infinita c.t.p. se traduce entonces en
que m({x: |f(x)| <eo}) > 0. Nétese que

e 1) < o0} = Udo: £ )] < ).
n=1
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donde los conjuntos E,, = {x : |f(x)| < n} (n € N) constituyen una sucesién creciente. Por tanto,

() =m (U >0

de modo que m (E,) > 0 para n suficientemente grande. O

2.5

Medibilidad Borel y Lebesgue

33. Sea {E;};-, una sucesi6n de conjuntos. Demostrar que:

a)

SiE| CE; C ..., entonces m* (lim;_yo0 E;) = im0 m™ (E;).

b) SiE| DE; D..., entonces m* (lim; 0 E;) < lim; .. m™ (E;). Esta desigualdad puede ser estricta, aunque m*(E;) < oo

paratodo i € N.
Resolucion.

a) Como la sucesion {E;};-, es creciente, existe lim; ;.. E; = U2 E;, y también lim;_,..m* (E;) (puede ser infinito).

Ademis, m* (E,) < m* (U, Ei) (n € N) implica
-
Inversamente, para cada n € N, sea A, un conjunto medible tal que A, D E, y m(A,) = m*(E,) (Ejercicio 11), y
pongamos B, =(~, A;; entonces B, es medible y E,, = (i~ E; C B, C A, asi que m* (E,) = m(B,). Por otra parte,
By C By C ... Se concluye que
m* (_limEi) =m" <UE,> <m (UB) = limm (B;) = imm" (E;).
[—>o0 gt [—»oo [—o0
b) Como la sucesion {E;};" ; es decreciente, existe lim; . E; = ()i—; E;, y también lim;_,..m* (E;) (puede ser infinito).

Ademas, m* (N2, Ei) <m*(E,) (n € N) implica

m* <ﬂlE,> < limm" (E,).
1=

En virtud del Teorema 2.29 (ii), el contraejemplo que muestre que la desigualdad puede ser estricta debe ser buscado
entre conjuntos no medibles. Sea {V,}>_, la sucesién de subconjuntos no medibles del intervalo [0, 1], disjuntos dos

a dos, obtenida en la demostracién del Teorema 2.67; nétese que m*(V,,) = a (n € N), con 0 < o < 1. Pongamos

E,-:OV,,C [0,1] (ieN).

n=i
Se tiene entonces:

= Lasucesion {Ei}f:] es decreciente, con lim;_,., E; = 0. En efecto, lim;_,.. E; = limsup,,_., V,;; pero este conjunto,
formado por los puntos que pertenecen a una infinidad de V,, es vacio, porque los V), son disjuntos dos a dos.

Nétese, adicionalmente, que liminf,, .. V;, C limsup,,_,,, V,, = 0 implica la existencia de lim,, .. V,, = 0.

» Paracadai€N, 1 >m*(E;) >m*(V;) = o > 0.
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Por tanto,
m* (11mE,> =0<a<lim m (E,) R

[—o0 [—o0

aun cuando m*(E;) < oo para todo i € N. O

34. Probar que existe una funcién no medible g : R — R tal que {x: g(x) = ot} es medible para todo @ € R; compérese con el
Teorema 2.36 y el Ejemplo 2.37. [Sugerencia: Partiendo de un conjunto no medible, constriiyase una funcion inyectiva g

tal que {x : g(x) > 0} no sea medible.]

Resolucion. Sean V C (0,1) un conjunto no medible y f : R — (0,o0) una funcién inyectiva, por ejemplo f(x) = e*.
Definimos
X, xeV

—f(x), x¢V.

Como f es inyectiva y toma valores estrictamente positivos, g también es inyectiva, de modo que, para cada o € R, el
conjunto {x: g(x) = o} = g~ ! ({a}) es vacio o unitario y, por lo tanto, medible. Sin embargo, la funcién g no es medible,
porque {x: g(x) >0} =V. O

35. Sea f una funcién medible en [a, ] y derivable c.t.p.. Demostrar que existe una funcién g que es medible en [a,b] e igual
a f' c.tp..
Resolucién. Definimos g(x) = f’(x) en los puntos de [a,b] donde f” existe, y arbitrariamente en el resto. Extendemos f a

[b,b + 1], definiéndola como una constante en este intervalo. Entonces, g(x) = lim,_, g,(x) c.t.p., donde

gn(x)=n [f <x+ i) —f(x)} (n € N).

Fijado 0 < h < 1, 1a funcién f,(x) = f(x+h) es medible en [a, b]. En efecto, sean & € Ry x € [a,b]. Se tiene que f,(x) > o
si, y s6lo si, f(x+h) > a, lo que equivale a que x+h € {z: f(z) > o}, o bienx € {z: f(z) > o} — h. Como el trasladado
de un conjunto medible es medible (Teorema 2.66), el conjunto

{x:filx)>a} ={x: f(x) > a}—h

es medible. De la medibilidad de f/, y f se sigue, aplicando el Teorema 2.42, que cada g, (n € N) es medible, y el

Ejemplo 2.55 permite concluir que g también lo es. O

36. Dar un ejemplo de una funcién no medible f tal que |f| es medible.

Resolucion. Nos apoyaremos en los Ejemplos 2.38 y 2.39. Si V es un conjunto no medible (Teorema 2.67) entonces

f = xv — 1/2 tampoco es medible (Teorema 2.41), pero |f| = 1/2 silo es. O

37. Probar que sup, 4 fo no es necesariamente medible, aunque cada fy lo sea.

Resolucion. Nos apoyaremos, de nuevo, en el Ejemplo 2.39 y el Teorema 2.67. Dado un conjunto no medible V,
consideramos la familia { Xia} 1 O € V'}. Cada una de estas funciones es medible porque es la funcién caracteristica de un

conjunto unitario, que es cerrado y, por tanto, medible. Sin embargo, sup,cy X} = Xv N0 es medible. O

38. Demostrar que existen conjuntos de medida nula que no son de Borel.

Resolucion. Sea E un conjunto medible que no es de Borel (Teorema 2.70). El Teorema 2.31 permite escribir E =
PU(E\ P), donde P es un Fy (en particular, un boreliano) y m(E \ P) = 0. El conjunto E \ P no puede ser de Borel, porque
de lo contrario E, unién de dos borelianos, también lo seria. O
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39.

40.

41.

42.

43.

Probar que el Teorema 2.54 deja de verificarse si en su enunciado se reemplaza «medible» por «medible Borel».

Resolucion. Sea E un conjunto de medida nula que no es de Borel (Ejercicio 38). Si f =0y g = xg, entonces f = g

excepto en E (por tanto, c.t.p.), aunque f es medible Borel y g, no. [

Encontrar el cardinal de la clase de los conjuntos medibles.

Resolucion. La funcién de Cantor f, definida en la demostracién del Teorema 2.70, aplica [0, 1] en el conjunto de Cantor
C y es inyectiva; por tanto, ¢ = #[0, 1] < #C. Pero, puesto que C C [0, 1], también se tiene #C < ¢. Por el teorema de
Schréder-Bernstein, #C = ¢. Todo subconjunto de C es medible (Ejemplo 2.11), asi que 2¢ = #2(C) < #.#. Como

# <#ZPZ(R) =2, invocando, de nuevo, el teorema de Schroder-Bernstein concluimos que #.# = 2°.

Véase el Ejercicio 43 para otra forma de calcular el cardinal de C. O

Encontrar el cardinal de la clase de las funciones medibles reales.

Resolucion. Sea .% la clase de las funciones medibles reales. La correspondencia entre los conjuntos medibles y sus
funciones caracteristicas es biyectiva (Ejemplo 2.39), de modo que, por el Ejercicio 40, 2¢ < #.%. Pero el cardinal del

conjunto de todas las funciones reales sobre R (asumiendo el AE para la aritmética de cardinales) es 2¢ > #.%:
¢ = (ZRO)C _ ZC-NO —92c
Por el teorema de Schroder-Bernstein, #.% = 2°. O

Verificar que todo conjunto medible de medida positiva contiene un subconjunto no medible. Deducir que un conjunto

medible tiene medida nula si, y sélo si, todos sus subconjuntos son medibles.

Resolucion. Repetimos la construccion del conjunto de Vitali en toda la recta real. Definimos la siguiente relacion de
equivalencia: dados x,y € R, decimos que x ~ y si x —y € Q y, mediante el axioma de eleccién, construimos un conjunto
V que contenga exactamente un punto en cada clase de equivalencia. Como dos elementos distintos de V difieren en un
irracional, el conjunto de diferencias

Vi=v-vcR\QuU{0}

no puede contener un intervalo, y el teorema de Steinhaus (Ejemplo 2.71) obliga a que V no sea medible o, de serlo, tenga
medida nula. Pero la unién de los trasladados V +r, con r € Q, es R: dadox € R, existe ve V talque x—v=r € Q, es
decir, existe r € Q tal que x € V + r; asi pues, estos conjuntos no pueden tener todos medida nula, impidiendo que V la
tenga. Consecuentemente, V es no medible. Pongamos ahora V,, =V +r, (n € N), donde {r, };"_, es una enumeracién de
Q. Como, para cadan € N,

(Vnvy) v c (R\Q)u{0},

el conjunto (V NV,)* tampoco contiene intervalos, por lo que, de nuevo, V NV, no puede ser medible o, de serlo, ha de
tener medida nula. La igualdad V = ;,_, (V NV,,) impide que se dé la segunda posibilidad para todo n € N. Se concluye

que existe N € N tal que VN Vy C V es el conjunto no medible cuya existencia se afirmaba.

La caracterizacién de los conjuntos de medida nula como aquellos cuyos subconjuntos son todos medibles es una

consecuencia obvia del resultado precedente. O

2.6 Anexo: Representacion ternaria del conjunto de Cantor

Demostrar que el conjunto de Cantor C es compacto, perfecto [todo punto de C es de acumulacién], diseminado [el interior
de su clausura es vacio], totalmente inconexo [dados x,y € C, x < y, existe z € (x,y) tal que z ¢ C] y tiene la potencia del

continuo [est4 en biyeccién con R].

Resolucion.
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44.

45.

» Es compacto. Basta observar que es cerrado y también acotado, porque estd contenido en [0,1].

» Es perfecto. Sea x € C; queremos probar que x es un punto de acumulacién de C, es decir, que todo entorno reducido
de x contiene puntos en C. Comenzamos recordando que C = (;,_; C,,, donde, para cualquier n € N, C, es unién de
2" intervalos cerrados disjuntos cuyos extremos estdn en C (pues un extremo de cualquier intervalo de C, es extremo
de algin intervalo de C,,1). Dado € > 0, sea k € N tal que 3% < £. Entonces x € Cy, y, por tanto, x estd en alguno de
los 2¥ intervalos de longitud 3% que componen Cy. Basta elegir x; # x como uno de los extremos de dicho intervalo

para que |x — x| <3 % <e.

= Es diseminado. Como C es cerrado, basta ver que carece de interior. Esto es consecuencia de que m(C) = 0: si
existiera I = (a,b) C Csetendriab—a = |I| =m(I) <m(C) =0, asi que I = 0.

n Es totalmente inconexo. Como acabamos de ver, C no contiene intervalos abiertos no vacios; luego, cualquier

intervalo abierto con extremos en C debe tener puntos fuera de C.

» Tiene el mismo cardinal que R. Cada x € [0, 1] admite una representacion ternaria de la forma x =Y, x,37", con
xn € {0,1,2}. Esta representacion es tinica excepto cuando x = a3~ para ciertos a,m € N tales que 0 < a < 3"y 3
no divide a a. En tal caso, x admite un desarrollo finito de la forma

X1 Xm
donde x;,, = 1 (sia =1 mod 3), o bien x;, = 2 (si a = 2 mod 3). Cuando x,, = 2, usamos la representacion finita de x,

pero si x,, = 1, preferimos el desarrollo

X1 Xm—1 0 > 2
X=" et oo Y
3 3=l 3m n=m+13n

De esta manera asignamos una tnica representacion ternaria a cada x € [0, 1]. El conjunto de Cantor coincide con los

x € [0, 1] en cuya representacion ternaria x,, € {0,2} para cada n € N (Proposicién 2.80). Claramente, la aplicacién

es biyectiva entre C'y {0,2}; se concluye que #C = 2¥0 = ¢. En la resolucién del Ejercicio 40 se expone otra forma

de computar este cardinal. O

Probar que todo conjunto perfecto no vacio E C R es incontable.

Resolucion. Denotaremos por U (x,r) el intervalo abierto de centro x y radio r > 0 y por U(x,r) el intervalo cerrado

respectivo.

Razonando por contradiccién, sea E = {x,}>_; una enumeracién de E. Se forma inductivamente la sucesioén {y,}_, C E
como sigue. Tomamos y; =x; y elegimos 0 < & < 1/2 tal que x; ¢ U(y;, €). Como E es perfecto, existe y» € ENU (y;,€1)
tal que y2 # x2 y U(y2,8) CU(y1,€1), con 0 < & < € /2y xp ¢ U(y2,&). Ahora, elegimos y3 € ENU(y2,€&) tal que
v3#x3y U(y3,8) CU(y2,&), con 0 < & < &/2y x3 ¢ U(ys,€). Reiterando este proceso se consigue una sucesion
{yn};r_, de Cauchy en E, cuyo limite yo estd en E, porque los conjuntos perfectos son cerrados. Sin embargo, para cada

n €N, U(y,, &) contiene a yy, pero no a x,. Asi pues, yo # x, (n € N), de modo que no existe tal enumeracién de E.

Noétese que este resultado se extiende a cualquier espacio métrico completo, con la misma demostracién. O

Dado 0 < & < 1/2, el conjunto de tipo Cantor C¢ es el subconjunto del intervalo [0,1] que resulta de aplicar el algoritmo
de formacién del conjunto de Cantor C, pero de modo que cada uno de los 2" intervalos cerrados retenidos en la etapa

n-ésima tiene longitud §". Demostrar que C¢ es medible, con m(Cg) = 0.
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46.

47.

48.

Resolucion. Conviene advertir que para replicar la construccién del conjunto de Cantor en la forma indicada se ha de tomar
necesariamente 0 < & < 1/2, pues si & = 1/2 los intervalos retenidos son contiguos y su unién es todo [0, 1], mientras que

para & > 1/2, dichos intervalos se solapan. Nétese también que C = C, /3

Sea, pues, 0 < & < 1/2. En la notacién de la Seccién 2.6.3, el conjunto Cg es el que se obtiene siguiendo el algoritmo
de formacion del conjunto de Cantor C, pero de modo que cada intervalo Cén (k=1,...,2") retenido en la etapa n-ésima
tiene longitud £". El n-ésimo conjunto residual es entonces Cen= U,%nzl ck 5 estos conjuntos constituyen una sucesion
decreciente. Por analogfa con C, el conjunto Cg = ,_; C¢ ,, obtenido a parﬁr de intervalos mediante las operaciones de
o-dlgebra, también es medible y, por el Teorema 2.29 (if) (o el Ejercicio 15), su medida es el limite, cuando n — oo, de las
medidas de los conjuntos residuales, que son finitas. Pero

lim m(Cs,,) = lim 2"€" = lim (2¢)" =0,

n—oo n—soo0

toda vez que 2& < 1. O

Dado 0 < a < 1, el conjunto de tipo Cantor C(® de o-tercios intermedios es el subconjunto del intervalo [0, 1] que resulta
de aplicar el algoritmo de formacién del conjunto de Cantor C, pero de modo que en la etapa n-ésima se retiran intervalos

abiertos centrales de longitud o/3". Probar que C(*) es medible, con m(C(®) =1 — a.

Resolucion. Sea 0 < o < 1. El conjunto C(*) de a-tercios intermedios se construye siguiendo el algoritmo de formacién
del conjunto de Cantor C, pero retirando en la etapa n-ésima intervalos abiertos centrales I,sa)’] (j=1,...,2"1) de longitud
o /3". Nétese que C =C (1. Comoquiera que C(®) = [ C,(la) , donde c,§°‘> = Uznzl C,(la)’k es la unién de los intervalos

retenidos en la etapa n-ésima, resulta que C(®) es medible. Ademas, la medida de los intervalos retirados es

0o 207! o An—1
(a),j 2 la a2/3
n(QUs) - 2e a2,
n=1 j=1 n;l 3 2 1/3
lo que, por complementacién, proporciona el valor m(C(®) =1 — a. O

Dar un ejemplo de un conjunto A C [0, 1] tal que m(A) > 0y m(ANI) < |I| para cualquier intervalo abierto I C [0,1].

Resolucion. Fijado o € (0, 1), sea C(®) el conjunto de tipo Cantor del Ejercicio 46, de modo que m(C(*)) =1—a > 0. Sil
es un subintervalo abierto de [0, 1], entonces |I| = m(INC*))+m(I1\ C¥), por lo que queremos probar que m(I'\ C(*)) > 0.
Pero, al igual que C, el conjunto C(®) es cerrado y diseminado, asi que / \ C(®) es un abierto no vacio, y basta apelar al

Ejercicio 8. O

a) Demostrar que [0, 1] puede ser escrito como unién de una familia contable de conjuntos perfectos diseminados y un

conjunto de medida nula.

b) Deducir que existe un conjunto de medida nula que es de segunda categoria, es decir, que no puede ser expresado

como unién contable de conjuntos diseminados.
Resolucion.
a) Consideramos, de nuevo, conjuntos de tipo cl@ (Ejercicio 46). Si E, = c/") entonces n < m implica E,, C E,,

(n,m € N), y tomando E = |, E, podemos escribir:

m(E) = lim m(E,) = lim (1 1) =1, m(0,1]\E) = 1—m(E) =0

n—soo n—soo n

b) El conjunto E es de primera categoria y su complementario en [0, 1] tiene medida nula. El teorema de categoria de

Baire obliga a que dicho complementario sea de segunda categoria en el espacio métrico completo [0, 1]. O
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49. Probar que un conjunto perfecto diseminado puede contener un conjunto no medible.

Resolucidn. Al igual que en la solucién del Ejercicio 48, escribimos [0,1] como unién de una sucesién {E,}; , de
conjuntos de tipo Cantor y un conjunto de medida nula. Para el conjunto no medible V del Teorema 2.67 se tiene entonces
que V=, (E,NV)UA, donde, por la completitud de la medida de Lebesgue, A es medible. Luego, algin E,,NV C E,,
no es medible. O

50. Demostrar que una funcién medible de una funcién continua no es, necesariamente, medible.

Resolucion. Dado 0 < o < 1, sea C(®) el conjunto de Cantor de a-tercios intermedios (Ejercicio 46). Existe una funcién
inyectiva y continua F definida sobre [0, 1] tal que F(C(*)) = C. En efecto, paracadan € N, sea F; : [0, 1] — [0, 1] la funcién

. . . . ),k . Los -2
creciente lineal a trozos que aplica los extremos de cada intervalo C,(, ) , retenido en la etapa n-ésima de la construccién

de C(®), en los extremos del intervalo Ck, retenido en la misma etapa de la construccién de C (k= 1,...,2"). Nétese que
si n > m, las funciones F, y F;, difieren tinicamente en Ci* (k=1,...,2™), asf que |F,(x) — F(x)| < |Ck| =37 Se

desprende que la sucesion {F,}, ;| es uniformemente de Cauchy y, por lo tanto, converge uniformemente a una funcién
continua F sobre [0,1]. Ademds, F es inyectiva: en efecto, supongamos que (x,y) C [0, 1]; si alguno de los puntos x 6 y
pertenece a alguno de los intervalos retirados, es claro que F(x) < F(y); si, por el contrario, x,y € C(® entonces, como
C(® es diseminado, se debe tener I\** ¢ (x,y) para ciertos n,k, de donde se sigue que |F(x) — F(y)| >37" > 0. Por
tltimo, como F(0) =0y F(1) = 1, el teorema del valor intermedio obliga a que F([0,1]) = [0, 1]; y como F(I,(la)’k) =1Ir
(k=1,...,2"~' n € N), se concluye que F(C(®) =C.

Notese que toda funcidn real, inyectiva y continua definida sobre un intervalo es estrictamente mondtona, y en tal caso

admite una inversa continua sobre su rango. Esto significa que F es, de hecho, un homeomorfismo.

Apelamos ahora a la resolucién del Ejercicio 49 para encontrar un subconjunto no medible B de un cierto conjunto de
Cantor de a-tercios intermedios E. Por la completitud de la medida de Lebesgue, el conjunto P = F(B) C C es medible.

De este modo, yp es medible, g noloes,y ypoF = Xp, lo que proporciona el contragjemplo deseado. O

51. Sea f la funcién de Cantor definida en la demostracién del Teorema 2.70. Probar que el rango de f no cubre el conjunto
de Cantor C.

Resolucion. El nimero 2/3 € C tiene representaciones ternarias 0.200...y 0.122. .., ninguna de las cuales estd en el rango

de f (la primera es finita, y la segunda contiene un 1). O

52. Supongamos que x € [0, 1] admite el desarrollo x = 0.x;xp...x,... en base ¢ para algin entero ¢, donde, en caso de

ambigiiedad, se usa la representacion infinita. Demostrar que f;,(x) = x, es una funcién medible de x, para cada n € N.

Resolucion. Fijado n € N, se tiene que f,(0) =0y

m=1_1 01

Ja(x) = Z erlk.r(x)
k=0 r=0

para x # 0, donde

Ik7r =

k +L k Jrr—H
¢n—1 gn’ gn—1 /m

(se consideran intervalos semiabiertos por la izquierda para respetar el convenio de elegir la expresion infinita de x en caso

de ambigiiedad). Por tanto, f;,, es medible. O

53. Sea G el conjunto de los nimeros reales que pueden ser expresados en la forma
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54.

55.

donde ¢, =0 6 ¢, = 4 para cada n € N. Probar que m(G) = 0.

Resolucion. El conjunto G es de tipo Cantor. En la notacién utilizada para describir el algoritmo de formacién del conjunto
de Cantor, los intervalos removidos de [0, 1] para obtener G son I! = (1/5,4/5), I} = (1/52,4/5%), I3 = (21/5%,24/5%),.....
Como los intervalos retenidos en la etapa n-ésima tienen longitud " (n € N), con & = 1/5 < 1/2, encontramos que
G = Cy 5 (Ejercicio 45), asi que m(G) = m(C) /5) = 0. También podemos hacer el cdlculo por complementacion:

2/5

2= . O

:1—
3/5

= 3.0
m(G):l—Z’l -

NSRS}

Demostrar que el subconjunto de [0, 1] formado por los niimeros cuya expresién decimal excluye al digito 5 tiene medida

nula.

Resolucion. Sea A C [0,1] el conjunto de los niimeros cuya representacion decimal contiene al menos un 5, y sea
0.ajazaz... € A. Sin € N es la primera posiciéon en la que aparece un 5 en esta representacién, hay 9 asignaciones
posibles ({0,1,...,9}\ {5}) para cada uno de los coeficientes aj,as, ...,a, 1, es decir, 9"~ asignaciones posibles para el
conjunto de estos coeficientes. Por otro lado, para cada una de tales asignaciones existe un intervalo de longitud 107" de
ndmeros que incluyen un 5 en la posicién n-ésima de su desarrollo. Esto significa que la medida del conjunto de los
puntos que no tienen al 5 en ninguna de las n — 1 primeras posiciones y lo tienen en la n-ésima es 9"~! - 10~". Como, para

n € N, los conjuntos en cuestion son disjuntos y A es la unién de todos ellos, obtenemos:

= ol 12 /9N 1 9/10
A) = —y () =2 2L
m(A) ;1 107 9,7;(10) 91-9/10

La medida del conjunto de interés es entonces m([0,1]\ A) = 0. O

Sean k un entero positivo y {n;};-, una secuencia finita de enteros positivos, todos ellos menores que k. Probar que el

conjunto formado por los nimeros de [0, 1] cuyo desarrollo en base k no contiene a la secuencia {n;}" | es de medida nula.

Resolucion. El conjunto de los nimeros cuyo desarrollo no contiene a un entero i, 0 < h < k — 1, tiene medida cero,
como en el Ejercicio 54. En efecto, para cada n € N, la medida del conjunto donde % aparece en alguna de las n primeras

posiciones es

i(kfl)f‘li 1 i T A T e e N 2 (T (Y
= = A A L N S k - ko)

Tk

—_

que tiende a 1 cuando n — o0; 0 bien, el conjunto donde 4 no aparece en ninguna de las n primeras posiciones tiene medida

(k—1)"/k", que tiende a 0 cuando n — eo.

Sea X, X,41,-..,X+n la secuencia dada, y escribamos i = k"x, + k"~ 'x, 1 4 - + Xy NOtese que 0 < Xp, Xy, s Xpin <

k— 1 implica 0 < h < k"' — 1: la primera estimaci6n es obvia, y en cuanto a la segunda, se cumple que

1 _kn+l

h=K% A" x4 A <K ) (= 1) = (k—1)=Fk""—1.

- 1—k

Si h aparece en el desarrollo de x en base k! entonces este desarrollo seré de la forma

al 7612 DAY ap71 h ap+1 ..
et e T e T ey T ey T
_a ap ap—1 k"xr+knflxr+1 + X ap+1
Tt T 20 +ooot k(p—1)n+p—1 p(n+1) k(p+Dn+p+l
o az o ap—1 Xr Xr+1 o Xr+n Aap+1 o
Tt + k2(n+1) oot k(p—Dn+p—1 + k(p=On+p = p(p—1)n+p+1 oot k(p=Dn+p+n = p(p—1)n+p+2n+1 + !
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de modo que la secuencia x,,x,1,...,X-+, aparece en el desarrollo de x en base k. Denotando A el conjunto de los
x € [0, 1] tales que & aparece en el desarrollo de x en base kK"*!, y B el conjunto de los x € [0,1] tales que la secuencia
XryXr41,---,Xr+n aparece en el desarrollo de x en base k, acabamos de ver que A es un subconjunto (propio) de B. La
primera parte del argumento proporciona m(A) = 1, lo que obliga a que m(B) = 1y, por complementacién, resuelve el
ejercicio. O

3 Espacios de medida abstractos

56. Sea {a,},_, una sucesién de nimeros no negativos. Definimos una funcién de conjunto p sobre & (N) poniendo ((A) =
Y .caan siA C Nno es vacio, y (@) = 0. Demostrar que (N, Z(N), 1) es un espacio de medida. Demostrar también que

la medida pt es completa y, si a, < oo para cada n € N, que es o-finita.

Resolucion. Notemos, en primer lugar, que U estd bien definida, porque la reordenacién de una serie de términos no

negativos no altera el cardcter ni la suma de la serie.

Trivialmente, &?(N) es una o-dlgebra sobre N. También resulta claro que u satisface los dos primeros axiomas de una
medida: es no negativa, y (@) = 0. En cuanto al tercero, dada una sucesion {A,}7_, de conjuntos medibles disjuntos dos

a dos, se cumple que

#(Un)- £ a-EEa-Lun

jeU:zlA,, n=1 jeA,

La completitud de u es, igualmente, obvia, ya que todo subconjunto de cualquier conjunto de N (tenga este medida nula o

no) es, a su vez, un subconjunto de N, y por lo tanto es medible.
Por ultimo, cualquier E C N no vacio se puede escribir como E = |J,,c{n}, con p({n}) = a, < o (n € N), en su caso.

Eligiendo a, = 1 para cada n € N se obtiene la llamada medida cardinal, que asigna a un conjunto A el nimero de elementos
de A, si #A es finito, o el valor oo, si #4 es infinito. O

57. Sea {(X,,»)}_, una sucesién de espacios medibles, donde X, (n € N) son subconjuntos de un conjunto X, disjuntos
dos a dos. Probar que (¥,.) es un espacio medible, donde ¥ = | J;_; X, y -7 es la clase formada por todas las uniones de
la forma |J;,_; Ey, con E,, € ., para cadan € N.

Resolucion. Se trata de comprobar que . asi definida es una o-dlgebra sobre Y. En primer lugar, es claro que . C Z(Y).

Ademas:

a) Y =U,_ X, €., yaque, paracadan € N, .7, es una o-dlgebra sobre X, y, por lo tanto, contiene a X;,.
b) SiE € . entonces E =J,_, E,, con E, € ., (n € N). Luego,

e (3 () B

donde, para cadan,k € N, n #k, X, D X, \ Ex D X» \ Xx = X,, implica

(X, \ Ep),

HDZ

X, \E,, k=n
X, k # n;

X, \E, =

y como X, \ E, € .%, (n € N), finalmente:

Y\E = O(X,,\En) e
n=1
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58.

59.

60.

61.

¢) Sea{E,}; | C.7. Dadon € N, existe {E ;}7_, tal que E,, ; € 7 (j €N) y E, = U7 Ey,;- Entonces,

yaque lJ,_ E, j € jparacada j € N. O

Si E C R es un conjunto de medida nula que no es de Borel (Ejercicio 38), ;serd xr = 0 c.t.p. respecto de la medida de
Borel?

Resolucion. Sea pL = m|g la medida de Borel en R. El conjunto {x : xg(x) # 0} = E no es medible Borel, luego no tiene

sentido plantear que p(E) = 0y, por tanto, no cabe afirmar que gz = 0 c.t.p. [u]. O

Demostrar, mediante un contraejemplo, que si i no es completa entonces f medible y f = g c.t.p. no implica g medible.
Resolucion. Sea L = m| g la medida de Borel en R, y sea E € .4 \ A tal que m(E) = 0 (Ejercicio 38). El Teorema 2.31
proporciona un boreliano G € ¥ tal que E C G, con m(G\ E) = 0; luego, u(G) = m(G) = m(G\ E) +m(E) = 0. Dada
una funcién p-medible f, pongamos ¢ = xr + X + f, de modo que {x: f(x) # g(x)} =G:

2, xe€E
gx)—fx)=41, x€G\E
0, x¢G.

Como 1(G) =0, se tiene que f = g c.t.p. [i]; pero g no es p-medible, pues, si lo fuera, yg = g — f — X también seria
u-medible, lo cual es falso. ]

Sea {E, },_, una sucesién de subconjuntos de X, y sea F C X. Probar que:

a) F\liminf, ,. E, = limsup,_,., (F \ E,).
b) F\limsup,_,.E, = liminf, . (F \ Ey).

Resolucion. Ambas relaciones se siguen directamente de la Definicién 2.28. En efecto:

a) F\liminf, e Ey = F\Ur—; Moer En = Nz Upei (F \ Ep) = limsup,,_,, (F \ E,).
b) F\limsup, .. E, = F\ (" Uy En = Uz Mok (F \ En) = liminfy o0 (F \ Ey). O

Demostrar que si x* y X« son, respectivamente, las funciones caracteristicas de limsup,,_,., E, y liminf,,_,. E,, entonces
x* =limsup,_,., Xg, ¥ X+ = liminf, . X, .
Resolucion. Para cada x € X, {xg, (x)};7_, es una sucesién de ceros y unos.

Se tiene que x*(x) =1 si, y s6lo si, x € Ny Un—i En» €s decir, si, y s6lo si, para todo k € N, existe n € N, n > k, tal que
x € E,. Por otro lado, limsup,,_,., X&, (x) = 1 si, y s6lo si, infyer sup,> X&, (x) = 1; equivalentemente, si para todo k € N,
sup,,> XE, (x) = 1; esto quiere decir que para todo k € N, existe n € N, n > k, tal que g, (x) = 1, o bien x € E,. Hemos
probado que x*(x) = 1 si, y s6lo si, limsup,_ .., Xz, (x) = 1.

Similarmente, x*(x) = 0 si, y s6lo si, x € Ur_; Nri ES, es decir, si, y sélo si, existe k € N tal que para todon € N, n >k,
se tiene que x € E;. Por otro lado, limsup,, .., X, (x) = 0 si, y s6lo si, infycy sup,,~, X£, (x) = 0; equivalentemente, si existe
k € N tal que sup,,~; X£, (x) = 0; esto quiere decir que para algiin k € Ny todo n € N, n > k, se cumple que xg, (x) =0, 0
bien x € E-. Hemos probado que x*(x) = 0 si, y sélo si, limsup,_,, Xz, (x) = 0.

Por tanto, x* = limsup,_.., X£,. Se establece andlogamente que X, = liminf,, . XE, . O]
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62. Sea {E,}r | C .7, donde . es una c-dlgebra, y sea u una medida sobre .. Probar que:

a) u(liminf, e E,) < liminf, e i (Ey).

b) Si u(X) < oo, entonces limsup,,_,, it (E,) < u (limsup,_,,, E,); el resultado puede ser falso si se omite la condicién
H(X) <o,

Comparese con el Ejercicio 16.

Resolucion. El Ejercicio 16 es un caso particular del que nos ocupa (i = m), salvo que la condicién m (U, _; E,) < oo se
reemplaza ahora por la mds fuerte t(X) < co. Por tanto, cabe resolver el presente ejercicio procediendo de forma anédloga
a como se desarroll6 la resolucién del Ejercicio 16, sin méds que reemplazar el Teorema 2.29 por el Teorema 3.9 y tener
en cuenta que cualquier medida 4 es mondétona: si A C B son conjuntos medibles, entonces p(B) = p(B\ A) + p1(A), con

u(B\A) >0, implica u(B) > p(A). A continuacién se propone una resolucién alternativa.

a) El Teorema 3.9 asegura que

k=1n=k n=k neN  \ =g

Si u (liminf,_, E,) < oo entonces, dado € > 0, existe N € N tal que

u (liminfE,,) <pu ( N E) te<u(E)+e (n>N).
n—yo0 =N
Consecuentemente,
u (liminfE,,) < liminf pt (E,) + €.
n—soo

n—soo
La arbitrariedad de € > 0 permite inferir la validez de a).

Si p (liminf,_, E,) = oo entonces, dado K > 0, existe N € N tal que

KS#(ﬁ@) <u(E)) (n=N).

Consecuentemente,
K <liminfu (E,).

n—soo
La arbitrariedad de K > 0 obliga a que liminf, . it (E,) = o0 y prueba a) también en este caso.

b) Combinando la hipétesis de que 1 (X) < o con el Ejercicio 60 b), el apartado a) y el Ejercicio 1 d) del Tema 2, se
obtiene

uX)—pu <1im_)supEn> = /.L(X\lim_}supE,,) =u (li,{‘iii.‘f(x \En))
< liminfu (X \ E,) = liminf [p(X) — p(E,)| = u(X) —limsup p(Ey),
Nn—soo n—soo n—oo

y de aqui, cancelando (1(X) en ambos miembros, la desigualdad de b).

Para ver que el resultado del apartado b) puede fallar cuando p(X) = oo, consideremos (t = m y los intervalos

E, = (n,%) (n € N); como la sucesién {E, } 7, es decreciente, se cumple que

limsup E, = lim E, = () E.=0,
n—ro0

n—yoo n=1

pero U(E,) = oo para todon € N. O
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