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TEMA 3: ESPACIOS L? 1/23

0 Introduccion

En este tema cambiamos el punto de vista adoptado hasta ahora y consideramos clases adecuadas de funciones integrables como
espacios por derecho propio. Es este enfoque el que distingue el andlisis matematico del siglo XIX del desarrollado a partir del
siglo XX. Estableceremos desigualdades que serdn relevantes no sélo a la hora de examinar las propiedades de estos espacios,
sino también por su utilidad como herramientas de cdlculo; en lo que sigue, deberemos tener presentes ambos aspectos. Los
resultados obtenidos son aplicables en muchos dmbitos, por ejemplo en la teoria de series de Fourier y en la representacién de

funcionales lineales sobre espacios de funciones.

1 Espacios normados, espacios de Banach y espacios L”

El espacio de las funciones integrables respecto de una medida arbitraria es un caso particular de una familia de espacios de
funciones integrables, los llamados espacios L”, que estudiaremos en este tema. Puesto que tales espacios poseen una estructura

algebraico-topoldgica precisa, repasaremos en primer lugar los conceptos necesarios para entender sus propiedades.

1.1 Espacios normados y de Banach

En esta seccidn consideraremos métricas definidas en espacios dotados de una estructura algebraica, mis concretamente en
espacios vectoriales, ya que las funciones integrables poseen una tal estructura.
Recordemos que una métrica o distancia d sobre un conjunto X es una aplicacion d : X x X — [0,e0) que satisface, para

cualesquiera x,y,z € X, los siguientes axiomas:
(i) d(x,y) >0;
(ii) d(x,y) =0si,y sélo si, x = y;
(iii) (simetria) d(x,y) = d(y,x);
(iv) (desigualdad triangular) d(x,y) < d(x,z) +d(z,y).

Cuando X es un espacio vectorial sobre un cuerpo K (generalmente, K serd R 6 C), revisten particular importancia las

métricas d que, para cualesquiera x,y,z € X y A € K, verifican:
(i) d(x+2z,y+z) =d(x,y), es decir, d es invariante por traslaciones;
(ii) d(Ax,Ay) =|A|d(x,y), es decir, d es proporcional a la razén de una homotecia.

En efecto, nétese que si d es invariante por traslaciones entonces la distancia entre dos elementos cualesquiera x,y € X queda
completamente determinada conociendo d(z,0) para cada z € X, toda vez que d(x,y) = d(x —y,0). Definimos entonces la

longitud o norma de un vector x € X por ||x|| = d(x,0). Esto sugiere, en un contexto abstracto, la siguiente definicién axiomatica.

Definicion 1.1 Un espacio normado es un par (X, || - ||) formado por un espacio vectorial X sobre un cuerpo Ky una aplicacion

|1 : X = [0,00), llamada norma, que, para cualesquiera x,y € X y A € K, satisface las siguientes propiedades:
(i) [lx|l = 0;
(i) ||x|| =0 si, y sélo si, x = 0;

(iid) || Ax]| = |A[ [l

(iv) (desigualdad triangular) ||x+y| < |lx||+ |l¥]| -

Si no se exige la condicion (ii), la aplicacion || - || se llama seminorma.
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En un espacio seminormado (X, || - ||), se tiene que ||0|| = 0 como consecuencia de (iii): fijado x € X,
10]} = []0x]] = [Of |x]| = O

por tanto, que no se exija (i) se reduce a permitir vectores no nulos de norma cero.

), basta definir d(x,y) = ||x —y||

(x,y € X) para obtener un espacio métrico (X,d). Asi, todas las nociones de espacios métricos estdn definidas también

Observacion 1.2 (i) Todo espacio normado es, a su vez, un espacio métrico: dado (X, || -

para los espacios normados; en particular, tiene sentido considerar las bolas abiertas U (x,r) y cerradas B(x,r) de centro

x € X y radio r > 0, que se obtienen como
U(x,r)=x+rU(0,1), B(x,r)=x+rB(0,1),

donde los conjuntos U(0,1) = {x € X : ||x]| <1}y B(0,1) = {x € X : ||x|| < 1} reciben la denominacioén de bolas unitarias

abierta y cerrada de X, respectivamente.

(ii) El reciproco de lo anterior es, en general, falso: no todo espacio métrico es normado. Por ejemplo, el conjunto X
formado por todas las sucesiones de escalares x = {x(n) };r_, (x(n) € K, n € N) es espacio vectorial, con las operaciones

Ax={(Ax)(n)}>_,, donde

algebraicas definidas término a término: x+y = {(x+y)(n)}>

n=1’ n=1’

(x+y)(n) =x(n) +y(n), (Ax)(n) =Ax(n)  (neN).

Si definimos

= 1 () —y(n)]
469) = ¥ 5 T ) =5 (]

se puede probar que (X,d) es un espacio métrico (d es la denominada métrica de Fréchet). Pero d no proviene de una
norma: suponiendo lo contrario, para cualesquiera x € X y A € K se deberia verificar

- 1 ()]

lx[l = d(x,0) = ).

A 2t 1+ [x(n)]

y | Ax]| = A lx]|, es decir,
> 1 |Ax(n
Z |7 4] Z e (1)
2% 14 |Ax(n an 1+ \x
lo cual no sucede en general, como se comprueba sin mds que considerar la sucesion de escalares x € X definida por

x(n) =1 (n € N); para esta sucesion, (1) se convierte en la igualdad

Al _ 1A
1+A] 27
que es falsa a menos que A =06 |A| = 1.
Otro contraejemplo sencillo es la métrica discreta
0, x=y
d(x,y) =
L, x#y,

= d(2x,0) =1,

mientras que |2|||x|| = 2d(x,0) = 2.

Las métricas generadas por normas cumplen las propiedades de interés en espacios vectoriales:
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Proposicion 1.3 Si (X, || - ||) es un espacio normado sobre el cuerpo K, la aplicacion d : X x X — [0,0), definida por d(x,y) =

lx =yl (x,y € X), es una distancia sobre X, que verifica:
(i) dlx+zy+z) =d(xy) (x,y,z€X);
(if) d(Ax,Ay) = [A|d(x,y) (x,y € X, A € K).

Reciprocamente, si X es un espacio vectorial y (X,d) es un espacio métrico donde se satisfacen (i) y (ii), entonces (X,||-||) es

un espacio normado, con ||x|| = d(x,0) (x € X).
Demostracion. Evidente. 0

Recordemos que un espacio métrico (X, d) es completo si toda sucesién de Cauchy de elementos de X converge en la métrica

de X a un elemento del espacio.

Definicion 1.4 Sea X un espacio vectorial normado, sobre el que se considera la métrica d(x,y) = ||x —y|| (x,y € X). Si (X,d)

es completo, X se dice un espacio de Banach.
Ejemplo 1.5 A continuacion presentamos algunos ejemplos y contraejemplos de espacios normados y de Banach.
(i) X =R 6 C, con la norma del valor absoluto, son espacios de Banach.

(ii) X =R"6 C", con la norma

n 1/p
xllp = {):i X(i)Ip} (x=(x(1),...,x(n)) €K", 1 < p <o)

son espacios de Banach: los axiomas (i), (ii) y (iii) de norma se satisfacen trivialmente, y la desigualdad triangular se

deduce de la desigualdad de Minkowski (cf. Ejemplo 3.7); establezcamos la completitud.

Sea {x; = (xx(1),...,xx(n))};_, una sucesion de Cauchy en K" (como es habitual, K representa R 6 C, indistintamente).
Dado € > 0, existe N € N tal que j,k > N implica ij kaHp < &, y, por tanto, !xj(i) ka(i)| <e(i=1,...,n). Esto
significa que, para cada i = 1,...,n, la sucesion {x;(i)};_, es de Cauchy en el cuerpo escalar, que es completo; luego,
existe limy_sox; (i) = x(i) € K. Sea M € N tal que |x;(i) — x(i)| < en~'/P para todo k > M y todo i = 1,...,n. Poniendo

x=(x(1),...,x(n)) € X, encontramos que

. I/p
|xk—x|p={;|xk<i>—x<i>|"} <e (k2M).

Se concluye que {x; }7_, converge a x en la métrica de X.
(iti) X =R" 6 C", con la norma

Xl = max [x(i)]  (x= (x(1),...,x(n)) €K"),

1<i<n

son también espacios de Banach. La verificacion es sustancialimente andloga a la del apartado anterior, si bien la

desigualdad triangular se puede deducir directamente de la desigualdad triangular satisfecha en el cuerpo escalar.

(iv) Para 1 < p < oo, sobre

P =¢P(K) = {x ={x(n)},_,:x(n) eK(neN), i [x(n)|P < 00}

n=1
o 1/p
Xl = {Z IX(n)I”} :

n=1

definimos
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Al igual que en (ii), la desigualdad de Minkowski (esta vez, para sumas infinitas) permite probar que || - ||, es una norma

en £P. La completitud de este espacio serd consecuencia de la completitud de los espacios LP (cf. Ejemplo 3.7).

(v) Sobre
2 =0"(K)={x={x(n)},_, :x(n) e K (neN), {x(n)},_, acotada},
definimos
[[¥]lee = sup [x(n)]
neN
Asi definido, (X, || - ||«) es un espacio de Banach (Ejemplo 3.7). También son de Banach sus subespacios
c= {x ={x(n)},_, € 7 : existe lim x(n)}
n—soo
Yy

co= {x ={x(n)},_, €c: ng;x(n) = O} :

(vi) X = Cla,b] (funciones continuas sobre [a,b)), con la norma |||« = max,c[qy |f(x)|, es de Banach. Este enunciado no

es mds que una reformulacion del hecho, bien conocido, de que toda sucesion uniformemente de Cauchy de funciones

continuas converge uniformemente a una funcion continua.

(vii) El mismo espacio vectorial anterior X = Cla,b), con la norma

b 1/p
11l = { / |f|de} (1<p<e)

no es completo. En efecto: si, por ejemplo, hacemos a = —1, b =1, la sucesion { f»},_, definida por

0, —1<x<0
fulx) = nx, O<x<n!

1, nl<x<l1

es de Cauchy en C[—1,1] con respecto a || - || p; pero su limite,

0, —1<x<0

I, 0<x<I,

fx) =

no es continuo en x = 0. Todo espacio normado no completo puede completarse en un espacio de Banach, y la complecion
del que nos ocupa es, precisamente, el espacio LP|a,b] que nos disponemos a estudiar en la Seccion 1.2. Lo haremos en

un marco general. O

Terminamos esta seccion enunciando, sin demostracién, algunas propiedades bésicas de los espacios normados.

Proposicion 1.6 Sea (X, || - ||) un espacio vectorial normado sobre el cuerpo K. Si definimos en X x X la norma producto

G besx = [l =+ ly
y (0,x) — o, definidas, respectivamente, de X x X y de K x X en X, son continuas. Ademds, la norma ||-|| : X — R es

, y en K x X la norma producto ||(a,x)|lkxx = |¢t| + ||x||, entonces las aplicaciones (x,y) — x+y

uniformemente continua.

Corolario 1.7 Si X es un espacio normado, xy € X, Ay € K\ {0}, entonces las aplicaciones x — x + x¢ (traslacion de vector xo)

y x — Agx (homotecia de razon Ay), definidas de X en X, son biyectivas y bicontinuas (es decir, homeomorfismos).

Definicion 1.8 Las aplicaciones lineales entre espacios vectoriales también se conocen como operadores lineales.
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Dado que todo espacio normado es métrico (y, por tanto, topolégico), tiene sentido estudiar la continuidad de los operadores

lineales entre espacios normados.

Teorema 1.9 Un operador lineal T : X — Y entre dos espacios normados (X, || - ||x) e (Y, - ||y) es continuo si, y sélo si, existe
M > 0 tal que ||Tx||y < M||x||x para todo x € X.

Proposicion 1.10 Si X, Y son espacios normados y T : X — Y es un operador lineal, equivalen:
(i) T es continuo en algiin punto de X.
(ii) T es continuo en 0 € X.
(iii) T es continuo (en todo punto de X).
(iv) T es uniformemente continuo.

(v) T es una funcion lipschitziana.

1.2 Espacios L”: definicion y primeras propiedades

Definicion 1.11 Si (X,.7, 1) es un espacio de medida’y 1 < p < !, definimos LP (X, lt), 0, cuando no hay riesgo de ambigiiedad,
LP (), como la clase de todas las funciones medibles reales f tales que [ |f|Pdu < oo, donde convenimos que dos funciones
iguales c.t.p. representan el mismo elemento de LP(LL).

Sobre la recta real, si X = [a,b] y 4 = m es la medida de Lebesgue, escribiremos LP|a,b] para denotar el espacio

correspondiente.

En sentido estricto, los elementos del espacio L () no son funciones, sino clases de equivalencia de funciones. De hecho,

LP(u) es el espacio cociente inducido en el conjunto

{f:fmedible, /|f|”du <<><>}

por la relacién de equivalencia « f ~ g si, y s6lo si, f = g c.t.p.». Como dos funciones iguales c.t.p. tienen la misma integral sobre
cualquier conjunto medible, esta distinci6n entre funciones y clases de equivalencia carece de importancia a un amplio rango de
efectos, y escribiremos f € LP(1) como abreviatura de «f es medible y / |f|? du < oo». En general, el valor de f € LP(u) en
un punto especifico es irrelevante. '

Con las operaciones algebraicas (suma y producto por escalares reales) definidas punto a punto, L” (1) es un espacio vectorial

real. Esto es consecuencia del teorema siguiente y del hecho de que el cuerpo de los reales es un espacio vectorial sobre si mismo.
Teorema 1.12 Fijado 1 < p < oo, sean f,g € LP(1) y at, B € R; entonces, o.f + Bg € LP(u).

Demostracion. Si f € LP(u), es claro que o f € LP (1) para cada escalar a. Ademas, f,g € LP(u) implica f+ g € LP(u) ya que

\f+8l” < (If1+1g])” < 2" max{[f|7, [["} <27 (|f1" +gl”) - 0

Ahora, si F es la clase de equivalenciade f € LP(u) y Geslaclase de g € LP(u), y si @, B son escalares, se define aF + G
como la clase de o f + B g; se comprueba que esta definicion es independiente de la eleccién particular de los representantes f € F,
g € G. Con el Teorema 1.12 quedo establecido que LP () es un espacio vectorial, y resulta evidente que O = {f : f =0 c.t.p.}
es un subespacio vectorial de L (). En consecuencia, el cociente de L” (i) médulo O (que coincide con el cociente LP (i) / ~)
es también un espacio vectorial, y podemos utilizar la misma notacion para una clase de equivalencia y sus representantes.

La consideracion de clases de equivalencia en vez de funciones (es decir, la identificacién de las funciones que coinciden

c.t.p.) es la manera de formalizar el paso de una seminorma a una norma para dar la siguiente definicion.

ILa Definici6n 1.11 también tiene sentido para el rango 0 < p < 1, pero pospondremos la discusién de los correspondientes espacios hasta la Seccién 3.3.
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Definicion 1.13 Sean 1 < p <oy f € LP(u). La norma p 6 p-norma de f, denotada || f

p» viene dada por

1/p
1= [ au} @

Claramente, si f y g son medibles y si f = g c.t.p. se cumple que ||f||, = ||g]

p» asi que dos funciones pertenecientes a la
misma clase de equivalencia tienen la misma norma, y es licito definir la norma de una clase como la de uno cualquiera de sus
representantes. En particular, ||f]|, = 0 si, y s6lo si, f =0 c.t.p., es decir, si, y sélo si, f € O, lo cual significa que || - ||, es
tnicamente una seminorma sobre L” (1), pero se convierte en una norma sobre el cociente de LP (i) médulo O. La igualdad
lofll, = ||| fllp, vélida para los representantes de una clase y cualquier escalar o, también se traslada a la clase. El uso del
término «norma» en la Definicién 1.13 quedard plenamente justificado por el Teorema 2.22, que establece, precisamente, la

validez de la desigualdad triangular para esta definicion.

Definicion 1.14 Si (X,.7, 1) es un espacio de medida, definimos L*(X , ), o, simplemente, L (W), como la clase de las funciones
medibles f tales que esssup|f| < oo, con igual convenio que en la Definicion 1.11. En paralelo con la Definicion 1.13, la norma

oo ¢ co-norma de f serd

1/l = esssup|f]. 3)

Ejemplo 1.15 Probar que L= (L) es un espacio vectorial real.

Resolucion. Para cualesquiera escalares o, 8 y cualesquiera f,g € L™(u), se cumple que
esssup|af + Bgl < |a|esssuplf|+B|esssuplg]

(Ejemplo 2.58 del Tema 1). O

Ejemplo 1.16 Demostrar que si (X)) < ooy 1 < p < g < oo, entonces L4(u) C LP(u).

Resolucion. Para g < o0, sea f € LY(it); como |f|? < 1+|f]4, donde la funcién mayorante es integrable, resulta que f € LP ().
Para g = o se verifica que |f]? < (esssup|f|)” c.t.p. (Ejemplo 2.57 del Tema 1), y en un espacio de medida finita toda funcién

acotada c.t.p. es integrable. O

2 Desigualdades

2.1 Funciones convexas

En esta seccién examinaremos una clase particular de funciones, con vistas a aplicar su estudio en las secciones siguientes.
Usaremos el convenio de representar mediante letras mayusculas los puntos del grafo de una funcién, de manera que si Y estd
definida en (a,b) y t € (a,b), entonces T es el punto (¢, y(z)).

Definicion 2.1 Una funcion y definida en un intervalo abierto I = (a,b) es convexa si para cualesquiera escalares o, > 0
tales que a+ B = 1, se tiene
y(ox+By) <oy(x)+By(y) (xyel, x<y). @

Los extremos a, b pueden tomar los valores —oo, oo, respectivamente.

La interpretacion geométrica de esta definicién es que el segmento que une los puntos X e Y nunca estd por debajo de la
grafica de y. En efecto, pongamos 8 =1 en (4). Entonces, 0 <7 <1, &« = 1—1, y (4) se reescribe como

V(I =txt1y) < (1 =0)y(x) +1y(y) (xyel, x<y).
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Esclaroque 0 <7 <1yz=(1—t)x+ty=x+t(y—x) implica z € [x,y]. Reciprocamente, dado z € [x,y], basta tomar

T
y—x y—x

paraque 0 <7 < 1yz=(1—1¢)x+ty. Portanto, (4) se expresa, equivalentemente, en la siguiente forma:

V() < T W@ = w0) (oy el x<y z€ k) ®)

Si @yy : [x,y] = R es la funcién que comparece en el segundo miembro de (5), es decir,

_y_Z —X
(PXJ'(Z) - y—x W(X)+y_x llf(y) (xay 617 X <y7 z€ [xay])a

la condicion (5) se reformula diciendo que y(z) < @, ,(z) para todo z € [x,y]. Observamos que ¢ , es una funcién polinémica
de grado menor o igual que 1. Puesto que, evidentemente, @y ,(x) = ¥ (x) y @.,(y) = w(y), la grifica de ¢, es el segmento
rectilineo que une los puntos X e Y, el cual es secante a la grafica de y. Por tanto, la funcién y es convexa si, y s6lo si, la gréfica

de y en cualquier intervalo cerrado y acotado [x,y] C I se mantiene por debajo o en el segmento que une los puntos X e Y.

Definicion 2.2 Si en la Definicion 2.1 se cumple que

v(ax+By) < ay(x)+By(y)
para cualesquiera o, 3 > 0 tales que .+ B = 1, se dice que Y es estrictamente convexa.

Definicion 2.3 Una funcion v definida en un intervalo abierto (a,b) se denomina concava (respectivamente, estrictamente

céncava) si — Y es convexa (respectivamente, estrictamente convexa).

En lo que sigue trabajaremos solamente con funciones convexas, pues todo el estudio que vamos a hacer se traspone
inmediatamente a funciones concavas sin mas que sustituir una funcién por su opuesta.

A fin de obtener propiedades importantes de las funciones convexas, conviene expresar las condiciones (4) y (5) de forma
mds simétrica con respecto a las tres variables que intervienen en ellas. Si denotamos por y(x,y) el cociente incremental
[w(y) — w(x)]/(y —x), la primera propiedad clave de las funciones convexas se resume diciendo que sus cocientes incrementales

son funciones crecientes (Corolario 2.5).

Teorema 2.4 Supongamos que Y es convexa en I = (a,b), y que a < s <t < u < b. Entonces, y(s,t) < y(s,u) < y(t,u). Si y

es estrictamente convexa, no se da la igualdad en ninguna de estas desigualdades.

Demostracion. Consideremos la primera de las desigualdades. Por (5),

v < (220 ) v+ (22 v ©

Luego, (u—s)y(r) < (u—1)y(s)+ (f —s)y(u), o bien

(u—s)[y(t) —w(s)] < (= 9)[y(u) - y(s)],

de donde
v)—y(s) _ yu)—y(s)

t—s u—=>s

IN

) )

como se requeria. Si Y es estrictamente convexa, no se da la igualdad en (6) y, por lo tanto, tampoco en (7).

Un razonamiento andlogo establece la segunda desigualdad: si en (6) cambiamos de signo y sumamos y(u) a ambos
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miembros, obtenemos

(u=s)[y @) —y@)] >t —wy(s)+ =)y +u—s)y) = (u—1)[yw) - ys),

es decir,
y(u) — ().

>

v —yis)

u—=>s u—t

y similarmente respecto a la convexidad estricta. O

Corolario 2.5 Sean I = (a,b) un intervalo abierto, ¥ : I — R una funcion convexa, y x € I. La funcion y, : I\ {x} — R, definida

por el cociente incremental

w(@ =) = YEYE e ),

X

es creciente.

Demostracion. En efecto, dados x € I 'y z,y € I'\ {x} con z < y, consideramos los tres casos posibles, para probar que siempre

Vi(2) < ya(y).
= Six < z<y,usamos la primera desigualdad de la tesis del Teorema 2.4 con x = s, z =, y = u, obteniendo directamente
Vie(2) = w(x,2) S wlx,y) = we(y).
= Si z <y < x, usamos la segunda desigualdad de la tesis del Teorema 2.4 con z =s, y =, x = u, obteniendo V¥, (z) =

V(z,x) < y(yx) = yu(y)-

» Finalmente, si z < x <y, usamos la desigualdad entre el primer y el iltimo miembro de la tesis del Teorema 2.4 con z = s,

x =t,y = u, obteniendo ¥,(z) = y(z,x) < yw(x,y) = ¥ (). O

Teorema 2.6 Supongamos que V¥ estd definida en I = (a,b). Entonces, W es convexa en I si, y sdlo si, para cualesquiera x,y € I

tales que x < y, el grafo de y en (a,x) e (y,b) no queda por debajo de la recta que une X e Y.

Demostracion. Supongamos que W es convexa y que y < t < b. Entonces, por el Corolario 2.5, W, (y) < W, (7), esto es, la

pendiente de XY es menor o igual que la de XT':

y—x r—x

yO) —vl) v -yl

Luego, despejando, T queda por encima o en la recta que une X con Y:

woz(txﬂwwfg§+oﬂw&)O-ﬂW%tS}ﬂW@)i_iw@+;_iww;

y similarmente para a < s < x.

Reciprocamente, si ¥ no es convexa existen x,y,z € I, con z < x < y, tales que X queda por encima del segmento ZY:

y— xX—z
X) > ——y(z) +—— )
v(x) ysz(> y7ZW@)
en cuyo caso Z yace bajo la recta que une X con Y:
y—z Z—X
</ )
v(z) y_xwu> y_xW@)
contrariamente a la condicién del enunciado. O

Teorema 2.7 Toda funcion convexa en un intervalo abierto es continua.
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Demostracion. Supongamos que Y es convexa en I = (a,b), y sea xg € I; queremos probar que Y es continua en xg. Elegimos
s,t,utales que a < s < xo <t <u<b. Seay= fi(x) la ecuacién de la recta que pasa por Sy Xp, € y = f>(x) la de la recta que
pasa por Xop y U. El Teorema 2.6 asegura que f;(z) < w(t) y, siendo y convexa, y(¢) < f>(¢). Como f] y f son continuas por
la derecha en xp y se cortan en Xg, haciendo # — x( encontramos que ¥ (xo+) existe y

¥ (xo+) = fi (xo+) = fa (xo+) = ¥ (x0) -

Un argumento similar prueba que también existe Y (xo—) = ¥ (xg) y, con ello, que Y es continua en xo. O

Observacion 2.8 Si en la Definicion 2.1 no hubiéramos especificado un intervalo abierto, no se verificaria el Teorema 2.7, como
muestra la funcion y definida por y(x) =0 (x € [0,1)), y(1) = 1.

Teorema 2.9 Sea W una funcion derivable en un intervalo I = (a,b).
(i) Se tiene que ¥ es convexa en I si, y sélo si, W' es mondtona creciente.
(ii) Si, ademds, existe " en I, entonces W es convexa en I si, y solo si, W' > 0 en I, y estrictamente convexa si W' > 0 en 1.

Demostracion. Supongamos que Y es derivable y convexa, y sean s,f,u,v € I, con s < t < u < v. El Corolario 2.5 muestra
que Y(s,t) = W (s) <y (u) = w(t,u) y wit,u) = v, () < w,(v) = y(u,v), asi que y(s,t) < y(u,v). Hagamos t — sy u — v;
entonces, también por el Corolario 2.5, W(s,) decrece a y'(s), mientras que y(u,v) crece a y'(v). Luego, y'(s) < y/(v) para
todo s < v, probando que ¥’ es mondétona creciente y, de existir y”, nunca es negativa.

Reciprocamente, si y es derivable pero no convexa, existen s,#,u € I, con s < t < u, tales que 7 estd por encima del segmento
SU. En tal caso, como anteriormente, la pendiente de ST es mayor que la de TU; pero, por el teorema del valor medio, la
pendiente de ST es W' () para algin o € (s,t), mientras que la de TU es y'(B) para algiin § € (¢,u). Esto significa que ¥’ no
es mondtona creciente e impide, en su caso, que Y > 0.

Si y no fuese estrictamente convexa, existirfan puntos alineados S, T,U sobre su grafo y tendriamos que y'(a) = v/ () para
oy B apropiados, con & < 3. Pero entonces, de nuevo por el teorema del valor medio, y” = 0 en algdn punto intermedio entre

ayp. O
Ejemplo 2.10 Se cumple que:
(i) €* es estrictamente convexa en R;
(ii) x* es convexa en (0,00) para o > 1;
(iiif) —x® es estrictamente convexa en (0,00) para 0 < a0 < 1;
(iv) xInx es estrictamente convexa en (0,o).

4

Ejemplo 2.11 La funcion y(x) = x* es estrictamente convexa en (—1,1), pero w"(0) = 0. Por tanto, la condicién " > 0 no es

necesaria para la convexidad estricta de .
Ejemplo 2.12 Si una funcion f definida sobre I = (a,b) satisface

f<x42ry> < f(X)erf(Y)

(x,y€l),

se dice que f es convexa en el punto medio. Probar que una funcion f es continua y convexa en el punto medio si, y solo si, es

convexa en el sentido de la Definicion 2.1.

Resolucion. Toda funcién convexa en un intervalo abierto es continua (Teorema 2.7) y, obviamente, convexa en el punto medio.
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Reciprocamente, supongamos que f es continua y convexa en el punto medio, pero no convexa. Existen x,y,z € I tales que

x <y <z, conY yaciendo por encima del segmento XZ. Definimos k y m de la siguiente manera:
k=inf{r: S estd porencimade XZ sit <s <y}, m=sup{t:SestdporencimadeXZsiy<s<t}.

Por la continuidad de f tenemos que k <y < m, que K y M pertenecen a la recta que pasa por X y Z, y que S queda por encima
del segmento KM para todo s € (k,m). En particular, si r = (k+m)/2, entonces R estéd por encima de KM; pero esto contradice
la convexidad en el punto medio de f. O

2.2 Desigualdades de Jensen y Young

Teorema 2.13 (Desigualdad de Jensen) Sea (X,., i) un espacio de medida, con (X) = 1. Si y es convexa en (a,b), —eo <

a < b < oo ysif esuna funcion medible tal que a < f(x) < b para todo x, entonces

w(/fdu) < [voran (8)

Demostracion. Claramente, f es integrable; pongamos ¢ = / fdu, de modo que pu(X) =1 implica a <t < b. Sea
B =sup{y(x,7) :x € (a,1)}. Sis € (a,t), es obvio que B(t —s) > y(t) — y(s). Pero, por el Corolario 2.5, cuando u € (¢,b) se
cumple que B < (y(u) — y(z))/(u—t), asi que B(r —u) > y(¢t) — w(u) (u € [t,b)). Consecuentemente,

v() > y(t)+B(y—1) (ve(ab)). ©)

Pongamos y = f(x) para obtener

(Wof)(x) = y(t) +BLf(x) —1)] (10)

cualquiera que sea x. De la medibilidad de f y la continuidad de y se infiere que y o f es medible (Ejercicio 28 del Tema 1).
Pero el segundo miembro de (10) es integrable, de modo que (Ejercicio 59 del Tema 2) existe [ yo fdu. Integrando ambos

miembros de (10) y teniendo en cuenta el valor de ¢, se concluye (8). O]

Ejemplo 2.14 Cuando y es estrictamente convexa, se da la igualdad en (8) si, y sélo si, f = / fdu ctp..

Resolucion. Es claro que si f = / fdu c.t.p., se dala igualdad. Reciprocamente, asumiendo que Y es estrictamente convexa,
se da la igualdad en (9) sélo si Y =1; pues si ¥ € (a,t) y se toma v € (y,t), entonces W(y,t) < y(v,t) < B;ysiye (,b)y
se toma u € (t,7), entonces § < y(t,u) < y(z,7). Ahora, la igualdad se da en (8) sélo si se da c.t.p. en (10), es decir, sélo si
f(x):t:/fd/.t c.t.p.. O

Ejemplo 2.15 (Desigualdad de Jensen discreta) Sean X = {x{,...,x,} CR, ¥ = Z(X), u ({x;}) = a; > 0; la desigualdad de

Jensen expresa que

74 (Z aixi> < Z oy (x;),
i=1 i=1

n
donde Z o; = 1y y es cualquier funcion convexa en R. Si ¥ es estrictamente convexa, se da la igualdad si, y sélo si, todos los
i=1

x; para los que a; 0 (i =1,...,n) son iguales.
Resolucion. Apliquese el Teorema 2.13, con f(x;) =x; (i=1,...,n), y el Ejemplo 2.14. Nétese que la condicién «c.t.p.» equivale
aqui a «excepto aquellos x; paralos que o; =0 (i =1,...,n)». O
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Ejemplo 2.16 Sea g : X — (0,00) y supongamos que Ing es integrable con respecto a U, donde |L(X) = 1. Demostrar que

exp </lngdu) < /gdu. an

Resolucion. Ya que Ing es medible y la funcién f(x) = ¢* es continua, se tiene que g es medible (Ejercicio 28 del Tema 1).
No se pierde generalidad suponiendo que g es integrable, pues de lo contrario no hay nada que probar. Noétese que la tesis del
Teorema 2.13 permanece vélida cuando a y b son infinitos si fy o f se asumen integrables, toda vez que, en la demostracién
de dicho teorema, ¢ y 8 son entonces finitos y se puede desarrollar el mismo argumento. Asi pues, para obtener (11) basta con
particularizar y(x) = ¢* (cf. Ejemplo 2.10) y f = Ing en (8). O

Corolario 2.17 (Desigualdad de Young) Sean o, > 0y 0 < A < 1. Se verifica que
B < Ao+ (1-2)B,

con igualdad si, y sdlo si, oo = .

Demostracion. Por el Teorema 2.9 (cf. Ejemplo 2.10), y(x) = ¢* (x € R) es estrictamente convexa. La desigualdad de Jensen

discreta (Ejemplo 2.15) muestra que
B —exp(Alna+(1—A)Inp) < Aa+(1—-1)B,
con igualdad si, y s6lo si, Ina =1Inf, esto es, @ = f3. O

Ejemplo 2.18 Dar una demostracion alternativa de la desigualdad de Young, que no se apoye en la desigualdad de Jensen.

Resolucion. Se define (1) = (1 —A)+Ar—1* (1 > 0). Asi, /(1) = A — Ar* ' = A(1 —1*~1) es negativa si 0 < r < 1, nula si
t =1, y positiva si ¢ > 1. Por tanto, el dnico punto critico ¢ = 1 corresponde a un minimo. Como ¢(¢) > ¢(1) = 0, sigue que
t* <1—A+At (1 >0). Haciendo r = o/ > 0 se deduce la desigualdad, con igualdad si, y sélo si, ot/B = 1. O

2.3 Desigualdades de Holder y Minkowski

De aqui en adelante, salvo que se especifique otra cosa, todas las definiciones y resultados que lo precisen se sobreentenderan

referidos a un espacio de medida arbitrario (X,.%, ).

Definicion 2.19 Si p y q son niimeros reales positivos tales que p+ q = pq, o, equivalentemente,
1 1
Loy (12)

se dice que p 'y q forman un par de exponentes conjugados.

Por la propia definicién de conjugacion, es claro que si p, g son exponentes conjugados, entonces 1 < p < ooy 1 < g < oo; un

caso especialmente destacable es p = g = 2, Unico exponente autoconjugado.

Teorema 2.20 (Desigualdad de Hélder) Sean 1 < p,q < oo exponentes conjugados, y sean f € LP(u), g € L4(u). Entonces

feeLl(u),y y y
)4 q
[1rsian < {/If"du} {/gl‘fdu} . (13)

Demostracion. La desigualdad de Young (Corolario 2.17) muestra que, si ¢, § > 0, entonces

al/pﬁl/qg 94—2 (14)
2}
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Si[lfll, =06

glly =0 entonces fg =0 c.t.p.,y (13) es trivial. Si || f||, >0y |/gl; > 0, hacemos

p q
oo Vg lslt
[1£117 I18llq
en (14), para obtener
fel 1P 1 gl
£ lglle = 2 1I£15  a lgllg

El segundo miembro es integrable, asi que fg € L' (u). Puesto que p, ¢ son exponentes conjugados, integrando ambos miembros

15)

resulta

1£gll < 11115 llgllq,
que es (13). ]

El caso particular mds importante del Teorema 2.20 ocurre cuando p = g = 2 y recibe el nombre de desigualdad de Schwarz,

Cauchy-Schwarz o Cauchy-Bunyakowskii-Schwarz’.

Ejemplo 2.21 Sean p, q, f, g como en el enunciado del Teorema 2.20. Probar que la desigualdad de Holder (13) es una igualdad
si, y solo si,
s|fIP +tlgl?=0c.tp. (16)

para ciertas constantes s 'y t, no simultdneamente nulas.

Resolucion. Sin mds que reemplazar f, g por sus valores absolutos en caso necesario, no se pierde generalidad asumiendo que
estas funciones son no negativas.

Supongamos que se da la igualdad en (13). Si, digamos, ||f||, = 0, entonces f = 0 c.t.p. y se satisface (16) paratr =0y
cualquier s # 0; lo mismo sucede cuando ||g||, =0. Si ||f||, >0y ||g|/; > 0, debemos tener igualdad c.t.p. en (15) y, por lo tanto,
en (14). Pero la igualdad en (14) obliga a que ot = f3, de modo que f? = rg? c.t.p. con r = || f||5/|lgl|% > 0, 1o que proporciona
(16) también en este caso.

Reciprocamente, si se verifica (16), cabe sustituir en (13) para eliminar f 6 g y obtener la igualdad. En efecto, asumiendo
que podamos escribir f7 = rg? c.t.p. para alguna constante r (necesariamente no negativa, puesto que f y g se suponen no
negativas), la sustitucion en el primer y en el segundo miembro de (13) de la expresién de f derivada de esta representacion

conduce, respectivamente, a

rl/ﬂ/g1+11/l7d‘u :rl/P/qu#,

1/p 1/q
el )" -0

Se procederia de modo similar si, para cierta r > 0, se tuviese g¢ = rf? c.t.p.. O

Teorema 2.22 (Desigualdad de Minkowski) Sea 1 < p < oo, y sean f,g € L (1L). Entonces,

I/p . 1/p . 1/p
{[irsaran} " <{ fuvau} " +{ f1eranf . a7

Demostracion. El caso p =1 es trivial; supondremos, pues, que p > 1, y que p y g son exponentes conjugados. Tampoco hay
nada que probar si || f + g||, = 0, por lo que asumiremos || f 4 g||, > 0. Ademds, el Teorema 1.12 asegura que || f +g||, < oo.
Puesto que
f+glP = 1f+ellf +8lP < (f1+1gh1f +8lP~" = IfIIf +&l”~" +Igllf +8lP~",

2Karl Hermann Amandus Schwarz (1843-1921) fue un matemdtico aleman conocido, sobre todo, por su trabajo en andlisis complejo: lema de Schwarz,
derivada schwarziana, funcion de Schwarz, principio de reflexiéon de Schwarz...; también lleva su nombre, por ejemplo, el teorema que garantiza la igualdad de
las derivadas parciales cruzadas de segundo orden de las funciones de clase C2. No debe ser confundido con Laurent-Moise Schwartz (1915-2002), matemtico
francés creador de la teorfa de distribuciones y receptor, en 1950, de 1la Medalla Fields.
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la desigualdad de Holder permite escribir:

If+8l= [17+elrdu < [ 1711+l du+ [ lgl|f+glr " au

< I£llp I +8)Y Mg + lglp 10f + )7 - (18)

Pero (p — 1)g = p, de modo que el segundo miembro de (18) es igual a

UF 1+ lglp) I1f +gllo.

Teniendo en cuenta, de nuevo, que p y g son exponentes conjugados, se concluye que

1f+gllp =17 +&lls "' < |If o+ llgll

como se requeria. O

Ejemplo 2.23 Sean p, f, g como en el enunciado del Teorema 2.22. Probar que se da la igualdad en la desigualdad de Minkowski
a7):

(i) Para p =1, si, y sélo si, c.L.p. se tiene, o bien fg =0, o bien sgn f = sgng.
(ii) Para p > 1, si, y sélo si, sf =tg c.t.p., donde syt son constantes no negativas, no simultdneamente nulas.

Resolucion.

(i) p=1: se cumple que /(|f\ +|g| —|f+g|)du > 0, con igualdad si, y sélo si, |f+g| = |f| + |g| c.t.p.. Como |f+g|y

|f] + |g| son no negativas, la identidad | f + g| = | f| + |g]| c.t.p. equivale a

fr2fs+gt = (f+g) =If+sl = (f1+1g)* = IfP +2I sl + g ctp.,

que, tras simplificar, se reduce a fg = |fg| c.t.p., lo cual ocurre si, y sélo si, fg > 0 c.t.p., condicién equivalente a la

enunciada.
(ii) p > 1: suponiendo que se da la igualdad en la desigualdad de Minkowski, distinguimos dos posibilidades.

= Si || fll,llgll, =0y, digamos,

fllp =0, entonces f =0 c.t.p., y de forma obvia se verifica que sf = rg c.t.p. para

t = 0y cualquier s > 0; sucede andlogamente cuando |[/g||, = 0.

= Si ||f][,llgll, > O (en cuyo caso, ||f+¢gll, = | fll, +lgll, > 0) y se tiene la igualdad en (17), también debemos
tenerla en (18), lo que obliga a que la desigualdad triangular |f + g| < ||+ |g| sea una igualdad c.t.p. y a que se dé
la igualdad en dos desigualdades de Holder. Esta dltima restriccion entraia que

Y
AR G+ 1~ sl

c.t.p.,

o bien
lgllp1f1=1fllplgl ctp.

f+el=If1+lgl c.tp., las
funciones f y g deben ser simultineamente nulas o tener el mismo signo c.t.p. (tal como se vio en (i)), y se concluye

Por consiguiente, sf = *zg c.t.p., donde s = ||g||, > 0y r = || f||, > 0. Como, ademis,

que sf =tgc.t.p., cons,t > 0.

Reciprocamente, asumiendo que sf = rg c.t.p. para ciertas constantes s,z > 0, no simultdneamente nulas, y, sin pérdida de

generalidad, que s > 0, de modo que f = rg c.t.p. con r > 0, basta sustituir directamente en (17) para comprobar que se
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obtiene la igualdad:

v fova (e}

Cuando p y g son exponentes conjugados y ¢ — 1, necesariamente p — oo (cf. (12)). Esto sugiere considerar p = 1,
g = o0 como exponentes conjugados y establecer andlogos de la desigualdad de Holder (Teorema 2.20) para este caso, y de la
desigualdad de Minkowski (Teorema 2.22) para el caso p = o. Dichos andlogos se corresponden con los Teoremas 2.24 y 2.26,

respectivamente.
Teorema 2.24 Si f € L' (u) y g € L=(u), entonces fg € L'(u), con ||fglli < || f||1 gl

Demostracion. Como |g| < esssup|g| c.t.p. (cf. Ejemplo 2.57 del Tema 1), tenemos que |fg| < |f|||g|l~ c-t.p.. Por tanto, fg es
integrable, y basta integrar esta tltima desigualdad para obtener el resultado. O

Ejemplo 2.25 Sean f € L' () y g € L=(u). Probar que || fglli = ||f]1|gll- si, y s6lo si,
f#0.

gl = |lgllw c.t.p. en el conjunto donde

Resolucion. La desigualdad || fg|l1 < [|f]|1 |lg]l puede ser escrita como

[ Vsl < gl [ 1f1dn.

o bien

L1 glle =gl i = [ 17101l 1g) du >0,
E

donde E = {x: f(x) # 0}. Como |f|(||gll~— |g|) x& = O c.t.p., una condicién necesaria y suficiente para que se dé la igualdad
en la desigualdad anterior es que |g| = ||g|| en c.t.p. de E. O

Teorema 2.26 Si f,g € L*(1), entonces || f + |l < || f|eo + 1|&]]co-

Demostracion. Véase, de nuevo, el Ejemplo 2.58 del Tema 1. O
Ejemplo 2.27 Sean f,g € L™ (u). Demostrar que

1+ &lle = 1110 + llgleo (19)
si, y solo si, para todo € > 0 se verifica que

s [fO)I> 1Sl — €N {x s [g(x)] > llglleo — €} N {x: f(x)g(x) = 0}) > 0.

Resolucion. Asumiendo esta tltima condicién, dado € > 0 se cumple que

p({x s £ () + 8 > 1l + 8]l —2€1)
2 u({x: 1f > (11l — €3 0 {x - [g(x)| > [Iglleo — £} N {x: f(x)g(x) > 0})
> 0.

En efecto, todo x que pertenece al conjunto del segundo miembro también estd en el del primero:

[1£lleo +11gle — 28 < [f(x)] + |g(x)] = 1/ (x) + g (%),
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y basta con aplicar la monotonia de u. Por tanto,
1 +8lleo > 11l + llgllo —2€

(st [1f + 8lleo < [Iflleo + 8]0 — 28, serfa | f + g| < [|f +glleo < [ fllew + [|8leo — 28 c.t.p., asi que p({x : |£(x) +g(x)[ > || fle-+
||l —2€}) = 0). De la arbitrariedad de € > 0 se infiere que || f + gl > || f]l + |I&]

«, ¥ combinando esta desigualdad con la

de Minkowski (Teorema 2.26), se concluye (19).

Reciprocamente, asumiendo (19) y dado € > 0, pongamos

A= {x: @) > /1l — e} {x: [g00)] > llglle — €}, My = {x: |F)] < [1f]l-},
B={x:|f(0)|+1g(@)| > |f +gll-—€}. M, = {x:g()] < gl },
C={x: f(¥)g(x) > 0}.

Seax € A“NM;NM,. Siocurre que |f(x)] < || f]l — &, entonces
I+ 18D < ISl — &+ llglle = I/ + 8l — &,

asf que x € B°. Similarmente, [g(x)| < ||g[| — € implica x € B®. Asi pues, AN MyNM, C B, o bien B C AUM{UM;. Como
,u(MJ‘;) = 1(Mg) =0, se sigue que

u(BNC) <u(ANC) = p({x: [f(x)] > [|Iflle — et N {x:[g(x)] > llgll — €} N {x: f(x)g(x) = 0}).

Pero el conjunto
BNC = {x:[f(x)+8(x)[ > [If+gllo—&}

tiene medida estrictamente positiva, pues de lo contrario || f + || — € serfa una cota esencial de |f + g| menor que || f + g||«-

Esto completa la prueba. O
Como ya habfamos adelantado, si identificamos las funciones que coinciden c.t.p., las normas (2) y (3) hacen de L”(u)
(1 < p < ) un espacio métrico, cf. Proposicién 1.3. En la préxima Seccién 3 probaremos que estos espacios métricos son

completos, lo que significa que los correspondientes espacios normados son de Banach, y estudiaremos algunas consecuencias

que se derivan de esta estructura.

Teorema 2.28 Para 1 < p <o, la aplicacion p,(f,g) = || f — gl| p define una métrica en LP(1): cualesquiera sean f,g,h € LP (1),
() pp(fr8) =0;
(i) Pp(fr8) =0 si,y solo si, f =g
(iii) pp(f;8) = pp(g:f);

() pp(f:8) < pp(fsh) +pp(h:g).

Demostracion. Se verifica (ii) en virtud del convenio relativo a la identificacién de los elementos de L” (1) que coinciden c.t.p.,
mientras que (iv) se sigue inmediatamente de la desigualdad de Minkowski (Teoremas 2.22 y 2.26). Los enunciados restantes

son obvios. ]
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3 Otras propiedades de los espacios L”

3.1 Completitud

En esta seccién probaremos que, para 1 < p < oo, L (1) es un espacio de Banach, es decir que, provisto de la distancia p,, del
Teorema 2.28, LP () es un espacio métrico completo: toda sucesién de Cauchy respecto de esa distancia converge, en la misma

métrica, a un elemento del espacio. En este punto, es oportuno citar las palabras de W. Rudin®:

El paso de la teoria de la integracion de Riemann a la de Lebesgue es un proceso de complecion, de la misma

Sfundamental importancia en andlisis que la construccion del sistema de los niimeros reales a partir de los racionales.

Teorema 3.1 (Riesz-Fischer) Si 1 < p <oy {f,},_, es una sucesion de Cauchy en LP (1), entonces existen una funcion f y
una subsucesion { f, };_ | tales que 1im;_e fo, = f c.t.p.. Ademds, f € LP (W) y limy—seo || fu — f|| , = 0.

Demostracion. Por hipdtesis, || fu — fin||, — 0 cuando n,m — oo. Construimos una subsucesion {f,, };_ | de {f,},_, satisfaciendo

1
| o —fnin <% (ieN), (20)

mediante el siguiente proceso inductivo:
» dado € = 27!, existe n; tal que || f,, — fi, I, < 27 (n>m);
= dado & =272, existe ny > ny tal que [|f, — fi, ||, < 272 (n > mo); en particular, || f, — fu, ||, <27

= suponiendo elegido n; tal que || f, —fnin <27 (n>mn;), existe n;y1 > n; tal que Hf,, — fuis ||p <27H) (n > miy); en

particular, || fu, | — fu; » < 27

k o0
Pongamos g = Z | S — fni‘ (keN)yg= Z | frier — fou ] La desigualdad de Minkowski (Teorema 2.22), en combinacién
i=l i=1

con (20), proporcion;u

k k k 1 2—1_2—(k+1) 1
Iell, = || X Voves =l | < Eollfies = full, < ¥ 3= o7 =1-5r <1 (keN).
i=1 Pi=1 i=1

Aplicamos el lema de Fatou (Teorema 2.4 del Tema 2) a la sucesion de funciones medibles no negativas {g};>_,, para obtener

p— [ (i ”)d <1i 'f/ Pdu < 1.
lells /(kg{}ogk < liminf [ g du <

Por tanto, g es finita c.t.p. y, en consecuencia, la serie
fnl + Z (fni+l - f"i)
i=1

es absolutamente convergente c.t.p.. Definimos f como la suma de esta serie donde converge, y arbitrariamente (por ejemplo,

k=1
f = 0) donde no converge. Como f,, + Z (f,,i+1 —fn,.) = fu, (K €N, k>2), se sigue que f = lim;_,e f;, c.t.p.. Cada funcién
i=1
de la subsucesion {f;, } -, estd definida excepto quiza en un conjunto de medida nula, asi que f sélo estd definida en el mismo

sentido; pero queda garantizado que representa un tnico elemento de LP(u).
Ahora queremos probar que f € LP(u) y que la propia sucesion { f,},_, converge a f en la topologia de este espacio. Dado
€ >0, existe N € N tal que n,m > N implica || f, — fin||, < €. Por el lema de Fatou,

[17=tal? an= [ (tim1 i~ ful? ) dp < timint [ 17, ~ ful? dp < (m>N). e

3W. Rudin: Real and complex analysis, McGraw-Hill, 1987, p. 6.
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Luego, f — fy, y por lo tanto f = (f — fy) + f, estdn en el espacio vectorial L”(u). Ademds, en virtud de (21), || f — full, < €
param > N, lo que completa la demostracién. O

Consideramos por separado el caso p = oo, en el teorema siguiente.

Teorema 3.2 Sea {f,},_, una sucesioén de Cauchy en L (). Existe una funcion f tal que lim, . f, = f c.t.p., f € L"(u), y
limy, o0 || fn — fl]oo = O.

Demostracion. Usamos el hecho de que una funcién es mayor que su supremo esencial solamente en un conjunto de medida

nula. Escribimos

Apm ={x [ fu(X) = @) > | fu = fullo} s Bo={x:[fu(x)] > || fullo} (n,m € N).

Si

E= ] AumUl B,
n,m=1 k=1
n#m
se tiene que p(E) =0y para cada x € E€, {f,(x)},_; es una sucesién de Cauchy, cuyo limite denotamos por f(x). Extendemos
f aX definiendo f(x) arbitrariamente en x € E.

Dado € > 0, existe N € N tal que n,m > N implica || f, — fin||.. < €. Six € E€, entonces

(%) = fin () < NI fo = finlloo <€ (n,m = N),

y haciendo n — oo encontramos que |f(x) — fi,(x)| < €. Sigue que |f| < |fn| + € c.t.p. y, por lo tanto, f € L*(u); de hecho, por
construccién f es un elemento bien definido de L (), como en el caso 1 < p < oo del Teorema 3.1. Finalmente, también se

tiene que || f — finll.. < €, lo que prueba el resultado. O

3.2 Relaciones de inclusion

En esta seccién exponemos los resultados de A. Villani* que caracterizan los espacios de medida (X,.#, i) para los que se tiene
alguna relacién de inclusién entre los espacios LP (it).

Comenzamos con un lema previo.

Lema 3.3 Sean 1 < p,q < oo. La inclusion conjuntista LP (i) C LI(u) implica que la aplicacion inclusion v : LP(() — LI(U) es

continua.

Demostracion. Si lim,_,. f, = f en LP(), entonces {f,},_, tiene una subsucesién que converge a f c.t.p. (Teoremas 3.1 y
3.2); la conclusién deseada se desprende facilmente del teorema del grafo cerrado®. En efecto, si lim,_e fa=fenLP(u)y
limy, e tf = limy, o0 f, = g en L9(p), la sucesién {f,},_; contiene una subsucesién convergente a f c.t.p. y a g en LI(u), la
cual admitird, a su vez, otra subsucesion convergente c.t.p. a 'y a g; la unicidad del limite obligard a que f = g c.t.p., es decir,

1f = g c.t.p., como se pretendia. O

Denotemos por .} la coleccién de todos los conjuntos E € . de medida positiva.
Teorema 3.4 (Villani) Las siguientes condiciones sobre el espacio de medida (X, L) son equivalentes:
(i) LP(n) C Li(u) para ciertos p,q € [1,0] con p < q.

(if) infge s W(E) > 0.

4A. Villani: Another note on the inclusion LP () C LI(u), Amer. Math. Monthly 92 (1985), 485-487.
STeorema del grafo cerrado. Sean X, Y espacios de Banach y 7 : X — Y un operador lineal con la siguiente propiedad: para cada {xn}5_, C X tal que existen
limy—ye0 X, = X'y limy, 0o Tx, =y, se verifica que Tx = y. Entonces, T es continuo.
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(i) LP(u) C Li(u) para cualesquiera p,q € [1,o0] con p < q.

Demostracion. (i) = (ii) Por el Lema 3.3 y la caracterizacién de la continuidad de los operadores lineales entre espacios
normados (Teorema 1.9), existe una constante k > 0 tal que || f||, < k|| f||, para toda f € LP(u). Sea E € ¥ con 0 < p(E) < oo,

y particularicemos f = yg € L”(U) en esta caracterizacién.

® Si g = o, de modo que ||xz||- = 1°, entonces

1= 2]l < kllxell, = kp(E)'?,
probando que u(E) > k7.
» Si g < oo, entonces U(E)'/4 < ku(E)'/?y, por lo tanto, w(E) > kr4/(r=4),

Como las estimaciones obtenidas son, evidentemente, vélidas también cuando y(E) = oo, queda probado (if).
(if) = (iii) Sea f € LP(u), y sea E, = {x : | f(x)| > n} (n € N). Entonces,

£ = [1oran= [ 117 du = nu(E,)

implica i (E,) — 0 cuando n — oo, de modo que, por (if), algtin ny € N es tal que i (E,) = 0 si n > ng (de lo contrario, existiria
una subsucesién {Ey, }7> | C . con lim;_. it(E,,) = 0, contraviniendo (if)). Asi pues, |f| < ng c.t.p.. De la arbitrariedad de f

se infiere que LP (1) C L*(u), y de aqui, que LP(u) C L?(u) para cualquier g > p:

7l = [ Usiau = [0 1P an < IF1S7 1Al <o (€ 7).
(iif) = (i) Esto es trivial. O
Sea ahora .7, la coleccidn de todos los conjuntos E € . de medida finita.
Teorema 3.5 (Villani) Las siguientes condiciones sobre el espacio de medida (X, , L) son equivalentes:
(i) LP(u) D LI(u) para ciertos p,q € [1,) con p < q.
(i) supgc. H(E) < o
(i) LP(u) D L(u) para cualesquiera p,q € [1,00) con p < q.

Demostracion. (i) = (ii) Como antes, el Lema 3.3 proporciona una constante k > 0 tal que || f||, < k|| ]|, para toda f € LI(u);
sigue que (E) < k4/(4=P) para todo E € . con 0 < (E) < co. Esta estimacién vale trivialmente si (E) = 0, y, por tanto, es
cierta siempre que E € .., lo cual proporciona (ii).

(if) = (iii) Dada f € LY(u), sea E, = {x: (n+1)~! <|f(x)| <n~'} (n € N). Entonces

(En) < (n+1)"/|f\"dl«l=(n+1)"||f||Z<°° (neN),

asf que Z U (E,) < c. En efecto: de lo contrario, y ya que los E, (n € N) son disjuntos dos a dos, podriamos escribir
n=1

0o k k
o0 = u(En)zlimZu(En)zgggcu<UEn>
=1

n kﬁwn:l n=1

SPara cualquier conjunto medible E con p(E) > 0, se tiene ||zl = 1. Justifiquemos esta afirmacién; por comodidad, denotaremos ||z ||« = a. Como
{x: xe(x) > 1} = 0, necesariamente ¢ < 1. Se sabe que g < ¢ c.t.p. (cf. Ejemplo 2.57 del Tema 1); si @ < 1, serfa xg < 1 c.t.p., estoes, {x: xg(x) > 1} =E
tendria medida nula, una contradiccién. Se concluye que o = 1.
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con {U/,‘l:] En}k_l C Y%, contradiciendo (ii). Ahora, para p < ¢ se verifica

. - .
£l = [1firdu= [ fraw+ Y [ iprap< [1f0au Y o (E) < 171+ Y R(E) <o
= fisran= [ rane X[ iedns [ieane B uis) <l e

lo que demuestra, por la arbitrariedad de f, que L(u) C LP(u).
(iii) = (i) Esto es trivial. O

En el Teorema 3.5 se excluye g = o del rango de exponentes considerado. La razén es que, como veremos a continuacion,

L=(p) C LP(u) para algin (equivalentemente, para todo) p con 1 < p < oo si, y s6lo si, (X) < oo (cf. Ejemplo 1.16).
Teorema 3.6 Las siguientes condiciones sobre el espacio de medida (X,.7, 1) son equivalentes:
(i) LP(u) D L™(u) para algiin p € [1,00).
(i1) p(X) <
(iii) LP(u) D L™(W) para cualquier p € [1,00).

Demostracion. (i) = (ii) Si existe p € [1,00) tal que L™(p) C LP(u) entonces, en particular, para la funcién f =1 € L*(u) se
obtiene

m(X) =./|f|”du < oo,

(i) = (iii) Si p(X) <oy f € L™ (1), entonces
J1sran <7z p(x) <o (1< p <o)

(iif) = (i) Evidente. O
Concluimos con algunos ejemplos relativos a los Teoremas 3.4 y 3.5.
Ejemplo 3.7

(i) Demostrar que, para 1 < p < oo, los espacios (P de sucesiones (Ejemplos 1.5 (iv), (v)) son los espacios LP (X, 1) asociados

a un espacio de medida (X, , L) apropiado.
(ii) Escribir las expresiones de las desigualdades de Hélder y Minkowski para estos espacios.
(iii) Probar que ' C{P C 4 C (> (1<p<g<o).
Resolucion.

(i) SiX =N, ¥ = Z(N) es la o-dlgebra formada por todos los subconjuntos de N, y u. : Z(N) — [0,00] es la medida

cardinal o medida contadora (counting measure, en inglés), definida por

#FE, #E finito
He(E) = .
oo, #FE infinito,

entonces, claramente, toda aplicacién x : N — R es medible. Si, por abuso de lenguaje, identificamos estas aplicaciones

=

con su rango, x = {x(n)};;_,, obtenemos sucesiones de nimeros reales. En este espacio de medida, para 1 < p < eo,

o

Jirane= [ rdpe= Y [ e = X )P ) = B el

=111 n=1

Ademads, como el tnico conjunto de medida nula es el vacio, toda sucesion esencialmente acotada estd acotada, y la norma

del supremo esencial coincide con la del supremo. Se concluye que LP (N, u.) = 7 (1 < p < o0).
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(ii) Lo anterior permite discretizar las desigualdades de Holder y Minkowski (cf. Teoremas 2.20 y 2.22), que se expresan,

o o p ¢ o 1/q
;|X(H)Y(n)| < {le(nﬂp} {ZIW("W} :

- 1/p - 1/p - 1/p
{Z;X(n)ﬂ(n)l”} < {Z}IX(H)I”} +{ley(n)”} :

Admitiendo también los exponentes conjugados p = 1, g = o en la desigualdad de Holder y el exponente p = < en la de

respectivamente, en la forma:

Minkowski (cf. Teoremas 2.24 y 2.26), estas se convierten, respectivamente, en:

. +((n)] < X I suplo(o)

neN

sup [x(n) +y(n)| < sup |x(n)|+sup|y(n)|.
neN neN neN

(i) No es dificil dar una demostracion directa de estas inclusiones: si x € £ (1 < p < o) entonces, por la condicién necesaria
para la convergencia de series, lim,_,.x(n) = 0; y ya que toda sucesién convergente estd acotada, x € £*. A partir de aqui,

procediendo como en la demostracién del Teorema 3.4, se prueba que x € ¢4 para todo g con p < g < oo:
Ixllg = Y [x(m)|? =Y e(m)| 77 x(m)|P < ||x]|477 Z ()P = (x| x|}y < oo
n=1 n=1

No obstante, el resultado es inmediato a partir del Teorema 3.4, porque para la medida cardinal y, sobre . = Z(N) se

cumple, claramente, que infge o) U(E) =1 > 0. O
Ejemplo 3.8 En el Ejemplo 1.16 se dio una demostracion directa de la inclusion LI(u) C LP(u) para 1 < p < g < oo, cuando
B(X) <eo.

(i) Obtener este resultado como consecuencia del Teorema 3.5.
(it) Dar un ejemplo concreto de espacios LP que guardan esta relacion de inclusion.

Resolucion. Si [(X) < oo entonces, evidentemente, supg. o U(E) = 1(X) < eo. Un ejemplo concreto de espacios L” que
guardan esta relacién de inclusién son los espacios L”[a,b], donde [a,b] C R es cualquier intervalo acotado con la medida de

Lebesgue. O

El siguiente criterio serd ttil para la resolucién del Ejemplo 3.10.

Proposicién 3.9 (Criterio de comparacién en el limite) Sean f, g : (a,00) — [0,00) funciones medibles, con g > 0, tales que f,

g son integrables en (a,b) para cualquier b > a, y existe

" g (x)
Se verifica:
(i) SiL € (0,00), entonces f es integrable si, y sélo si, g es integrable.
(ii) Si L =0, entonces g integrable implica f integrable.
(iii) Si L = oo, entonces f integrable implica g integrable.

Demostracion.
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(i) SiL € (0,0), existe M > 0 tal que

asf que, para x grande,
L 3L
S8l < f(x) < = g

(if) SiL =0 entonces, para x grande, f(x)/g(x) < 1, asi que f(x) < g(x).

(iii) Si L = oo entonces, para x grande, f(x)/g(x) > 1, asi que f(x) > g(x). O

Se puede establecer un criterio andlogo al de la Proposicién 3.9 para funciones definidas en un intervalo (0, a), reemplazando
en el enunciado x — e por x — 0 y suponiendo integrabilidad en (b,a) para cualquier 0 < b < a.

Ejemplo 3.10 Dada f(x) = x~'(1+|Inx|) =2, demostrar que:
(i) La funcion f es integrable en (0,).
(i) Si 1< p < oo, entonces g, = f'/P € LP(0,00) \ L=(0,0) .
(iit) Si, ademds, 1 < q < ooy q# p, entonces g, ¢ L1(0,0) .

Por tanto, existen espacios de medida (X ,.7 | |1) donde los correspondientes espacios LP () no guardan entre si ninguna relacion

de inclusion.

Resolucion. Se tiene que f € L' (0,0):

© 1 © 1 0 1 © 1
- :/ 7dt:/ 7dt+/ — _dr=2.
/o 1+ )2 T L ])? L2 YTy U2

Es claro que si 1 < p < ooy llamamos g, = f/7entonces gp € LP(0,0). Sin embargo, g, ¢ L1(0,0) paral < g < ooy g#p

porque

/oo ! dx—/1 ! dx+/w ! dx
o x4/P(14|Inx|)2a/P =~ Jo x4/P(1+|Inx|)2a/P 1 x4/P(1+|Inx|)2a/p "

donde la primera integral es infinita si ¢ > p, y la segunda lo es si ¢ < p, como se comprueba aplicando el criterio de comparacién

en el limite (Proposicién 3.9) con las integrales

b /s
— _)C:oo7 — x:cx),
0 X 1 X

respectivamente. En efecto: si a > 0, entonces x* Inx — 0 cuando x — 0; luego, para0 < x < 1,¢ > pyr=g/p > 1, encontramos

que

1 1 1 r-1 —2r
rrra iy i yraeny e LA € Sl ] — oo do x — 0.
x (14 |Inx[)2 " x  x (1 —1Inx) {x ( nx) cuando x

Similarmente, si @ < 0, entonces x* Inx — 0 cuando x — eo; luego, para 1 <x < oo, g < pyr=gq/p < 1, resulta

—2r
—— o0 cuando x — oo,

__ 1 .1 { ta (1+1 )}

= |x 7 nx
x (14 |Inx|)? "~ x

Ademis, g, ¢ L*(0, ) porque g,(x) — oo cuando x — 0.

Notese, por dltimo, que cualquier funcién constante estd en L*(0,e0), pero no en LP(0,e0) para 1 < p < oo (cf. Teorema

3.6). O
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33 Elrango0<p<1

Hasta ahora, hemos venido estudiando los espacios LP(i) cuando 1 < p < oo, aunque la Definicién 1.11 y el Teorema 1.12
permanecen vdlidos si se extiende p al rango 0 < p < 1. No obstante, para p en este rango, el espacio vectorial L” (i) no es un
espacio de Banach. La razén fundamental es que, como veremos a continuacién, cuando 0 < p < 1 la funcién (2) no satisface
la desigualdad triangular, es decir, no es una norma sobre L” (). Aun asi, es posible dotar a este espacio de una estructura de

espacio métrico completo (no normable), tomando como distancia
dp(f,8) = IIF —elly  (f g € LP (1))
No profundizaremos en el andlisis de tal estructura.

Proposicion 3.11 Sean 0 < p < 1 y q un niimero real tal que p+ q = pq (nétese que q < 0). Sean también f, g dos funciones
medibles no negativas, con f € LP(l).

1/ 1
(i) Si /quu > 0, entonces /fgdu > {/fpdu} p{/quu} q.

1/ 1/ . 1/p
(ii) Sig e LP(u), entonces {/(f—l—g)”d,u} p2 {/f”du} p—i—{/g”du} ].

Demostracion. Supondremos, ademads, que /fgd/.L < ooy /gq du <ooen (i), y que 0 < /(f—i—g)p du < oo en (ii), pues de lo

contrario no hay nada que probar.
(i) Sean p’ =1/py ¢ el exponente conjugado de p’, de modo que 1 < p’, ¢’ < oo. Nétese que

1 1 1 1
/P'(1,> =p —l=——1=—-
Pq P P q

implica —pq’ = g; en particular, g < 0.

Pongamos y = (fg)?, ¢ = g~ P; las funciones ¥, ¢ son medibles no negativas. Ademds, Y € 74 yoQe L7, porque
vl = (1) =fg 9T =g =g,

y se ha supuesto que fg y g7 son integrables. Por la desigualdad de Holder (Teorema 2.20),

. - e ¢ oo 1/
/Wduﬁ{/w”du} {/qudu} :

Como y¢ = fP, l/ﬂ’/ =fgy q)q' = g9, esta desigualdad se convierte en

[rrans< {/fgdu}l/p, {/quu}l/ql.
(Joar”

Si dividimos los dos miembros por

que se supone positiva y finita, resulta

{[rrau} {/g"du}_l/q’ < {/fgdu}w.
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Finalmente, elevamos ambos miembros a 1/p para obtener

{/f”du}l/p{/quu}l/pql < {/fgdu}l/pp/,
{/f"du}l/p{/gwu}l/q < [ fedu.

(ii) Ahora se asume que f,g € LP(u) y, adicionalmente, que la funcién (f 4 g)?~1)4 = (f + g)? es integrable, con integral
positiva. Aplicando (i) a cada uno de los sumandos del segundo miembro de la igualdad (f +¢g)” = f(f +&)? ' +g(f+

o bien

2)P~ !, resulta:

/(f+g)”du =/f(f+g)”’1du+/g(f+g)f’*‘dy
([ {firso " fro) " {frsn
[ oy | oser)”

Sin més que dividir ambos miembros por
1/q
{/(J“rg)”du} ,

que suponemos positiva y finita, se infiere la conclusién deseada. O

Completaremos la seccién con un contracjemplo donde se muestra que la desigualdad en el apartado (ii) de la Proposicién

3.11 puede ser estricta.

Ejemplo 3.12 Sean f = X012, 8 = X(1/2,1)- Probar que f, g son funciones en L¥[0,1] (0 < p < 1) tales que

{/Olf”dx}l/p+{/01g”dx}l/p< {/Ol(f+g)ﬂdx}l/p.

Resolucion. Se tiene, en efecto:

1 1/p 1 1/p 1 1 1/p
{/0 fpdx} :{/0 gpdx} = 5i/p {/0 (f—i—g)pdx} =1,

con21-1/P < 1. O
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