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TEMA 3: ESPACIOS L” e« PROBLEMAS RESUELTOS 1/19

1 Espacios normados, espacios de Banach y espacios L”

1.1 Espacios normados y de Banach

1. Sea (X,||-||) un espacio vectorial normado. Demostrar la equivalencia de los siguientes asertos:

a) X esun espacio de Banach.

b) Toda serie absolutamente convergente de elementos de X es convergente en X: si {x,}. ; C Xy Z 1] < oo,
n=1

=3

entonces Z X, converge en X.
n=1

n =)

Resolucion. a) = b) Sea s, = Z x; (n € N) la n-ésima suma parcial de la serie Z x. Dado € > 0, existe N € N tal que
k=1 n=1
m >n > N implica
m m oo
bsn—sall=| ¥ wuf|< ¥ i< ¥ lIul<e.
k=n+1 k=n+1 k=n+1

Esto significa que la sucesién {s, },_, es de Cauchy en X, y al ser X completo, converge.

b) = a) Sea {x,},_, una sucesion de Cauchy en X. Construimos una subsucesion {x,,, },._, de esta sucesion haciendo

Xn, = 0y eligiendo

1

n €N: ||xnlfxm|\<§ (m>ny)
1

ny >ny: 1%, — X || < ) (m>ny)
1

g > N : Hxnk —me < 7 (m > ny).

Entonces ) .
Ll = [l < o1+ X o <=

Como, por hipétesis, Z (xnk —an) es convergente, sigue que
k=1

s

(x”k - x"k—l) = ,,lllg}x, ('x"k _'xnk—l) = n!liE)IlQXnm'

1 k=1

X =
k

Si una sucesi6én de Cauchy admite una subsucesién convergente, la propia sucesién converge. Por tanto, {x, },_, converge,
y X es completo. O

2. Probar, mediante un contraejemplo, que el reciproco del enunciado del Ejercicio 1 b) es falso, es decir, que no toda serie

convergente en un espacio de Banach converge absolutamente.

Resolucion. Recordemos que en el espacio de Banach mds simple, (R, |- |), la serie alternada

© (1 n+1
) () Y
n=1 n

(cuya suma se obtiene evaluando en x = 1 el desarrollo de Maclaurin de la funcién y = In(x+ 1)) no es absolutamente
convergente, ya que

= 09, D

S| =
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1.2 Espacios L”: definicion y primeras propiedades

3. Demostrar que si f,g € L' (1), entonces | £ +gz|1/2 eLl ().

Resolucion. Se tiene que | —|-g2|1/2 <|fl+lg

, donde la funcién mayorante es integrable. O

4. Probar que si 0 < a < o0y 0 < p < oo, entonces:

a) x~ /P € LP=°(0,a) si 0 < 6 < p, pero no si ¢ = 0.

b) x~'/P(In1/x)~%/P € LP*°(0,a) si 6 = 0, pero no si ¢ > 0.
Resolucion.

a) Esto es inmediato: si 0 < 0 < p,

a 1 a 1 px"/l’
/0 x(p—0)/p dx_/o xl-o/p dx = c

a 1 a 1 a
/ ———— dx= lim —dx= limlnx’ = oo,
0 x(1/p)p 1/n

n—e J1/p X n—oo

a pac/P

il

0 o

sioc =0,

: . -1 e e
b) Si ¢ =0, integramos sobre (n~',a) para obtener (Ina~') " — (Inn)~!, con limite finito cuando n — oo

a 1 4 a 1 4 lna | P 1 {Ina
/l/n x(1/P)P(In1/x)@/P)p = /1/n x(Inx)? = /_mnﬁ s
1 1

1
e cuando n — oo,
Ina Inn Ina

Si o > 0, que la integral es infinita se sigue del hecho de que & > 0 implica x* Inx — 0 cuando x — 0:

1 1 1 1 1 1
AP0 (In1 /) @/P)pFe) " x — xFo/p(inx)2(10/r) " x T2~ (5 e e
cuando x — 0, donde r =1+ o /p > 1 (cf. Ejemplo 3.10). O
5. Demostrar que si 0 < a < o0y 0 < p < oo, entonces Inx~! € L?(0,a).
Resolucion. Aplicaremos el criterio de comparacion cerca del origen. Se tiene que
(lnx_l)p (=1)?(Inx)?P L P
Py iy S (xzp ]nx) —0

cuando x — 0. Por tanto, para x pequefio, (Inx~!)” < x~!/2, donde la funcién mayorante es integrable en (0,a). O

6. Probar que si 0 < a < oo, entonces e'/* ¢ L”(0,a) para ningtin p, 0 < p < oo,
Resolucion. Si o > 0, entonces t%e'/! — oo cuando t — 0. Por tanto, para x pequefio, (el/x)p > x L

("

—i :x(el/x)P: (xl/pel/x)l’_>°o

cuando x — 0. Por otra parte, es claro que e'/* no esta acotada en (0,a) y, siendo continua, tampoco estd esencialmente
acotada. O
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7. Demostrar que x~ /(14 |Inx|)~" € LP(0,e0) si p =2, pero no si p # 2.

Resolucion. Este ejercicio se reduce al Ejemplo 3.10.
= Si p =2, integramos explicitamente sobre (0, 1) y (1,0) para obtener una integral finita.
= Sip>2, /(;l xP/2(1 —Inx) " dx es infinita, como en el Ejercicio 4 b).
s Sip<2, /1°°x_p/2(1 +1nx)"? dx es, de nuevo, infinita, por comparacién con /;Ox_l dx.
Desarrollemos la resolucién con més detalle.

a) Para p =2 tenemos (cambio de variable Inx = ¢, con dt = dx/x y t entre —oo y 0):

1 1 d 0 1 d 1 0 |
_— = = =
/0 x(1—Inx)2 * /700(1—1‘)2 l—t‘foc ’

y también (cambio de variable Inx =, con dt = dx/x y t entre 0 e oo):

°° 1 © 1 1 =
—— dx = dt = — ’ =1
/1 x(1+1nx)2 /o (1+1)? T+1lo
Por tanto, la integral es finita y vale 2.
b) Si p > 2, comparamos con x~! en (0, 1): se tiene

1 1 1 !
m X xP/2-1(1 —Inx)P [x%(l —lnx)r

1 1
N P (x® — x%1Inx)” x50 =
(x » —x 2 lnx)

yaque ot = Pz > 0y en tal caso, xX* — 0 y x*Inx —— 0. La integral es infinita.
2p x—0 x—0
¢) Si0 < p <2, comparamos con x~ ! en (1,0): se tiene

1 1 1 1

xP2(1+1Inx)? " x - xP/2=1(1 4 Inx)P - [x%(l—klnx) !

1 1

B ( p2 p2 )P (2@ x%Inx)? x—eo *

x2 4+x2 Inx

-2
yaque @ = P2 9 y en tal caso, xX* —— 0 y x*Inx —— 0. La integral es infinita.
2p X—yo0 X—>00

Por tltimo, nétese que x~'/2(14|Inx|)~" ¢ L(0,0), porque esta funcién tiende a e cuando x — 0. O
8. Sea f: X — [0,o0) una funcién medible, esencialmente acotada. Probar que si 0 < p(X) < ooy se define

1/n
In:{ fnd“} (I’lEN),

entonces lim,, . I, = esssup f.

Resolucion. Sea M = esssup f, de modo que f < M c.t.p.. Se quiere ver que para todo € > 0, existe N € N tal que n > N
implica |I, — M| < 2.
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Por una parte, como lim,Hoo,u(X)l/” =1,dado 0 < € < M/2, existe n; € N tal que

IngMu(X)l/"<M(1+21;> =M+2e (n>ny). (1)

Por otra parte, pongamos

X(E)={x:f(x)>M—¢}.

Se tiene que

Jrrau= [ o0y uee)

Puesto que ((X(€)) > 0 (de lo contrario, M — € seria una cota esencial de f menor que M), existe ny € N tal que n > np
implica (X (g))'/" > 1—e(M —¢)~". Asi,

B> (M- e)u(x(e)'" > (M —e) (1- -

78):M—28 (n>ny). 2)

Sin més que tomar N > max{n,nz}, la combinacién de (1) y (2) proporciona el resultado que se busca. O

2 Desigualdades

2.1

Funciones convexas

9. Demostrar que toda funcién convexa admite derivadas laterales, luego es continua, en todo punto interior de su intervalo

de definicién. Més precisamente, sean I = (a,b) un intervalo abierto, ¥ : I — R una funcién convexa, y ¢ € I. Entonces:

a)

b)

v es derivable por la izquierda y por la derecha en c. De hecho, en la notacién del Corolario 2.5,
Vv (c)=sup{y.(x):xel, x<c}, V. (c)=inf{y.(x):x€1 x>c}.

V¥ es continua en c.

Resolucion.

a)

Nos apoyaremos en el hecho de que la funcién y, es creciente (Corolario 2.5). Tomando ¢ € [ con ¢ > ¢, parax € [
con x < ¢ se tiene W (x) < Y, (¢), luego el conjunto {y,(x) :x €I, x < ¢} es no vacio y acotado superiormente. Si
S es su supremo, entonces ¥’ (c) = S.. En efecto, dado € > 0, por definicién de supremo existird s € 1, con s < c,
tal que Y. (s) > S. — €. Tomando § =c—s >0, paras =c— 0 < x < ¢ tendremos Sc — € < Y, (5) < Ye(x) < S, de
donde |S; — W.(x)| = S. — W, (x) < €. Esto prueba que lim,_,.— W (x) = S,, como se queria. El célculo de la derivada

por la derecha es andlogo.

Supongamos que existe
LY v

x—rc+ X—cC

Entonces,

lim y(x) =y (c)+ lim [y(x) —y(c)]

x—c+ x—c+
_ : v(x) —w(c)
= y(e)+ lim |(xr—c) 2
- im (r—¢) lim YO V()
- lll <C) +xgr?+ ()C C) xggl+ X—cC
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10.

11.

12.

=vy(c).
Anélogamente, si existe
i YO V()
xX—c— xXxX—cC

también existe limy_,.— ¥ (x) = y(c). Como ¥ es continua por la derecha y por la izquierda de ¢, es continua en c.

Compdrese con los Teoremas 2.7 y 2.9. O

2.2 Desigualdades de Jensen y Young

Seanz; >0,0; >0 (i=1,...,n), con Za,- = 1. Probar que
i=1

=

n n
HZiai S Z Q,z;,
i=1 i=1

y que se da la igualdad si, y s6lo si, z; = ... = z,.

Resolucion. En la desigualdad de Jensen discreta (Ejemplo 2.15), tomamos x; =1Inz; (i=1,...,n) y y(x) = ¢ para obtener

n n n
Hzlq" =exp <Z ocilnz,) < Z 07,
' o1

con igualdad si, y s6lo si, todos los z; (i = 1,...,n) son iguales entre si. O
(Desigualdad entre la media aritmética y la geométrica) Demostrar que si & > 0 (i = 1,...,n), entonces
n l/l’l 1 n
[1& <-Yé&,
i=1 ni=
con igualdad si, y sélo si, todos los & (i =1,...,n) tienen el mismo valor.
Resolucion. Este es un caso particular del Ejercicio 10, paraz; =&y oy =1/n(i=1,...,n). O

Supéngase que ¥ es una funcién definida en R tal que yo f es integrable sobre [0,1] y

w(/olfdx>§/01y/ofdx

para toda funcién medible acotada f. Probar que y es convexa.

Resolucion. Si y no es convexa, existen a,b,A,t talesque a < b, A, u >0, A+u =1,y w(Aa+ ub) > Ay(a)+py(d).
Sea [ cualquier nimero tal que 0 </ < A,seam=1—1/A = (A —1)A,ysean=1(1/A —1)=1u/A. Entonces, [,m,n >0
y [+ m-+n = 1. Definimos una funcién medible acotada f sobre [0, 1] de la siguiente manera:

a, x€0,1)
f(x)=<S Aa+ub, xel[l,l+m)
b, x€[l+m1].

Se tiene 1
/ fdx=la+ (Aa+pb)m+nb= (I+Am)a+ (n+ um)b = Aa+ ub,
0
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pero
1
/0 yo fdx=I1y(a)+my(Aa+ ub)+ny(b)
l

= v(Aa+ub) =+ [y(Aa+pub) - Ay(a) - py (b))

< y(Aa+ ub).
Por tanto,

1 1
[veras<u( [ ras).
0 0

una contradiccion. O

2.3 Desigualdades de Holder y Minkowski

13. Justificar la siguiente generalizacion de las desigualdades de Holder (Teorema 2.20) y Minkowski (Teorema 2.22): Sean

(X,.7, 1) un espacio de medida, f,g : X — [0, 0| funciones medibles, | < p < oy p+q = pq. Entonces:

foo<{f o foa)”

a) Desigualdad de Holder:

b) Desigualdad de Minkowski:

{/(f+g)”du}l/p < {/f"du}l/p+{/g”du}l/p.

Resolucion.

a) Llamamos

a={fra)” p={ o}

Los casosenque A=006 B=0, o bien 0 < A,B < oo, fueron discutidos en el Teorema 2.20. Si0 <A < ooy B = oo,

obien A =0y 0 < B < oo, el segundo miembro es infinito, y la desigualdad se verifica trivialmente.

C= {/(f+g)"du}w-

Los casos C =06 0 < C < oo ya fueron contemplados en el Teorema 2.22. Supongamos que C = oo, de modo que

b) Llamamos ahora

f+g¢LP(u). Como, por el Teorema 1.12, LP (1) es un espacio vectorial, si la suma de dos funciones no estd en
LP(u), al menos una de ellas tampoco pertenecerd a este espacio; luego, el segundo miembro es infinito y se da la
igualdad. O

14. Enunciar y demostrar andlogas discretas de las desigualdades de Holder (Teoremas 2.20 y 2.24) y Minkowski (Teoremas

2.22 'y 2.26), similares a la proporcionada en el Ejemplo 2.15 para la desigualdad de Jensen.

Resolucion. Sean a;,b; >0 (i=1,2,...,n). Se verifica:

a) (Holder)Sil<p<ooyl/p+1/g=1,

OCW-ULL 2024 MEDIDA E INTEGRACION
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b) (Holder)

n n
Zaibi < max b; Zai.
i=1 Isisn 5

1/p " 1/p " 1/p
(ai+bi)p} S{Zaf]} +{be} .
i=1 i=1

max (a; +b;) < max a; + max b;.
1<i<n 1<i<n 1<i<n

¢) (Minkowski) Si 1 < p < oo,

™=

{

I
—

d) (Minkowski)

n
Para establecer, por ejemplo, a), setoma X = {1,...,n},a(i) =a;, u({i})=1(i=1,2,...,n),de modo que /adu = Zai,
i=1
y se aplica la desigualdad de Holder (Teorema 2.20).

Alternativamente, basta con particularizar sucesiones eventualmente nulas en las desigualdades discretas obtenidas en el
Ejemplo 3.7. O

15. Probar que
T
/ x Y4senx dx < /4,
0

Resolucion. Aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz (cf. Teorema 2.20):

T T 1/2 T
/ x4 senx dx < {/ x 12 dx} {/ sen®x dx}
0 0 0

- {2\/; Z}m{g}l/z — g4 gl2 = /4, 0

1/2

16. Demostrar que las siguientes desigualdades son inconsistentes para funciones f € L(0, 7):

O | —

/On[f(x)—senx]zdxég, /On[f(x)—cosx]zdxg

Resolucion. Las funciones senx y cosx estdn en L*(0, 7):

T2 T2 T
/ sen xdx:/ cos“xdx= —.
0 0 2

Conjuntamente con la desigualdad de Minkowski (Teorema 2.22) para p = 2, las desigualdades del enunciado implican

2 1
|| senx —cosx|]2 = ||(f —senx) — (f —cosx)|]2 < ||f —senx]|]z+ || f —cosx|, < 3 + 3= 1.
Pero el primer término de esta desigualdad vale /7 > 1:
T
|| senx — cos x||3 :/ (senx — cosx)? dx

0
T T T

:/ senzxdxf/ sen2x+/ cos®x dx
0 0 0
T T

:/ senzxdx+/ cos’xdx =T. O
0 0

17. Probar que si f,g € L'(u), entonces:

a) \/Ifsl € L' (w).

MEDIDA E INTEGRACION OCW-ULL 2024
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b) |f1” |g|? € L'(u) sip,qg € (0,1), p+q=1.

Resolucion. Tomando p = g = 1/2, el apartado @) es un caso particular de b). Para probar b), escribimos |f|? = F,
lg]=G, a=1/p, B=1/q. Entonces o, € (1,0) son exponentes conjugados, con F € L*(u) y G € LP(u), asi que,
por la desigualdad de Holder (Teorema 2.20), FG € L' (u). O

18. Sean f, € L*(a,b) (n € N), f € L*(a,b), y limy_e || f — fl, = 0.
b b
a) Demostrar que / frdx=1lim [ f?dx.
a n—eo Jq

t °t
b) Probar que si a y b son finitos, entonces / fdx= lgn / fadx (a<t<Db).
a n—eJq

r—1

no(_
¢) Verificar los apartados @) y b) para (a,b) = (—n, ), fu(x) = Z ( senrx,y f(x) =
r=1

X
5
Resolucion.

a) La desigualdad de Minkowski (Teorema 2.22), con p = 2, proporciona ‘ £l = 1falla | S 1 F = fully (n €N).
b) Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz (cf. Teorema 2.20),

t t
fdx—/ fndx

b
| [ e ) @ < Vimalr -l @se<binem),

¢) Para comprobar «), integramos explicitamente usando que Z 1/n* = 7% /6; para verificar b), integramos usando la
n=1
serie de Fourier estandar de x — x2.

Procedemos con a):

71:2 13
/fdx— Tax=-1%

/abf,%de/Z[Z( i

r=1

Luego,
lim/ f dx—hm /f dx.

n—yo0
En el desarrollo anterior hemos usado la relacién

(ﬁa,) Za +2 Z ar ag

= rs=1

r#£s
particularizada en

(_1 r—1 -1 r+s
senrx, aras =

a, = senrx sensx (x€[-m,7], ns=1,...,n),

rs
con

/3 1 T
/ senrx sensx dx = 3 / [cos(r —s)x — cos(r+s)x] dx =0.

- -

Procedemos con b). La serie de Fourier de una funcién g tiene la forma

g(x) ~ %0 + Y ancosnx+ by sennx,

n=1

OCW-ULL 2024 MEDIDA E INTEGRACION
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donde los coeficientes vienen dados por

1 T
a, = f/ g(x)cosnxdx (n€Np),
TJ-=m

1 T
by=— / g(x)sennxdx (neN).
TJ-xm
Determinemos la serie de la funcién g(x) = x?>. Como esta funcién es par, los coeficientes b, (n € N) se anulan. Por

su parte, los coeficientes a, (n € Ny) son

1= 2"
a, = 7/ g(x) cosnx dx = 7/ x% cosnx dx.
nT.J)-rx T Jo

Luego,

2 (7 2m?
a():—/ xzdx:l
7w Jo 3

e, integrando por partes dos veces,
r 4

ay = % [ zsennx]o

dxcosnx]” 4 T
=|l—7—| — 2= cosnx dx
n“r |, n°wJo

T
/ xsennx dx
nrw Jo

sen i (=1)" 4
— ——sennx| =(-1)"=.
n* n’rw 0 n?

Ademds, g(x) = x? es el limite uniforme de su serie de Fourier, porque esta funcién admite derivadas de cualquier

orden. Obtenemos asf la representacién

X

=) 2 0
ap T
2 = ?‘an lancosn.x: ?+4n:2 1 (

Fijemos a <t < b; entonces,

t 1 n (_1 r—1 n (_1)r—1 t
fndx:/ Zisenrx dx = 27/ senrx dx
-7 -7

r

(cosrt —cosrm)

r=1 r=1
n (_l)r n (_l)r n 1
= ; 2 [cosrt —(—1)] = ; 3 cosrt — L 3

ot = (—1) =1 1/, m\ =n* 2-nx?
lim fdx:Z P cosrt—zrz—4<t 3 )= 1

r=1

con lo cual queda verificado b). O

19. Sea 1 < p < oo,y sealimy e[| fu — f1|,, = 0. Demostrar que limy o || full, = [| £ p-

MEDIDA E INTEGRACION OCW-ULL 2024
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Resolucion. Por la desigualdad de Minkowski (Teorema 2.22),

I fullpy = 1£1lp| < 1fn = fII,, = O cuando n — oo. O

20. Sea f >0, f € L'(x,1) para cada x € (0,1]. Supéngase que t*~!fP(t) € L'(0,1), donde 1 < p < c. Probar que F(x) =
1
/ f dt satisface F(x) = o(In1/x)'~"/? cuando x — 0+.
JX

Resolucion. El Ejemplo 1.52 del Tema 2 proporciona una funcién ¢ > 1, medible en [0, 1], tal que @ (¢)t? =1 f7(¢) € L'[0, 1]
y ©(04) = . Si g es el exponente conjugado de p, la desigualdad de Holder (Teorema 2.20) permite escribir

1 1 1 { 1
F(x):/x fdt:/X W(’) /P(t)t(P >/Pf(t) dt

< {/xl " Lo(t) f2(1) dt}l/p {(/xltup‘””(t) dz}l/q.

1/q

F(x) SM{/xltl(p‘I/P(t) dt} 7

donde M es una constante. Dado € > 0, existe xg tal que (p’q/ P(x) < €10 < x < xp, y entonces, para x pequefio (In1/x >

(1/&—1)In1/xp, 0 bien 0 < x < xp/*™"),

Luego,

1 X0 -1
/f'(p*‘f/f’(t) dt:/ 1o 9P (1) dt+/ L o7P(1) dr
x Jx X0
<ée(lnl/x—Inl/xp)+Inl/xo=(1—€)Inl/xp+€lnl/x

<2elnl/x.

Combinando esta estimacion con la precedente, queda resuelto el ejercicio. O

X
21. Sean 1 < p < oo, f >0, f € LP(0,00), y F(x) = / f dx. Demostrar que si p y g son exponentes conjugados, entonces
0

Fx)=o0 (xl/q) cuando x — 0y cuando x — os.

Resolucion.

"X 1/p
= Parax — 0, la desigualdad de Holder (Teorema 2.20) proporciona F (x) < x'/a { / fP dt} , donde, por el Teorema
0

X
2.8 del Tema 2, / fP dt — 0 cuando x — 0.
Jo

m Para x — oo: dado € > 0, existe y tal que / f? dr < €P (Teorema 2.5 del Tema 2, convergencia monétona); sea,
Y
pues, x > y. Entonces,

1/p

Flx)—F(y) < { [ dt} (t—3)a < exlle,

o bien F(x) < F(y)+ £x!/4. Por otra parte, es claro que lim,_,..x~'/9F(y) = 0. Consecuentemente, para x grande,
F(x) < 2ex'/4. O

22. Extender la desigualdad de Holder (Teorema 2.20) a n funciones. Mds precisamente, probar que si 1 < ky,kp, ..., k, < oo,

1/ki=1,ysi fi € Lki(u) (i=1,2,...,n), entonces

1/ky 1/kn
J1sifoe il du < {/lm’“ du} ~~~{/|fn|"" du} . 3)
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23.

Resolucion. Para n = 2, obtenemos la desigualdad de Holder. Procediendo por induccién, supongamos que el resultado

se verifica paran—1,n >3, ysea o = (1 —k,;!)~!. Como 1 < @, k, < « son exponentes conjugados, la desigualdad de

l/a 1/kn
/lflfnldu<{/|f1|a|f;1_1|ad'u} {/'fn'kn d‘u} . (4)

Pero, para cada i = 1,2,...,n— 1, se cumple que 1 < k; ¢! < oo (porque k; ' +k;, ' < 1implicak; > (1—k; )" = ),y

Holder conduce a

n—1
ademas Z Ockfl = 1, asi que, por hipétesis inductivas,
i=1

n—1 o/k;
/|f1 c |t | dﬂ<H{/|f| d#} : 5)

La insercion de (5) en (4) establece (3) y completa la induccién. ]

Extender el Ejemplo 2.21 a n funciones. Mds precisamente, demostrar que se da la igualdad en la desigualdad del Ejercicio

22si, y solo si, alguna delas f; (i=1,...,n) es nulac.t.p., o para cada par i, j = 1,...,n, existen constantes no nulas c;,c;
tales que
ki _ kj

ailfil" =e;|fil” (©)
Resolucion. Si f; =0 c.t.p. paraalgini=1,...,n, o se cumple (6), la igualdad es trivial. En este tltimo caso podriamos
escribir, por ejemplo,

kik

il =r |f 1"
para ciertas constantes r; >0 (i =1,...,n), con lo que el primer y el segundo miembro de (3) adoptarian, respectivamente,
la forma

n k k n k k
Sl = (I147) 1t =8 an = (T147) [ 1 du

i=1
1/k

[iarad™ A [iean) "=(iI"Ilr,’»‘”){/m’“du}m =(IT4) f1ntan

Reciprocamente, el caso n = 2 viene dado por el Ejemplo 2.21. Supongamos que el resultado es cierto para n — 1 funciones
y consideremos el caso de n funciones, descartando que f; = 0 c.t.p. para algin i = 1,...,n. Sin mds que combinar la
hipétesis de que (6) se verifica para n — 1 funciones con la condicién a la que obliga la igualdad en (4), se prueba (6) en el

caso de n funciones. En efecto, si se da la igualdad en (4), entonces

k
|f1|a"'|fn71|a:r06|fn| ",

mientras que, por hipdtesis inductivas,

—1
Al =r A5 (i=1,...n—1);

aqui, rq y r; (i=1,...,n—1) son constantes positivas apropiadas. Asf pues,
ralful® = A% fomr ] = (Hr) AIRTEET — |0k — b,
donde r = ( f 11 r,) . Se concluye que |f,| =, |fi |k1 k' para cierta constante r,, > 0, completando la induccién. O]
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24. Probar que si &, 3,7>0y0< p < (a+B+7)"!, entonces

2 dx
) <
0 (x*[x—1[B|x—2[7)

Resolucion. En el Ejercicio 22, tomamos n =3, f1(x) =x 7%, fo(x) = |x— 1|77, s(x) =[x = 2|77, 8 = p(a+B+7y) < 1,
3

ki=08/(pct), ko =06/(pB).y ks = 8/(py) (nbtese que 1 < ky,kz, k3 < oo, con Z 1/k; = 1), para obtener el resultado:
=1

=

/‘2 dx
Jo (x"‘ |x—1|P |x—2|7)p

2 (pa)/6 2 (pB)/8 2 (py)/8
{ / P8/ (per) dx} { / e 1|(-PB)8/(0B) dx} { / 1 2((P13/ () dx}
0 0 0

2 pa/d 2 pB/S 12 pY/8
:{/ X0 dx} {/ lx—1]79 dx} {/ lx—2|7? dx} < oo,
0 0 Jo

por cuanto § < 1. O

IN

25. Extender la desigualdad de Minkowski (Teoremas 2.22 y 2.26) a n funciones.

Resolucion. Sea 1 < p < oo, ysean f; € LP(u) (i=1,...,n). Entonces,

|z
i=1

n
< Z 1 £ill p-
Poi=]
La demostracién es inmediata, por induccién finita a partir del caso n = 2. O

26. Sea f una funcién medible no negativa esencialmente acotada, con esssup f =M > 0. Si 0 < p(X) < oo, demostrar que

/fn+l du
lim =

in — =M.
/f”dﬂ

Resolucion. Fijemos n € N. Reemplazando f por f/M, no se pierde generalidad al suponer que esssup f = 1. En tal caso,
" < " c.tp., de modo que el limite superior requerido no es mayor que 1. Pero (n+1)/ny n+ 1 son exponentes
conjugados, asi que, por la desigualdad de Holder (Teorema 2.20),

[ fru< {/f"“du}ni] (),
[fraf "<{fraf o

/f"du _ {./f”*‘du}n
nx) - {/fndu}" '

Extraiganse raices n-ésimas, hidgase n — oo y apliquese el Ejercicio 8 para obtener que el limite inferior requerido no es

o bien

Luego,

menor que 1 y resolver el ejercicio. O
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27.

28.

29.

30.

Probar que la sucesion de la que se toma limite en el Ejercicio 26 es creciente.

Resolucion. Pongamos I, = / f"du (n € N). Por la desigualdad de Schwarz, para n > 2,
2
2= { / f<"‘”/2f<"+”/2du} <yl 0

Demostrar que si f € LP1(u) y g € LP2(u), con 0 < py, pa < oo, entonces fg € LP(u) para algtin p.

Resolucion. Escribimos p| = p1A, p, = poA, donde A = 1/p; + 1/p,, de manera que 1 < p, p, < oo son exponentes
conjugados. Como f € L' (), se tiene que f'/* € L7 (1) y, similarmente, g'/* € LP/Z(M). El Teorema 2.20 (desigualdad
de Holder) asegura que (fg)'/* € L' (u), asi que el indice p buscado es

1 Pip2
P A pi+p

(RUIVALE:

tomado sobre el conjunto de las funciones f que son medibles y positivas c.t.p. en un conjunto medible E, de medida

Encontrar el minimo de

finita. ;En qué funciones se alcanza este minimo? Para un espacio de medida y conjunto E apropiados, probar que Py no

estd acotado superiormente.

Resolucion. Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz (cf. Teorema 2.20) al producto de v/f y 1/+/f encontramos

que

VP = [ 1du=u(E).

lo que resuelve la primera parte del ejercicio: el minimo es u(E)? (se alcanza en f = 1). Por el Ejemplo 2.21, se da la

igualdad cuando sf +¢/f = 0 c.t.p. para ciertas constantes no nulas s y ¢, es decir, cuando f es constante c.t.p.. Respecto

a la tltima parte, considerando E = (a,b) como subconjunto de R con la medida de Lebesgue y tomando f(x) = (x —a)?,

resulta Py = oo, O

Sean f y g funciones integrables esencialmente acotadas, y sean 0 < p = essinf f <esssupf = P, 0 < g = essinfg <

4/f2du /gzdug {\/§+\/g}2 {/fgdu}z-

Resolucion. Se tiene que pgg < gQ f < PQg c.t.p., o bien

esssupg < Q. Demostrar que

gggfsgg ctp
Escribamos 0 70 /7
oo (R )92 =1 oe ) (o)
y f+yfg( pq+ 70 +y°g f+yg\/qu f+yg@

Si a = +/Pp/+/Qq, entonces

mientras que
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en un conjunto de medida positiva (de lo contrario, Fy; < 0 c.t.p., obligando a que f < 0 c.t.p.; una contradiccidn, salvo en
el caso trivial de que el espacio ambiente tenga medida nula). Luego, [ F,du no es mayor que cero paray = —o, y €s

positiva para y = ¢. Como la funcién
' PQ pq 2 2
Mu=/ﬂdu+y(”+v [ feau+y?* [ an
/ Y v/pqg VPO .

es cuadrdtica en y, debe tener una raiz real (discriminante no negativo), lo que proporciona la estimacién deseada. [

3 Otras propiedades de los espacios L”

3.1 Completitud

31. Sean 1 < p <eoy feLP(u),con f > 0. Probar que f, = min{f,n} € LP(u) (n € N) y limyo0 || f — £l , = 0.

Resolucion. Fijado n € N, se tiene que 0 < £/ < f7, asi que f, € LP(u); ademds, 0 < (f — f,)” < f7, donde la funcién
mayorante es integrable. Puesto que lim,_,.. f, = f (Ejercicio 7 del Tema 2), aplicando el teorema de la convergencia

dominada (Teorema 2.13 del Tema 2) se concluye que

lim [ (f,—f)? du=0. O
n—soo
32. Demostrar que si 1 < p < oo, el conjunto de las funciones medibles acotadas es denso en L” ().

Resolucion. Dados f € LP(u) y € > 0, se ha de encontrar una funcién acotada g € L”(u), tal que ||f —g|[, < €. La
desigualdad de Minkowski (Teorema 2.22) permite considerar f* y f~ por separado. Suponiendo, pues, que f > 0, el

Ejercicio 31 garantiza la aproximacion requerida. O

33. Sea f € LP(a,b),con 1 < p <oy a, b finitos, y sea € > 0. Probar que existen:
b
a) Una funcién escalonada A tal que / |f—h|P dx<e.
a

b
b) Una funcién continua g, de soporte compacto, tal que / |f—g|P dx<e.
a

Resolucion. En vista del Ejercicio 32 se puede suponer que f es medible y acotada, lo que permite imitar la prueba del
Teorema 1.65 del Tema 2 con las modificaciones oportunas. Concretamente, aplicando la desigualdad de Minkowski

(Teorema 2.22) encontramos que, si f = g+ h,

b b
/ lg—gi|P dx<e 'y / |h—h|P dx< €
a a

implica

b
/ |f — (g1 +Mm)|" dx < 2Pe. O
a

34. Demostrar que cada una de las siguientes clases de funciones: funciones simples medibles; funciones escalonadas; y

funciones continuas, son densas en el espacio métrico L?(a,b) (1 < p < =), donde a y b son finitos.

Resolucion. Queremos probar que si f € L”(a,b), existe una sucesién {f,},_; en cada una de las clases consideradas tal
que lim, o || fu — f||, = 0. Por la desigualdad de Minkowski (Teorema 2.22), no se pierde generalidad suponiendo f > 0.
En tal caso, para funciones simples el resultado se sigue del teorema de aproximacién de Lebesgue (Teorema 2.6 del
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Tema 2) y del teorema de la convergencia dominada (Teorema 2.13 del Tema 2). Para funciones escalonadas y funciones
continuas, fue establecido en el Ejercicio 33. O

35. Probar que los resultados del Ejercicio 34 valen para LP (—oo,00) (1 < p < o0).

Resolucion. Sea fy = fX(—nn) (n € N). Como

If = fal? = f11 = 2am]|” < IfIP (nEN),

el teorema de la convergencia dominada (Teorema 2.13 del Tema 2) proporciona lim, e || f — f3|] = 0. El Ejercicio 34 y

la desigualdad de Minkowski completan la resolucién. O

36. Sean 1 < p,q < o exponentes conjugados, y sean f € LP(—eo,o0), g € L4(—o0,00). Demostrar que

Ft) = / Flr+1)g(x) dx

es una funcién continua de ¢.

Resolucion. Se tiene que
1/p 1/q
F(t4+h)—F(1)| < {/|f(x+t+h)—f(x+t)|p dx} {/|qux} .

Por tanto, basta probar que / |f(x+t+4+h)— f(x+1)|” dx tiende a cero con h, y a tal fin, en virtud de la invariancia por

traslaciones de la integral (Ejercicio 42 del Tema 2), s6lo necesitamos demostrar lo propio para / |[f(x+h)— f(x)]? dx.
Dado € > 0, el Ejercicio 34 proporciona una funcién continua k, de soporte compacto, tal que || f — k||, < €. Por tanto, si
Su(x) = f(x+h), k;(x) = k(x+ h) tenemos, de nuevo por el Ejercicio 42 del Tema 2, que

If = Full, < W —kllp+ [k —knll , + [[kn — full, < [lk — knl],, +2€.

Como k, kj, tienen soporte compacto y k es uniformemente continua, ||k — k|| » < € para todo & suficientemente pequeiio,

lo que resuelve el ejercicio. O

37. Sean 1 < p,q < o exponentes conjugados. Supongamos que lim, . || f, — f||, =0, y que lim,_,e. ||g» — g|l; = 0. Probar
que limy, e || fngn — fgll1 = 0.

Resolucion. Por las desigualdades de Minkowski (Teorema 2.22) y Holder (Teoremas 2.20 y 2.24),

1 fngn = Fells < fe = Fenlli + 1 f8n = fagalls <117Np llg = gally + 1 = Fall, llgnlly ~ (n € N). ™)

Pero, de nuevo por la desigualdad de Minkowski (Teoremas 2.22 y 2.26),

[ lgnlly —llglly| < llgn—gll, (n€N),

asi que, para n grande, ||g.||, < |||l + 1. Teniendo en cuenta esta acotacién en (7) y tomando limites cuando n — oo, se

concluye el resultado. O
38. Dadas f, f, € L*(u) (n € N), se dice que {f,}°>_, converge débilmente a f si sup,cy || full, <y

tim [ (fu— f)gdu =0

n—oo

MEDIDA E INTEGRACION OCW-ULL 2024



16/19 I. MARRERO

para toda g € L?(u). Demostrar que:

a) Si{fa};_, converge a f en L?, entonces { f; -1 converge débilmente a f, pero no a la inversa.
b) Si{fu};_, converge débilmente a f, entonces || f||2 < liminfy,_,e || £ ||,

¢) SiX =la,b], conay b finitos, entonces { f, }_, converge débilmente a f si, y s6lo si,

X X
tim [“fodi= [ far elad) oy suplfly <o
n=e Jq a neN

d) Si{f}_, converge débilmente a £y si lim, e || ]|, = & < || f|l2, entonces {f, }:>_; converge a f en L*(u).

Resolucion.

a) Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz (cf. Teorema 2.20), se verifica que

| [ o= Dgdu] <Ifa =l gl — 0 cuandon— e,

Como contraejemplo, témese X = (—x, 1), f,(x) = sennx (n € N), de modo que

i % 1—cos2
153 = [ sentneay [ —P=ar=n (nen)
J—T —T

aunque

2

T
I/ —fm||§ :/ (sen’ nx — 2sennx senmx -+ sen” mx) dx

-
T
=27 — 2/ sennx senmx dx
-
3
=2 —/ [cos(n — m)x — cos(n + m)x]| dx
-

=21 (nmeN, n#£m),

impidiendo que {f,}"_, converja en L?(—7, ). Pero si g € L*(—7, ), se tiene que lim,_, i g(x)sennxdx =0
en virtud de, por ejemplo, el lema de Riemann-Lebesgue (Ejercicio 48 del Tema 2). -

b) Sea C > liminf, e || f||2 = supgeninfu>k || fu ]2 Entonces inf,> || fu]|2 < C (k € N). Por definicién de infimo, dado
k =1 debe existir n; > 1 tal que || f,,]|, < C. De nuevo por la definicién de infimo, dado k = n; + 1 debe existir
ny > ny+1 > ny tal que || f,, ]|, < C. En general, elegido n; tal que | f,,||, < C, debe existir n;; 1 > n; +1 > n; tal
que || fu,, H2 < C. Se obtiene asi una subsucesion { f, };- ;. con || f;,,|2 < C (i € N). Como esta subsucesioén contintia

convergiendo débilmente a f, resulta que

€l | [ uau| — 1113 cuandoi— -

Suponiendo que ||f||2 > 0 (de lo contrario, no habria nada que probar), basta con dividir por ||f|» para obtener

I fll2 < C, la estimaci6n buscada.

¢) Si{fn}y_, converge débilmente a f, la sucesion estd acotada y, para todo x € [a,b],

b b
/ Xla) o dt — / Xjaxf dt  cuando n — oo.
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39.

40.

Reciprocamente, si se verifica lo anterior entonces, para cualquier funcién escalonada g,

b b
/gfndx—>/ gf dx cuando n — oo,

de modo que, dado € > 0, para n grande se tiene

[ sma <e

Ahora, si h € L?(a,b) existe, por el Ejercicio 34, una funcién escalonada g tal que || — g||» < €, con

b b
[ or =nfy a| < ns = el +| [ (af ~eh) do| + e~ sl

Tomando M = sup,c || fz|l,» sigue que

b b
| =gy a| <lirla =g+ | [ (er—gh) dx| +lalla s =l

<e|fll2+e+Me

para n grande, probando que { f,};_, converge débilmente a f.

d) Se tiene que

0< s~ fI3= [ Pdu+ [frdu=2 [ fufan— o>~ |s3 <0.

Luego, & = || fll2 y {fu}5_, converge a f en L>(u). O

n=1

3.2 Relaciones de inclusion

Supongamos que 0 < p(X) < ooy que lim, o || f — ful|, = 0, con 1 < p < eo. Probar que lim, .« || f — fu| ; = 0 para todo
p'talque 1 < p' < p.

Resolucion. Sean p; = p/p’ > 1y q| exponentes conjugados. Entonces,

J 1= 1" i <1 o= )7 OOV = o = £ 00) 1 50
cuando n — oo, como se requeria.

También bastarfa con apelar a los Ejemplos 1.16 6 3.8 y al Lema 3.3: como p(X) < oo, se da la inclusién conjuntista
LP(u) C L' (1) y, por lo tanto, la aplicacién inclusién 1 : LP (i) < L' (i) es continua. O

Demostrar que si 0 < u(X) <oo, si |fy| <K c.tp. (n €N),ysilimy e || f — ful|, = 0 para algiin p con 1 < p < o, entonces
limy—eo || f = fall ,» = O para todo 1 < p” < co.

oo

Resolucion. El teorema de Riesz-Fischer (Teorema 3.1) proporciona una subsucesion { f,, }>; de {f.}r_, que converge a
fc.tp.. Portanto, | f| < K c.t.p. y |fn — f| < 2K c.t.p., paratodo n € N. Si p” > p (en caso contrario, apliquese el Ejercicio
39), entonces

1= 1% < QKPP fu—f]b — 0 cuando n — . O
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33 Elrango0<p<1

41. Sean f, g funciones medibles no negativas. Probar que si 0 < k < 16 k <0,y si k+m = km, entonces

/fgdu > {/f"du}l/k{/g"’du}

Resolucion. Cuando 0 < k < 1 se tiene m < 0 y reciprocamente, asi que basta considerar el caso en que 0 < k < 1.

1/m

Si /gm dp = 0 entonces g" = 0 c.t.p. y, como m < 0, necesariamente g = o c.t.p., es decir, A = {x: g(x) < oo} tiene
medida nula. Excluyendo el caso trivial en que p(X) = 0, encontramos que A° = {x : g(x) = o} tiene medida positiva.

1/m
Ademds, al ser m < 0 se tiene que { / gd /J.} = oo, Por consiguiente:

[ tedu= [ redu=ce | fap=co [rap.

1/k
Si /fdu = 0 entonces f = 0 c.t.p., asi que {/fk d,u} = 0. En este caso, los dos miembros de la desigualdad son

nulos, y el resultado se verifica trivialmente. Si / fdu >0, tanto el primer miembro como el segundo son infinitos (nétese
1/k
que {/fk d,u} = 0 implicarfa f = 0 c.t.p., de modo que /fdu =0) y, de nuevo, se da la igualdad.

Consecuentemente, supondremos que / g"du > 0y también que / g™ du < oo, pues de lo contrario el segundo miembro

es nulo y no hay nada que demostrar.

Escribiendo p = k™!, las ecuaciones f = (uv)?, g = v_" definen funciones medibles u = ( fg)]/ Py =g/ no negativas

c.t.p. y, por la desigualdad de Holder generalizada (Ejercicio 13),

Juwaws{ furan) | [ran}”

donde g = (1 —k)~! es el exponente conjugado de p. Teniendo en cuenta que —q/p = k/(k — 1) = m, obtenemos

[ ru< {/fgdﬂ}k{/g’"du}

Como 0 < / g"du < oo, basta dividir ambos miembros de la desigualdad precedente por el segundo factor del segundo

1-k

miembro y tomar raices k-ésimas para alcanzar la conclusién deseada.

Comparese con la Proposicién 3.11. O

42. Sean 0 < k < 1y f, g funciones medibles no negativas. Demostrar que

{./.(f-f—g)kdu} . {/fkd,u}l/k%-{./‘gkdu}l/k.

Resolucion. Sea m tal que k+m = km. Asumimos que 0 < / (f+ g)kd U < oo, pues de lo contrario no hay nada que probar.

1/k

Por el Ejercicio 41, tenemos:

/(f+g)kdﬂ:/f(f+g)k’1du+/g(f+g)"*1dy
> {/fkd‘u}l/k{/(erg)(k—l)md‘u} +{/gkdﬂ}l/k{/(f+g)<k_l)mdl’l}

OCW-ULL 2024 MEDIDA E INTEGRACION
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{/fkd”}l/k{/(f+g)kdy} +{/g"du}1/"{/(f+g)"du}

1/m
Ahora basta con dividir ambos miembros por { / (f +g)kd [.L} , que suponemos positiva y finita, para conseguir el

1/m 1/m

resultado.

Compdérese con la Proposicion 3.11. O
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