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1 Espacios normados, espacios de Banach y espacios L”

1.1 Espacios normados y de Banach

1. Sea (X,||-]|) un espacio vectorial normado. Demostrar la equivalencia de los siguientes asertos:

a) X es un espacio de Banach.

oo

b) Toda serie absolutamente convergente de elementos de X es convergente en X: si {x,}, ;| C Xy Z [l || < oo,

n=1

entonces Xp converge en X.
n=1

2. Probar, mediante un contraejemplo, que el reciproco del enunciado del Ejercicio 1 b) es falso, es decir, que no toda serie

convergente en un espacio de Banach converge absolutamente.

1.2 Espacios L”: definicion y primeras propiedades
: 1 2 2112 2 g1
3. Demostrar que si f,g € L' (i), entonces |f +g | eL'(u).
4. Probar que si0 < a < oy 0 < p < oo, entonces:

a) x /P € LP=9(0,a) si 0 < 6 < p, pero no si ¢ = 0.

b) x~'/P(In1/x)=2/P € LP+9(0,a) si 6 = 0, pero no si ¢ > 0.
5. Demostrar que si 0 < a < o0y 0 < p < oo, entonces Inx ! € L7(0,a).
6. Probar que si 0 < a < oo, entonces e'/* ¢ LP(0,a) para ningtin p, 0 < p < oo.
7. Demostrar que x~'/2(1 4 |Inx|)~" € LP(0,e0) si p =2, pero no si p # 2.

8. Sea f : X — [0,c0) una funcién medible, esencialmente acotada. Probar que si 0 < p(X) < ooy se define

I= {/f"du}l/n (neN),

entonces lim,_, [,, = esssup f.

2 Desigualdades

2.1 Funciones convexas

9. Demostrar que toda funcion convexa admite derivadas laterales, luego es continua, en todo punto interior de su intervalo

de definicién. Méds precisamente, sean I = (a,b) un intervalo abierto, y : I — R una funcién convexa, y ¢ € I. Entonces:

a) Wy es derivable por la izquierda y por la derecha en c. De hecho, en la notacién del Corolario 2.5,
Vv (c)=sup{y.(x):xel, x<c}, v (c)=inf{y.(x):x€1, x>c}.

b) w es continua en c.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

2.2 Desigualdades de Jensen y Young

Seanz; >0,0; >0 (i=1,...,n), con Za,- = 1. Probar que

i=1

n n
[1z" <) iz,
Pl i=1

y que se da la igualdad si, y sélo si, 71 = ... = z,.
(Desigualdad entre la media aritmética y la geométrica) Demostrar que si & > 0 (i = 1,...,n), entonces
n 1/}1 1 n
[1& <-Yé&,
i=1 ni=
con igualdad si, y sélo si, todos los & (i =1,...,n) tienen el mismo valor.

Supédngase que ¥ es una funcién definida en R tal que y o f es integrable sobre [0,1] y

w(/olfdx>§/01wofdx

para toda funcién medible acotada f. Probar que ¥ es convexa.

2.3 Desigualdades de Holder y Minkowski

Justificar la siguiente generalizacion de las desigualdades de Holder (Teorema 2.20) y Minkowski (Teorema 2.22): Sean

(X, 1) un espacio de medida, f,g: X — [0,0| funciones medibles, | < p < ooy p+q = pq. Entonces:

)" { )"

a) Desigualdad de Holder:

b) Desigualdad de Minkowski:

{/(erg)”du}]/p < {/f”du}]/PwL{/g”du}l/p.

Enunciar y demostrar andlogas discretas de las desigualdades de Holder (Teoremas 2.20 y 2.24) y Minkowski (Teoremas

2.22 'y 2.26), similares a la proporcionada en el Ejemplo 2.15 para la desigualdad de Jensen.
Probar que
T
/ x V4 senx dx < /4,
0
Demostrar que las siguientes desigualdades son inconsistentes para funciones f € L*(0,7):

/Oﬂ[f(x)—senx}zdxgg, /O”[f(x)—cosx]zdxgé.

Probar que si f,g € L' (), entonces:

a) \/Ifgl € L' (w).

b) |fI” g|? € L' (u)sip,g€ (0,1), p+g=1.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Sean f, € L*(a,b) (n €N), f € L*(a,b), y limy_e || f — f|l, = 0.
b b
a) Demostrar que / f? dx = lim / 12 dx.
a n—e Jq
ot t
b) Probar que si a y b son finitos, entonces / fdx= lgn / fadx (a<t<b).
a n—reJq

(_1 r—1 x
. senrx,y f(x) = 5

¢) Verificar los apartados a) y b) para (a,b) = (—m,7), f(x) = Z
r=I1

Sea 1 < p < oo, ysealim, || fu — f||, = 0. Demostrar que lim, o || full, = || £l p-
Sea f >0, f € L'(x,1) para cada x € (0,1]. Supéngase que t”~!fP(t) € L'(0,1), donde 1 < p < co. Probar que F(x) =
1
/ f dt satisface F(x) = o(In1/x)'~"/? cuando x — 0+.
X
X
Sean 1 < p <o, f >0, f € LP(0,00), y F(x) = / f dx. Demostrar que si p y g son exponentes conjugados, entonces
0
F(x)=o0 (xl/q) cuando x — 0 y cuando x — oo,
Extender la desigualdad de Holder (Teorema 2.20) a n funciones. Mds precisamente, probar que si 1 < ki, k2, ...k, < oo,

n

1/k;=1,ysi fi € Lki(u) (i=1,2,...,n), entonces

1/ky 1/ky
/|f1f2"'fn|dll§ {/|f1|k' d,u} ---{/|fn|k"du} .

Extender el Ejemplo 2.21 a n funciones. Més precisamente, demostrar que se da la igualdad en la desigualdad del Ejercicio

con
i=1

22si, y solo si, algunadelas f; (i=1,...,n) es nulac.t.p., o para cada par i, j = 1,...,n, existen constantes no nulas c;,c;

tales que
| kj (D)

k.
cilfil" =cj|f

1

Probar que si o0, ,7>0y0< p < (ot+ B +7y)" ", entonces

2 dx
) 7 <
0 (x*[x—1[B|x—2[")
Extender la desigualdad de Minkowski (Teorema 2.22 y 2.26) a n funciones.

Sea f una funcién medible no negativa esencialmente acotada, con esssup f =M > 0. Si 0 < y(X) < oo, demostrar que

/fn+1du
lim ~—— =M.

e / Frau

Probar que la sucesién de la que se toma limite en el Ejercicio 26 es creciente.

Demostrar que si f € LP1 () y g € LP2(u), con 0 < py, pa < oo, entonces fg € LP(u) para algtn p.

{10

tomado sobre el conjunto de las funciones f que son medibles y positivas c.t.p. en un conjunto medible E, de medida

Encontrar el minimo de

finita. ;En qué funciones se alcanza este minimo? Para un espacio de medida y conjunto E apropiados, probar que Py no

estd acotado superiormente.
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30. Sean f y g funciones integrables esencialmente acotadas, y sean 0 < p = essinf f < esssupf =P, 0 < g = essinfg <

4f Pan [fan< {\/g+ \/g}z {/fgdu}z.

3 Otras propiedades de los espacios L”

esssupg < Q. Demostrar que

3.1 Completitud
31. Sean 1 < p <oy fe€LP(u),con f > 0. Probar que f, = min{f,n} € LP() (n € N) y limye0 || f — £l , = 0.
32. Demostrar que si 1 < p < oo, el conjunto de las funciones medibles acotadas es denso en LP(1).

33. Sea f € LP(a,b),con 1 < p <oy a, b finitos, y sea € > 0. Probar que existen:
b
a) Una funcién escalonada A tal que / |f—h|P dx<e.
Ja

b
b) Una funcién continua g, de soporte compacto, tal que / |f—g|P dx<e.
a

34. Demostrar que cada una de las siguientes clases de funciones: funciones simples medibles; funciones escalonadas; y
funciones continuas, son densas en el espacio métrico L?(a,b) (1 < p < =), donde a y b son finitos.

35. Probar que los resultados del Ejercicio 34 valen para L (—oo,00) (1 < p < o0).
36. Sean 1 < p,q < o exponentes conjugados, y sean f € LP(—co,00), g € LI(—o0,00). Demostrar que
F()= [ fx+1)g() dx
es una funcién continua de ¢.

37. Sean 1 < p,gq < oo exponentes conjugados. Supongamos que lim, .|| f» — f||, = 0, y que lim, . ||g, — g||4 = O. Probar
que lim, o || fugn — fgll1 = 0.

38. Dadas f, f, € L*(u) (n € N), se dice que {f,,}>_, converge débilmente a f si sup,ey || full, < o0y

lim (fn*f)gd#:()

n—so0

para toda g € L?(u). Demostrar que:

a) Si{f,}>_, converge a f en L2, entonces {f, }>°_, converge débilmente a f, pero no a la inversa.
b) Si{fu};_, converge débilmente a f, entonces || f||2 < liminfy, e || ||,

¢) SiX =a,b], conay b finitos, entonces {f, };~_, converge débilmente a f si, y s6lo si,
. X X
tim [“fodi= [ far (celap) oy suplfly <o
n—eo J, Ja neN

d) Si{f}_, converge débilmente a £y si lim, e || fu]|, = & < || f|l2, entonces {f, }:>_; converge a f en L*(u).
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3.2 Relaciones de inclusion

39. Supongamos que 0 < (X) < ooy que limy e || f — ful[, = 0, con 1 < p < co. Probar que limy,—e || f — fal| , = O para todo
p'talquel <p' < p.

40. Demostrar que si 0 < (1(X) <o, si [fu| <K c.tp. (n €N),y silimy || f — ful| , = 0 paraalgin p con 1 < p < e, entonces
limy, o0 || f = fal| ,» = 0 para todo 1 < p” < eo.

33 Elrango0<p<1

41. Sean f, g funciones medibles no negativas. Probar que si 0 < k <16 k <0,y si k+m = km, entonces

/fgdu > {/fkd,u}l/k{/gmdu}

42. Sean 0 < k < 1y f, g funciones medibles no negativas. Demostrar que

{/(f+g)"du}l/k > {/f"du}

1/m

1/k

+{/g"du}l/k.
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