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0 Introduccion

A menudo, en andlisis es conveniente intercambiar una integral con un sumatorio, o con un limite. En este tema daremos una
definicién de la integral, aplicable a una amplia clase de funciones medibles Lebesgue, que permite el intercambio del signo
integral con los de sumatorio o limite bajo condiciones muy poco restrictivas. Los resultados de regularidad de la medida
de Lebesgue conduciran a resultados de aproximacién de la integral de funciones medibles. Tras comparar las integrales de
Lebesgue y Riemann, finalizaremos el tema generalizando la teorfa desarrollada a espacios de medida abstractos.

1 Integracion de funciones de variable real

La integral de Lebesgue se definird para funciones medibles reales mediante un proceso de sucesivas extensiones a partir de la

definicién de integral para las llamadas funciones simples.

1.1 Integracion de funciones no negativas

Consideraremos, en primer lugar, la definicién de integral sobre la clase de las funciones medibles no negativas y examinaremos

sus propiedades. Por el momento, supondremos que las funciones involucradas estan definidas en todo R.
Definicion 1.1 Se dice que ¢ es una funcién simple si toma un niimero finito de valores distintos, no negativos y finitos.

Definicién 1.2 Sean 0 < a; < oo, con a; # aj si i # j, los valores distintos que toma la funcion simple @, y pongamos A; =

{x:9ox)=a;} (i,j=1,...,n). La expresion
P(x) =Y aixa(x) (xER) ()
i=1

recibe el nombre de representacion canénica de @.
Observacion 1.3 Conviene advertir que:

(i) La representacion candnica de una funcion simple es unica.

(if) Los conjuntos {A;}}_, que dan la representacion candnica (1) satisfacen AiNA; =0 (i,j=1,...,n, i # j)y UL Ai=R.

N

Observacion 1.4 Una funcion simple admite representaciones no candnicas: la funcién ¢ = Z SkXE,, donde los conjuntos
k=1

Ey (k=1,...,N) no son disjuntos dos a dos y/o los valores 0 < s; < oo (k=1,...,N) no son distintos, también se ajusta a

la Definicion 1.1. No obstante, siempre es posible expresar ¢ en forma candnica. En efecto, si E; N Ey # 0 para algiin par
de indices j # k (j,k=1,...,N), en la expresion que da ¢ se reemplazan los términos s; XE; + Sk XE, POT SjXENE, T+ (s;+
k) XE;nE, + Sk XE\E; (no se excluye que algunos de los conjuntos que intervienen en la nueva suma sean vacios y, por tanto,
los sumandos correspondientes desaparezcan de ella); esto puede hacerse de forma sistemdtica, comparando el primer conjunto

con todos los restantes y, en caso de efectuar algiin reemplazo, comparando los nuevos conjuntos con los demds. Asi pues, no

se pierde generalidad suponiendo que los Ex (k=1,...,N) son no vacios y disjuntos. Sea {ay,...,a,} el conjunto (finito) de los
valores distintos que toma @, y escribamos A; = {x : ¢(x) = a;} = U, —q, Ex (i =1,...,n). La representacién canénica de ¢ es
entonces

N
(P:ZSkXEk: Z SkXE, +- -+ Z SkXE, = a1 Z XE, - +ay Z XE,

k=1 Sg=aj Sk=an Sg=aj Sk=dan

n
=aX y gt tanX Ek:ZaiXAi-
i=1

sgp=ay Sg=an

Por lo tanto, salvo que se indique otra cosa, en lo sucesivo trabajaremos siempre con las representaciones canonicas de las

funciones simples.
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Ejemplo 1.5 Dada la funcion simple @ = 3)4 +2x + Xc, con A = {1,3,4,5}, B={3} y C = {1,5}, hallar su forma candnica.

Resolucion. Se tiene que AN B = {3} # 0. Reemplazamos los términos 34 + 2z por

3Xa\B +5XanB +2Xp\a = 3X{1.4,5) T 5X(3}

donde hemos tenido en cuenta que xp = 0. Asi,

© =3%(145) +5%31 + Xc = 3XE, +5XE, + XCs

siendo Ey = {1,4,5} y E» = {3}. Ahora, como E; NC = {1,5} # 0, reemplazamos 3z, + xc por

3Xe\c +4XEnC+ XoE, = 33X 4y H4X(15)

para obtener

O = SXEZ + 3XE3 +4XE4a

con E3 = {4} y E4 = {1,5}. Puesto que E; N E3 = E; N E4 = 0 resulta, finalmente,

¢© =533 +3%41 +4X(15)
como forma canonica. O

Claramente, una funcién simple es medible si, y s6lo si, los conjuntos A; (i = 1,...,n) que dan su representacién canénica
son medibles.

Para la siguiente definicion se tiene en cuenta el convenio 0 - e = 0, ya introducido.

n
Definicion 1.6 La integral de una funcion simple medible ¢ = Z a; Xa, es el niimero real no negativo, y posiblemente infinito,
i=1

/(pdx:ii‘iaim(Ai).

Observacion 1.7 La Definicién 1.6 es independiente de la representacion de ¢. En efecto, supongamos que @ admite la
N

representacion no canonica ¢ = Z SkXE;» donde los conjuntos Ex (k=1,...,N) son medibles. Revisando la forma de obtener
k=1
la correspondiente representacion candnica (Observacion 1.4) encontramos que la sustitucion de sjXg; + Sk Xg, por

SjXENE, + (85 + 5k) XE;nE, + Sk XE\E; respeta la medida:

sim(Ej) +sim(Ex) = s [m(Ej \ Ex) +m(E; O Ep)| + s¢ [m(Ex \ Ej) + m(Ex N E;)]
= Sjm(Ej\Ek) + (Sj+Sk)m(EjﬂEk) —|—Skm(Ek\Ej).
Ademds, admitiendo que los Ey ya son disjuntos dos a dos, para cada conjunto A; = Uy, —,, E se tiene que m(A;) = Z m(Ey)

Sk=ai
(i=1,...,n), conlo cual

N
YosimE) =Y sim(E)+-+ Y, sim(Ex) =ar Y, m(E)+---+ay Y, m(Ey)
k=1

Sp=ai Sp=an Sp=aj Sp=an

:alm( U Ek> —|—-~~+anm< U Ek) :iaim(A,-),
i=1

Sp=aj Skp=an

como se habia afirmado.
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Definicion 1.8 La integral de cualquier funcion medible no negativa f es el niimero real no negativo, y posiblemente infinito,

/fdx: sup [ ¢ dx,
o[-

donde el supremo se toma sobre funciones simples medibles.

Notese que ¢ = 0 es una funcién simple medible que satisface ¢ < f para cualquier funcién medible no negativa f. Por

tanto, la Definicién 1.8 tiene sentido.

Ejemplo 1.9 Si ¢ es una funcion simple medible, la Definicion 1.6 y la Definicion 1.8 dan sendos valores para su integral.

Demostrar que ambos coinciden.

Resolucion. Escribimos

/ @ dx=sup [ ydx,
v<¢

donde y denota una funcién simple medible; es decir, / ¢ dx se corresponde con el valor que proporciona la Definicién 1.8,

mientras que / ¢ dx es el proporcionado por la Definicién 1.6.

ok
Supongamos, en primer lugar, que / ¢ dx < 0. Como ¢ es una de las funciones sobre las que se toma supremo,

/(pdxﬁ/*(pdx;

en particular, / @ dx < oo,

bj xs; es una funcién simple medible tal que y < ¢. Entonces

Por otra parte, supongamos que / Qdx <coyquey =
=

(Observacién 1.3),
n n
BA]':B]'QR:B]'QUA,':U(AiﬂBj) (j=1,....,m)
i=1 i=1
n m n m
implica y = Z Z bj xa,nB; ¥, por simetria, ¢ = Z Z a; Xa,ng;- En general, estas representaciones ya no serdn canénicas; pero,
i=1j=1 i=1j=1
atendiendo a la Observacion 1.7 y al hecho de que b; < a; sim(A;NB;) >0 (i=1,...,n, j=1,...,m), podemos escribir

/l//dx:iibjm(A,ﬂBj) < iiaim(AiﬂBj):/(pdx.
i=1 j=1

i=1j=1
[ oar< [oax

La arbitrariedad de ¥ conduce a la relacién

*
en particular, / @ dx < oo,

Hemos probado asi que /(p dx < oo si, y sOlo si, / @ dx < oo, y en tal caso

/(pdx:/ o dx.

*
Por tanto, / ¢ dx = oo si, y s6lo si, / ¢ dx = oo, en cuyo caso también tenemos la igualdad de ambas integrales. O

Observacion 1.10 Como subproducto de la resolucion del Ejemplo 1.9, se ha demostrado que la integral de funciones simples
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medibles es mondtona con respecto al integrando: si W, ¢ son simples medibles y y < @, entonces

/‘l//dxg/(pdx.

Definicion 1.11 Dados cualquier conjunto medible E y cualquier funcion medible no negativa f, la integral de f sobre E se

/Efdxz/fxde.

b
Si el conjunto E de la Definicién 1.11 es un intervalo [a,b], entonces escribimos / f dx en vez de / f dx; en caso de que
a E

/bafdx:—/abfdx.

Cuando sea necesario hacer una distincidn, la integral que acabamos de definir serd denominada infegral de Lebesgue; para evitar

define como
a > b, también escribiremos

b
confusién con la integral de Riemann, continuaremos denotando esta ultima por (R) / f dx. En la Seccién 1.4 profundizaremos
a

en la relacion entre ambas integrales.

n
Teorema 1.12 Si ¢ = Z a; Xa; es una funcion simple medible, entonces:
i=1

n
(i) / Qdx= Zaim(E NA;) para cualquier E € M.
E i=1
(i) / Qdx= / (0] dx+/ ¢ dx para cualesquiera A,B € M tales que ANB = 0.
AUB A B

(iii) /(a(p) dx:a/(pdx, sia>0.

Demostracion.
n
(i) Dado E € ., se tiene que la funcién @ yg = Z a; XEna, €s simple medible. Por tanto, este apartado sigue inmediatamente
i=1
de las Definiciones 1.6 y 1.11.

(ii) Aplicando (i), obtenemos:

A B(pdx: Zn:aim((AUB) NA;) = Zn:ai [m(ANA;)+m(BNA;)]
U i=1 i=1

:Zaim(AﬁAi)JrZaim(BﬂAi):/(de+/(de-
i=1 i=1 4 B

n
(iii) Para a > 0 se tiene que la funcién a ¢ = Z aa; X4, es simple medible, asi que
i=1

/(a(p) dx = iaaim(Ai) —agaim(A,-) :a/(pdx. O

i=1

Ejemplo 1.13 Probar que si la funcion f es medible no negativa, entonces f =0 c.t.p. si, y solo si, /f dx=0.

Resolucion. Sea E = {x: f(x) > 0}.

n
Supongamos que f =0 c.t.p. y que ¢ = Zai Xa; es una funcién simple medible tal que ¢ < f. Entonces m(E) =0y
i=1
@(x) = f(x) =0six € EC. El Teorema 1.12 y la monotonia de m obligan a que

/(pdxz/(pdx—!—/ (pdszaim(EﬁAi)+/(prc dx =0,
E E¢ i=1
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y sigue de la Definicién 1.8 que / Fdx=0.

Reciprocamente, si / fdx=0Yy, paracadan € N, consideramos E, = {x : f(x) > 1/n}, las Definiciones 1.8 y 1.6 implican

1 1
O:/fdxz/f)(Enafx:fm(E,,)7
n n

asi que m (E,) = 0. Como E = J,,_, E,, se concluye que m(E) =0y, con ello, que f =0 c.t.p.. O

Teorema 1.14 Sean f, g funciones medibles no negativas.

(i) Si f <g, entonces /f dx < /gdx.

(ii) Si el conjunto A es medible y f < g sobre A, entonces /f dx < /g dx.
A A

(iii) Sia >0, entonces /(af) dx= a/f dx.

(iv) Silos conjuntos A, B son medibles y A D B, entonces /f dx > /f dx.
A B

Demostracion. El apartado (i) sigue inmediatamente de la Definicién 1.8, y el apartado (ii), de la Definicién 1.11 y (7).
El apartado (iii) es obvio cuando a = 0. Si a > 0, entonces ¢ es una funcién simple medible tal que ¢ < a f si, y sélo si,
@ = ay, donde y es simple medible y y < f; por el Teorema 1.12 (iii), /(p dx= a/ W dx. Asi pues,

/(af )dx= sup | @ dx=a sup u/dx:a/fdx.
9<af y<f

Para probar (iv), nétese que x4 f > xgf y apliquese (i). O

El siguiente resultado serd bésico a la hora de establecer teoremas de convergencia.

Teorema 1.15 (Lema de Fatou) Sea { f,};r_, una sucesion de funciones medibles no negativas. Entonces,

liminf f,, dx < hm 1nf fn dx. 2)

n—oo

Demostracion. Pongamos f = liminf,_,. f;;, que es una funcién medible no negativa. Por la Definicién 1.8, se seguird el

resultado tan pronto se pruebe que, para cada funcién simple medible @ tal que ¢ < f, se verifica
/ ¢ dx < liminf / fu dx. 3)
n—soo

Caso 1: / ¢ dx = oo. Atendiendo a la Definicién 1.6, para algiin conjunto medible A y cierto a > 0 se tiene que m(A) =y

¢ = a sobre A. Escribimos
) =inff(x) (kKEN),  Ay={r:ig()zalkzn)} (neN);

los conjuntos A, son medibles y, ademds, A, C A,;1 (n € N). Para cada x, la sucesién {gx(x)};_, es mondtona creciente, con
limg e gk (x) = f(x) > @(x) = a (x € A), asi que A C ;| Ap; por tanto, lim,_e.m (A,) = m(U; - An) = eo. Como, para cada
neN,es

/fndXZ/g,,de/ g,,dxz/axAndx:am(An)
An

(Teorema 1.14), resulta que liminf,, / fn dx = oo, y se cumple (3).
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Caso 2: | @ dx < ec. Poniendo B = {x: ¢(x) > 0}, encontramos que m(B) < . En efecto: si B = 0, entonces m(B) = 0 < oo}

si B# 0y a > 0 es el menor de los valores que toma @ en B, se tiene
°<>>/(pd)c2/(pde/a)(;_:;zam(B)7
B

asi que m(B) < oo, como se afirmaba.

Sea M el valor mdximo de ¢ y, dado 0 < € < 1, pongamos
By={xeB:g(n)>(1-£)p() (k=n)} (neN),
donde, para cada k € N, se define g como anteriormente. Los conjuntos B,, son medibles, con B,, C B, para cadan € N; y como

limy e gk (x) = f(x) > @(x) > (1 —€) @(x) (x € B), se tiene que |J;,_; B, = B. Por tanto, la sucesién de conjuntos {B\ B, },_,
es decreciente, con (,—; (B\ B,) = 0. Ya que m(B) < oo, existe N tal que m(B\B,) < & (n > N). Asi, paran > N, y por el

/gnde/ gndx>(178)/ (pdx(ls)(/(pdx (pdx)
B, B, B B\B,
2(1—8)/(pdx—/ (pdxz/(pdx—,s/(pdx—eM.
B\B,

Para escribir la tercera desigualdad hemos tenido en cuenta que ¢(x) =0 (x € B®) y que —(1 — &) > —1. La arbitrariedad de

Teorema 1.12,

€ > 0 permite inferir que liminf,, . / gndx > / ¢ dx. Puesto que f,, > g, (n € N), queda probado (3) también en este caso. [

Ejemplo 1.16 Dar un ejemplo donde se tenga la desigualdad estricta en el lema de Fatou.

Resolucion. Sean fon—1 = Xjo,1]> fan = X(1,2) (n € N). Entonces liminf,_,e f,(x) = 0 para todo x, pero /fn dx=1(neN). O

Teorema 1.17 (Teorema de la convergencia monétona de Lebesgue) Sea {f,},_, una sucesion de funciones medibles no

negativas, tales que { f,(x)},_, es mondtona creciente para cada x. Sea f =1im,_,o f,. Entonces,
/ Fdx=lim / £, dx. )
n—soo

Demostracién. Como, por hipétesis, f,, < f, sigue del Teorema 1.14 (i) que / fodx < / fdx (neN),yde aqui que

limsup [ f,dx < / f dx. 5)
n—soo
Por otra parte, el lema de Fatou proporciona
/ Fdx= / liminf £, dx < liminf / £, dx. ©)
n—roo Nn—yoc0
Las desigualdades (5) y (6) prueban (4). O

Ejemplo 1.18 Demostrar que / x ldx = oo,
1

1

Resolucion. La funcién f(x) = x* es continua y positiva para x > 1; en particular, es medible no negativa, y su integral estd

definida. Aplicando el teorema de la convergencia monétona (Teorema 1.17) a la sucesion X[ ») /" fX[1,0) (n — o), obtenemos

oo n
/ x Vdx= lim x ' dx.
1

n—oo Jq
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n

Paracadan € N, x~' >k 'en [k—1,k) (k=2,...,n) implica f¥[; ») > @u. donde @, = ¥ k™' x_; 4. El Teorema 1.14 (i) (o
k=2

la Definicién 1.8) y la Definicién 1.6 permiten concluir que

n n n
/1 x_ldx:/fx[l_’n) dxz/(p,,dx:Zk‘ll[k—l,k)|:Zk_l—>oo cuando 7 — oo, O
k=2 =2

Teorema 1.19 (Teorema de aproximacion de Lebesgue) Sea f una funcion medible no negativa. Existe una sucesion {@y,}, _,

de funciones simples medibles tales que, para cada x, @,(x) / f(x) cuando n — oo.

Demostracion. Pongamos

E,,7k:{x: k; <f(x)§2kn}, Foe{x:f(0)>n}  (k=12,....n2" neN).

Pongamos también

nan

—1
0, = Z TXEM +nyr, (meN).
k=1

Las funciones ¢, (n € N) son simples medibles. Ademds, puesto que la particién del rango de f que define a @41 es un
refinamiento de la que da lugar a ¢, es fécil constatar que @,+1(x) > ¢,(x) para cada x y cada n € N. Si f(x) es finito, entonces
x € Ff para n grande, de modo que |f(x) — @, (x)| < 27" para n grande, y @,(x) /* f(x) cuando n — oo. Si f(x) = o, entonces
X € (=1 Fu, asi que @, (x) = n para todo n € Ny, de nuevo, @,(x) ,/* f(x) cuando n — oo. O

El Teorema 1.19, en combinacién con el Teorema 1.17, da lugar a una forma de evaluar la integral de una funcién medible

no negativa alternativa a la Definicién 1.8.

Corolario 1.20 Se tiene que

lim [ g,dv= [ fax.

donde f'y @, (n € N) son como en el Teorema 1.19.
Aplicamos esta idea en la prueba del siguiente:

Teorema 1.21 Sean f y g funciones medibles no negativas. Entonces,

/fdx—l—/gdx:/(f—i-g)dx. @)

Demostracion. En primer lugar, se establecera (7) para funciones simples medibles ¢, y. Supongamos que ¢ toma los valores
ai,...,a, en los conjuntos medibles Ay,...,A,, y que Y toma los valores by,...,b,, en los conjuntos medibles By, ...,B,. La

funcion simple @ + y toma los valores a; + b en los conjuntos medibles A;NB; (i=1,...,n, j=1,...,m); luego,

/AmB (p+v) dx:/((PJF‘I’)XAmB,- dx:/(aierj)XA,ﬂBj dx

it 1By
= (Cli—l—bj)m(AiﬂBj) :a,-m(A,-ﬁBj)—i—bjm(A,-ﬂBj)
:/aiXAiﬂBj dx—i—/bijimBj dx = /q)xAiﬁB,‘ dx—l—/l[/){AimBj dx

z/ (pdx—l—/ vdx (i=1,...,n, j=1,....m). (8)
A,'ﬂBj A,'ﬁBj

La unién de los nm conjuntos disjuntos A;NB; (i=1,...,n, j=1,...,m) es R (Observacion 1.3), asi que, aplicando el Teorema

1.12 (ii) a ambos miembros de (8), resulta

/(cp+w) dx:/.(pdx—i-/yldx. ©)

MEDIDA E INTEGRACION OCW-ULL 2024
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Sean ahora f, g funciones medibles no negativas cualesquiera, y sean {@,}, ,, {¥,},_, sucesiones de funciones simples
medibles tales que ¢, ' f'y W, g cuando n — o (Teorema 1.19). Entonces, ¢, + y,, ,/* f + g cuando n — oo. Pero, por (9),

/((pn—i—q/n) dx:/(pndx+/l//ndx (neN),
y basta hacer n — oo para que el Teorema 1.17 conduzca a la conclusion deseada. O

Teorema 1.22 (Beppo Levi) Sea { /. },._, una sucesion de funciones medibles no negativas. Entonces,

[(E 7)o £ [ n

n n
Demostracion. Por induccidn, (7) es aplicable a una suma de n funciones: si s, = Z f;, entonces / Sy dx = Z / fidx (neN).
i=1 i=1

Como s, /' f = Z fi cuando n — oo, el resultado se sigue del Teorema 1.17. [
i=1

Ejemplo 1.23 Para 0 < x < 1, se define la funcion f(x) de la siguiente manera:

0, x€@Q

flx) =
n, x€R\Q,

donde n es el niimero de ceros inmediatamente a la derecha de la coma en la expresion decimal de x. Probar que f es medible y

1
calcular / f dx.
Jo

Resolucion. Los nimeros de [0, 1] que tienen n ceros a la derecha de la coma decimal hasta el primer digito no nulo estdn en el
intervalo [10~("+1) '10~"). Dado x € [0, 1], pongamos

=

Z n%[l()’('wl).lo*”) (X), 0 S x<1
g(x) = { n=0 '
07 x=1.

Entonces f < gy f =g c.t.p., asi que f es medible y, por el Ejemplo 1.13 (aplicado a g — f),

1 1
/fdx:/gdx.
0 0

Apelando ahora al teorema de Beppo Levi (Teorema 1.22), se obtiene:
! = 1 = 9 o (&)
— — n — n
/o gdx_,;)"<1on_ 10"+1> =L o1 = 12 (Zx )

n=1 n=0
o (LY
102 \1-x) |_

x=10"1
9 1
o1 102 (1-x)2

1

x=10"1 9

Consecuentemente,

I 1
dx =~ 0
./ofx 9

1.2 La integral general

En esta seccidon extendemos la definicion de integral a una amplia clase de funciones medibles a valores reales, no necesariamente

no negativas. La potencia de los dos principales teoremas de convergencia (Teoremas 1.38 y 1.41) pondra de manifiesto que esta
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definicién es la apropiada.
Comenzamos recordando algunas definiciones y propiedades ya conocidas.

Definicion 1.24 Si f es cualquier funcion real, las funciones

f(x) =max{f(x),0}, f~(x) =max{—f(x),0} = —min{f(x),0},
se denominan parte positiva y parte negativa de f, respectivamente.
Teorema 1.25 Se verifica:
(i) f5.f =0

(i) f=f"=flfl=F"+f"

(iii) f es medible si, y sélo si, Ty f~ son ambas medibles.

Definicion 1.26 Si f es una funcion medible con / fhdx <o, / [~ dx < oo, decimos que f es integrable y definimos su integral

/fdx:/f+dx—/f_dx.

Claramente, una funcién medible f es integrable si, y sélo si, lo es | f

/|f|dx:/f+dx+/f_dx.

Definicion 1.27 Si E es un conjunto medible, f es una funcion medible, y la funcion fxg es integrable, se dice que f es integrable

/Efdx:/fxde.

Definicién 1.28 Si f es una funcion medible tal que, al menos, una de las dos integrales / ftdx, / [~ dx es finita, se define

/fdx:/f+dx—/f7dx.

Observacion 1.29 La Definicion 1.28, que permite a las integrales tomar valores infinitos, generaliza la Definicion 1.8. Pero se

como

, €N CUyO €aso

sobre E y se define

dice que f es integrable sdlo si se satisfacen las condiciones de la Definicion 1.26, es decir, si |f| tiene una integral finita.
Teorema 1.30 Sean f, g funciones integrables. Entonces:

(i) Sia€R, lafuncion af es integrable, y /(af) dx = a/f dx.
(ii) f+ g es integrable, y /(f+g) dx = /fdx+/g dx.
(iii) Si f =0 c.t.p., entonces /f dx=0.
(iv) Si f < gc.t.p., entonces /f dx < /g dx.

(v) SiA, B son conjuntos medibles disjuntos, entonces / fdx+ / fdx= / f dx.
A B AUB
Demostracion.

(i) Caso 1: a > 0. Entonces (af)™ =af™, (af)” =af~, de modo que /(af)Jr dx < ooy /(af)_ dx < oo. Sigue que af es

integrable, con
/afdx:/af+dx—/af7dxza/f*dx—a/ffdx:a/fdx.
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Caso 2: a= —1. Entonces (—f)* = f~, (—f)~ = fT. Sigue que —f es integrable, con

[prax= [ av— [rax=— [ fax

Caso 3: a < 0. Entonces af = —|a|f. Combinando los dos casos anteriores sigue que af es integrable, con

/afdx:/(—|a|f)dx:—/\a|fdx:—|a|/fdx:a/fdx.

Esto prueba (i).

(ii) Puesto que
(f+e)' <fr+g", (f+8) <f +g,

la funcién f + g es integrable. Para verificar estas desigualdades, obsérvese que si f+ g < 0, entonces (f +g)" =0 <
fT+g", mientras que si f +g > 0, entonces

(f+e) =f+e=fT+g" = (f +g)<f +g":
en consecuencia,

(f+8) =(-f-8" " <(-N"+(-g)" =f+g .
Por otra parte,

(f+e) = (f+e) =f+g=fT+g" —f —&
implica
(f+) +f +e =(f+8) +f +g": (10)
aplicando el Teorema 1.21 a ambos miembros de (10) y reordenando los términos, queda establecido (ii).
(iii) Se cumple que ft =0c.t.p.y f~ =0 c.t.p., asi que, por el Ejemplo 1.13, /fJr dx = /f_ dx=0.

(iv) Yaque g = f+ (g— f), se verifica
/gdx:/fdx—i—/(g—f)*dx—/(g—f)* dx.

Ahora basta tener en cuenta que (g — )~ =0 c.t.p. y aplicar (iii).

(v) Esta propiedad se deduce de la Definicién 1.27, 1a identidad x4 = x4 + X8 y el apartado (if). O

Observacion 1.31 El Teorema 1.30 asegura que si f = g c.t.p. y f, g son integrables, entonces / fdx= / g dx. Cabe extender

nuestros resultados al caso en que f es medible, estd definida excepto en un conjunto E con m(E) =0, y / | f] dx < eo. Damos
c

entonces un valor arbitrario a f sobre E para obtener una funcion g que, claramente, es integrable. Como f = g c.t.p., podemos

definir | f dx = / g dx. Esta extension tendrd interés, por ejemplo, en el Teorema 1.41 donde aparecen, de forma natural,

funciones definidas solo c.t.p..

Ejemplo 1.32 Demostrar que si la funcion f es integrable, entonces

‘/fdx

< [ir1ax (1

¢ Cudndo se da la igualdad?

Resolucion. Aplicaremos el Teorema 1.30. Como f < |f], se tiene que /fdx < / |f] dx. Ademds, —f < |f]|, asi que — /fdx <

/|f| dx. Luego, se satisface (11).
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Para que se dé la igualdad en (11), es condicién necesaria que, si / f dx > 0, entonces / |f| dx = / f dx, esto es, / (If1—

f) dx =0, de modo que, por el Ejemplo 1.13,

fl=rfctp;ysi /fdx < 0, entonces /|f| dx = /(—f) dx, esto es, /(|f| +
f) dx =0, asi que | f| = —f c.t.p.. Se concluye que f > 0 c.t.p., o bien f <0 c.t.p., es una condici6én necesaria. Claramente, esta

condicién también es suficiente. O

Ejemplo 1.33 Probar que si f y g son medibles, con |f| < |g| c.t.p., y g es integrable, entonces f es integrable.

Resolucion. Redefiniendo f, en caso necesario, sobre un conjunto de medida nula, no se pierde generalidad al suponer que
|f] < |g|- De este modo (Teorema 1.14), /|f| dx < /|g\ dx < oo, O

Ejemplo 1.34 Demostrar que si f toma valores en la recta real extendida y es integrable, entonces es finita c.t.p..

Resolucion. Si |f| = oo sobre un conjunto E con m(E) > 0, entonces
oo>/|f| dx>nm(E) (neN),

una contradiccion. O

Ejemplo 1.35 Si f es medible, m(E) < oo, y A < f < B sobre E, entonces f es integrable sobre E, con
Am(E) < / fdx<Bm(E).
E

Resolucion. Se tiene que |fxe| < (JA| + |B|)xe. Como m(E) < oo, las funciones Axg, fxg y Bxe son integrables; ademds,
Axe < fxe < Bxg. Basta aplicar el Teorema 1.30 (iv). O

Ejemplo 1.36 Si f es medible, g integrable, y a, B son niimeros reales tales que a < f < B c.t.p., entonces existe un niimero real

[ flsldx=7 [1s]ax.

Resolucion. Como |fg| < (Ja|+|B|)|g]| c.t-p., el Ejemplo 1.33 asegura que fg es integrable. Por otra parte, ct|g| < flg| < Blg|

Y, con o <y < B, tal que

c.t.p., asi que

a [1gldx< [ flglax<p [Iglax

Si / |g| dx = 0, entonces g = 0 c.t.p. y no hay nada més que probar. Si / |g| dx # 0, tomamos

r=([elas) ([ )

que cumple las condiciones requeridas. O

Ejemplo 1.37 Extender el Teorema 1.30 a cualesquiera funciones cuyas integrales existan en el sentido de la Definicion 1.28.
Resolucion. Consideremos, por ejemplo, la extensién de (ii):

Teorema. Si las integrales / fdxy / gdx y la suma / fdx+ / g dx estdn definidas, entonces existe / (f+g)dx yse

verifica que

/(f+g)dx:/fdx+/gdx. (12)
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Para demostrarlo, supongamos, fijando ideas, que / fdx= / g dx = oo. Entonces / frdx= / gt dx=o, / frdx<oy
/g_ dx < eo;como (f+g)” < f~+g, también /(f—i—g)_ dx < 0. Integrando (10) se obtiene
/(f+g)+ dx+/f_ dx+/g_ dx:/(erg)_ alir/f+ abcqt/g+ dx. (13)

Ya que las integrales de las partes negativas son todas finitas, podemos trasponer términos en (13) para obtener (12):

Jurrod= [(r+97di- [+ dx
:/f+dX—/f_dx+/g+dx—/g_dx
z/fdx+/gdx:oo.

Vale un argumento similar si, digamos, / fdx=o0y ’ / g dx| < oo. Los casos restantes se resuelven aplicando (12) a —fy —g

y a —f, respectivamente. O

Abordamos ya el principal resultado de esta seccidon.

Teorema 1.38 (Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue) Sea {f,},_, una sucesion de funciones medibles tales

que | fy| < g (n € N), con g integrable, y supongamos que lim,_,o f,, = f c.t.p.. Entonces f es integrable, y

}ggo/fn dx:/fdx. (14)

Demostracion. Para cadan € N tenemos que |f,| < gy, por tanto, | f| < g c.t.p.; sigue del Ejemplo 1.33 que f;, y f son integrables.

Ademids, {g+ fn}:: | €s una sucesién de funciones medibles no negativas; aplicando el lema de Fatou, se obtiene

/ lim inf (g + f,) dx < liminf/ (g+ fn) dx.
Nn—ro0 n—yoo

Por tanto,
/gdx+/fdx§/gdx+lirginf/fn dx.

Como / g dx < oo, resulta que
/f dx < liminf/fn dx. (15)
n—soo

De nuevo, {g — fu},_; es una sucesién de funciones medibles no negativas, asi que

n—soo

liminf (g — f,) dx < limin / (g—f) dx.
Nn—yoo

Luego,
/gdxf/fdxg/gdxflimsup fn dx,

n—yoo
de donde
limsup [ f, dx < /f dx.

n—soo

Combinamos esta desigualdad con (15) para probar (14):

limsup [ f, dx < /f dx < liminf/fn dx. O
n—soo

n—soo
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Ejemplo 1.39 Bajo las hipotesis del Teorema 1.38, demostrar que lim,_,c / |fu — f] dx=0.
Resolucion. Se tiene que |f, — f| < 2g (n € N), con lim,_|f, — f| = 0 c.t.p.. Basta aplicar el Teorema 1.38 a la sucesién

{|fn—f|}::1' O

Ejemplo 1.40 El Teorema 1.38 se refiere a una sucesion funcional {f,}, _,. Enunciary probar una version de este teorema

vdlida para una familia indexada en un pardmetro continuo.
Resolucion. Enunciamos el siguiente:
Teorema. Para cada & € [a,b], —o < a<b < oo, sea Je una funcion medible tal que ’ fe | < g, donde la funcion g es integrable,

y supongamos que limg ¢ fe = f c.t.p., con &o € [a,b]. Entonces f es integrable, y

Jim / fr dx = / fdx. (16)

Para demostrarlo, sea {,},_, una sucesion en [a, b], tal que lim,, ., &, = &y. La sucesi6én { Je, }:zl satisface las condiciones

del Teorema 1.38, por lo que f es integrable. Supongamos que no se verifica (16). Entonces, existen § > 0 y una sucesién

{Bn},—, con lim,_.. B, = &p, tales que
’/fﬁndx—/fdx

Aplicando el Teorema 1.38 a la sucesion { /B, }:;1 resulta una contradiccién. O

>0 (neN).

El préximo resultado es de gran interés practico.

Teorema 1.41 Sea {f,},_, una sucesion de funciones integrables, tales que

Y 15l dv< e (17
n=1

=)

Entonces la serie Y f, converge c.t.p. a una funcion integrable f, y se verifica que
n=1

/fdx: il/f dx. (18)

oo

Demostracion. Sea ¢ = Z | fu]. El teorema de Beppo Levi (Teorema 1.22) y la condicién (17) aseguran que

n=1
[oax=] (}iw) dx:niﬂm dx < oo,

=

asi que, en virtud del Ejemplo 1.34, ¢ toma valores finitos c.t.p.. Sigue que Z fn es absolutamente convergente c.t.p. y, por tanto,

n=1
n

su suma f estd definida c.t.p.. Si, para cada n € N, escribimos g, = Z fi, entonces g, es medible, |g,| < @, con ¢ integrable, y
i=1
lim,, . g, = f c.t.p., de modo que, por el Teorema 1.38, f es integrable y

n (=)
/fdx:r}grolo/gndxzr}ggl;/ﬁdx:l;/f,-dx,

probando (18). O]
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Ejemplo 1.42 En los Teoremas 1.38 y 1.41 podemos suponer que las hipdtesis se verifican solamente sobre un conjunto medible
E. Se deduce entonces la validez de (14) y (18), con las integrales extendidas a E, sin mds que reemplazar los correspondientes

integrandos por su producto con Y.
Ejemplo 1.43

(i) Si f es integrable, entonces

. b b
/fdx:lim lim / fdx= lim lim/ f dx. (19)

b—yo0 a—r—00 a—— h—o0 J g
(ii) Supongamos que f es integrable en [a,b], y sea 0 < € < b—a. Entonces,

b b b—e
/ fdx=1lim [ fdx=lim fdx.
a

e—=0Jg+e =04

Resolucion. Se tiene que

b b
/ fdx= /7 I Xjae) dx.

b b
al_i,@oo/, J Xla) dx:/ﬁ fdx= /fx(,w,b] -

Aplicando de nuevo el Ejemplo 1.40 se obtiene la primera igualdad de (19). La segunda y (i) se prueban de modo similar.  [J

Pero, por el Ejemplo 1.40,

El siguiente teorema permite calcular integrales de Lebesgue mediante los procedimientos que nos son familiares.

Teorema 1.44 Si f es continua en el intervalo acotado [a,b), entonces f es integrable y F(x) = / f(@)dt (a<x<b)es
a
derivable, con F'(x) = f(x).

Demostracion. Como f es continua, es medible y estd acotada, asi que f es integrable en [a,b] y F estd bien definida. Si
a < x < b, entonces x+h € (a,b) para h > 0 suficientemente pequefio. Consideraremos tinicamente las derivadas laterales por la
derecha, pues las derivadas por la izquierda, que corresponden al cociente incremental para x — i, se tratan andlogamente.

Sean o y 3 los valores minimo y méximo, respectivamente, que alcanza f en [x,x+ &|. Por el Ejemplo 1.36, aplicado a la

funcién medible f'y a la funcién integrable x|, ., ), tenemos

Fleth) = F) = [ £0) oo (t) de = [ 2o (6) de = hy

para algin y € [a,8]. La continuidad de f (teorema del valor intermedio) proporciona & = x+ 6k, con 0 < 0 < 1, tal que

Y= f(&), esto es,
F(x+h)—F(x)=hf(x+ 0h).

Basta dividir ambos miembros de esta igualdad por &, hacer 7 — 0 y apelar, de nuevo, a la continuidad de f para obtener el
resultado. O

Corolario 1.45 Las integrales de las funciones continuas sobre intervalos acotados se pueden calcular de la forma habitual,

utilizando primitivas (regla de Barrow).

Corolario 1.46 Del Ejemplo 1.43 se sigue que es posible calcular la integral de una funcion continua, integrable en un intervalo

infinito, si se conoce su integral indefinida.

Corolario 1.47 También es posible emplear las técnicas de integracion por partes y por sustitucion si todas las funciones
involucradas son continuas e integrables. En estas condiciones, los intervalos no acotados se pueden tratar como en el Ejemplo
1.43.
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Corolario 1.48 Es posible calcular la integral de una funcion continua a trozos como se indica en el Corolario 1.45, sin mds que

dividir apropiadamente su dominio.

Usando el Teorema 1.44 y sus corolarios, cabe dar ejemplos especificos que ilustran distintos usos del teorema de la

convergencia dominada de Lebesgue (Teorema 1.38).

Ejemplo 1.49 Probar que, si o0 > 1,

1
/0 % dx = o(nil) cuando n — oo.

Resolucion. Hemos de demostrar que

1
nxsenx
lim ———dx=0
n—es Jo 14 (nx)®
. nxsenx . .
Como, claramente, lim,, m =0, buscamos aplicar el Teorema 1.38 a la sucesién
nx

nxsenx

fu(x) = T+ ()@

(neN)

para intercambiar el limite con la integral y obtener asf la conclusién requerida. Puesto que la funcién g(x) = 1//x es integrable

en (0, 1), nos planteamos validar la estimacién

nxsenx 1
—— | <— (0<x<1), 20
x| S a O<x<D (20)
al menos, para todo n suficientemente grande. Y puesto que
nxsenx nx
1+ (nx)®| ~ 14 (nx)®’
bastard ver que, para n grande,
nx 1

T+ (e = VK

3/2

o bien

nx

Con este objeto, fijados @ > 1y n € N, consideramos la funcién auxiliar A, (x) = 1+ (nx)® — nx*2, de modo que £, (0) = 1,
hn(1) = 14n% —n > 1. Pretendemos demostrar que el minimo de /, en [0, 1] es estrictamente positivo, de donde seguird (21) y,

con ello, (20). Hallamos entonces los puntos criticos de /,,:

h:,(x) =on®x* 1 - %xlﬂ =x/2 <Omaxa_3/2 — 3;) =0.

Para @ > 1 y n € N cualesquiera, una solucién de esta ecuacion es xo = 0. Si & = 3/2 entonces

332 3
n 77’1:37’1(”1/271):07
2 2 2

con n € N, implica n = 1; es decir, para n suficientemente grande, A, no tiene puntos criticos en (0,1). Cuando a # 3/2,

obtenemos el punto critico

1
oa—1\ 32-a
Xy = (20"2 > (n€N). 22)

Ahora:

= Sil < < 3/2,entonces lim,,_,. X, = oo: para n suficientemente grande, no hay puntos criticos de %, en (0, 1).
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= Si o > 3/2, entonces lim,_;. X, = 0: para n suficientemente grande, hay un punto critico de &, en (0,1).
Encontramos asi que, para n grande:

= Cuando 1 < a0 < 3/2, no hay puntos criticos de /4, en (0,1). Como %,(0) =1y h,(1) > 1, xp = 0 es un minimo absoluto

de esta funcién continua en el compacto [0, 1], asi que /,(x) > 1 para todo x € [0, 1].

= Cuando a > 3/2, el punto x, dado por (22) es el tnico punto critico de &, en (0,1); comprobemos que se trata de un

minimo. Como

19 = o (a1 = 2 2 a2
el signo de A/ (x,) serd el de
3 dan1\ T H 3, 3 3
_ on® 1\ 372« =
an® (o —1)x 3/2—4n:an°‘(a—l)( ’; ) _Izz"(a_z)ﬂx

tiende a 1 cuando n — o, de manera que A, (x) > 0 cualquiera que sea x € [0, 1].
En definitiva: si n es suficientemente grande, se verifica que %,(x) > 0 para todo x € [0, 1], asi que vale (20) y es licito aplicar el
teorema de la convergencia dominada (Teorema 1.38) para obtener el resultado. O

Ejemplo 1.50 Demostrar que

oo

lim (l—i—{)_n x Vndx=1.
0 n

n—soo

Resolucion. Parax >0yn > 2,

(1+f)n= R Uik VE SO
n n? 2 4
Definiendo

4x72, x>1

g(x) =

x 12 0<x<1

encontramos que
—n
(1 + {) xUn < glx) (x>0,n>2).
n

Como g es integrable en (0,00):

/md /11d+/m4d 2\/’1 4‘“’ 6
x= | —=dx S dx=2y/x| ——| =
0 8 0 VX 1 X2 0 xl ’
sin mds que aplicar convergencia dominada (Teorema 1.38), concluimos:
. . X\ —1/n o X\ —1/n g
lim (1—&—7) X dx = lim (l—i—f) X dx = e tdx=1. O
n—o Jo n 0 n—ree n 0
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Ejemplo 1.51 Probar que

oo 2. —n’x?
. n-xe
lim [~ dx=0
n—e J, 1+x

sia> 0, perono sia=0.

Resolucion. Sia > 0, sustituimos u = nx para obtener

0o 2, —n2X ) —u o0 u
n-xe ue ue
22 = ————du= | —— () du,
/a (R /0 [+ M) () d

u

L . o 2
donde el dltimo integrando estd mayorado por la funcién integrable ue™ . Como a > 0, es

2
ue M

Jm 7 Ko () =0

y el resultado sigue del Teorema 1.38.

Si a = 0, la misma sustitucién y una nueva aplicacién del Teorema 1.38 establecen que

3 2 7112)62 o0 71,{2 o0
n-xe ue 2 1
—d z/ ———d —>/ du= -
/0 w2 “7 ) 1+ u?/n? ! o /° )
cuando n — oo, ]

Ejemplo 1.52 Sea f una funcion no negativa, integrable en [0, 1]. Existe una funcion medible ¢ tal que @ f es integrable en [0, 1]
y 9(0+4) =eco.

a
Resolucion. Del Ejemplo 1.40 se deduce facilmente que lim,—q / f dx=0. Entonces, para cada n € N, existe x, € (0,1) tal que
Jo

Xn N
/ fdx < n3,y podemos suponer que x, \, 0 cuando 1 — co. Definimos ¢ = Z (k— D
0 k=2

I uesto que Xk Xk l]’ de mOdO que (p(0+) — oo,
/~)Ck71 k I dx < l: ) /'xkfl d < k — I _ 1
X, ( )f - ( JOo f X = (k ] ) (k - 1) ’

Ak

el teorema de Beppo Levi (Teorema 1.22) proporciona, finalmente:

1 1 0 g Xk—1
| wfdx:/o (Z(kl)fx<xk,xk_.]> dkaZ/Xk (k—1)f dx

k=2

(k71)222?<o°' =

Tal como se mencioné en la Seccion 2.3 del Tema 1, el tercer principio de Littlewood afirma que «toda sucesién convergente
de funciones medibles es casi uniformemente convergente». Terminamos esta seccién formulando y demostrando rigurosamente

dicho principio.

Definicion 1.53 Se dice que una sucesion de funciones medibles {f,},_,, definida en un conjunto medible A, converge casi
uniformemente sobre A a la funcion medible f si para cada € > 0, existe un conjunto medible E C A, con m(E) < &g, tal que

lim,, e f, = f uniformemente sobre A\ E.

Teorema 1.54 Sea A € ., y supongamos que f, (n € N), f son funciones medibles tales que lim,_,o f, = f c.t.p. en A. Si
(i) m(A) < oo, 0 bien
(ii) existe una funcion integrable g tal que |f,| < g (n € N),

entonces { f,},_, converge a f casi uniformemente sobre A.
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Demostracion. Escribimos

oo

Eppn= ﬂ {xeA:|fm(x)—f(x) < llc} (k,n e N).

m=n
Basta probar que, para cada k € N, es lim,_,.m (A\ E,) = 0. Pues, en tal caso, dado € > 0, se tiene m (A\ Ey ) < €27%
para cierto n € N; poniendo E = (" Ej », encontramos que m(A \ E) < €y, sobre E, |f,, — f| < 1/k para m > ny, asi que
limy, e f;n = f casi uniformemente sobre A.

En efecto, fijemos k € N. Ya que

{xeA hmfm( = } UEkna

el conjunto complementario, (;_; (A \ Ex ,), tiene medida nula. Como la sucesién {A\ Ey ,, };~_, es decreciente, queda garantizado
que lim,_,eom (A \ Ekﬂ) =0sim (A \ Ek.’n) < oo para algtn n. En el caso (i), esto es obvio y no hay nada més que probar. En el
caso (ii), se tiene que |f;, — f| < 2g (m € N), y entonces

A\E = {xEAilfm(x)—f(X)l > ,]{} c {xeAzg(x) > 21,6}

m=n

Dado que g integrable, este tltimo conjunto tiene medida finita, lo que completa la demostracién. O

Observaciéon 1.55 (i) El caso m(A) < e del Teorema 1.54 recibe el nombre de teorema de Egorov.

(ii) El teorema de Egorov no asegura que se pueda obtener la convergencia uniforme en todo A. Por ejemplo, la sucesion

n’x, xe[0,1/n)
fu(x) = —n*x+2n, x€[l/n,2/n)
0, en otro caso,

cumple que lim,,_,o f, = 0 en [0, 1], pero la convergencia no es uniforme en todo [0, 1].

(iii) Tampoco es posible asegurar la convergencia uniforme salvo en un conjunto de medida cero. Para comprobarlo, sea
gn = X(0,1/n) (n €N). La sucesion {g,},_, converge puntualmente a cero en [0,1] y, por el teorema de Egorov, casi
uniformemente. Sin embargo, es falso que dicha sucesion converja uniformemente a cero en [0,1] salvo un conjunto de

medida nula.

Observacion 1.56 Las hipétesis del Teorema 1.54 no pueden ser debilitadas. Un contraejemplo ilustrativo es la sucesion
{x[mﬂ)}::], definida sobre A = [0, ).

1.3 Integracion de series

En los siguientes ejemplos queremos expresar / f dx como una serie. Desarrollamos f(x) =

H[V]z

X) para obtener / fdx=
Z / fn dx, siempre que podamos justificar el intercambio del sumatorio con la integral. Si las funciones f,(x) tienen signo
constante para cualesquiera x y n € N, podemos apelar al teorema de Beppo Levi (Teorema 1.22). Si la serie Z / fndxes

(=]
alternada, se podria invocar el Teorema 1.38. Finalmente, si se demuestra que Z / | fu| dx converge, cabe recurrir al Teorema

1.41. En la mayoria de los casos se dispone de mds de un método.

Ejemplo 1.57 Probar que
1

1yl 1 >
In-dx=9) —.
/0 —x ™ r;)(3n+4)2
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Resolucion. Se tiene que
PUVAES I
In—=x"3In= Zx” (0<x<1).
X X x =
Por el Teorema 1.22,
Txl3 >l 1 > 9 >
In— dx = B m-dx=Y ———— =9y — .
/0 1—x ' nz;)/o e ,;)(3n+4)2 ,;)(3n+4)2
Para obtener la pentltima igualdad se ha integrado por partes:
! 1 0 3 0 9
/ X3 = dx:/ KB Inxdx = ——— x"4/3 lnx / R AARTE Y . — O
0 x 1 3n+4 3n+4 (3n+4)

Ejemplo 1.58 Demostrar que

 sent >yl
/0 a=y 0< <)

n=1 I’l2+1

Resolucion. Cuando ¢t > 0 es 0 < |xe™'| < 1, y podemos escribir el integrando en la forma

_ o w N
sent e’ . ! !

= sent=Y (xe Ve 'sent=Y x¥e "V gsent = lim ¥ ¥"e " seny
el—x 1—xet n;)( ) ngb N—soo Z’

Ademds, |sent| < . En efecto: como |sent| < 1 cualquiera que sea t, si 7 > 7 no hay nada que probar; si 0 < ¢ < 7, entonces
|sent| = sent, la funcién /() = sent —t es decreciente, puesto que 4'(¢) = cost — 1 < 0, y 2(0)

=0, asf que i(r) < 0 en dicho
intervalo. Ahora,

N
Z K~ (T geny
n=0

<te!

1=Vl (D 2
<

1 —xe! el —x’

donde la funcién mayorante es integrable en (0,c0): para —1 < x < 0,

o oo
/ - dtg/ te'dt=T(2)=1,
0 e—x 0

mientras que para0 < x <1yt >0setienet < e —1 <e —x (la funcién h(t) =r—e' + 1 es decreciente, con h(0) = 0), y
entonces

1 t let
/ - dt</ dt</dt—1
0 € —x 0

el —x

/ dt = / ! / t_tdt<71 ¢
_ ¢ _
el —x 1 l—xe i l—xe 1/ l—xe ! e

_x.

Aplicando convergencia dominada (Teorema 1.38) a la sucesién de sumas parciales y trasladando los indices resulta, finalmente

o p o
/0 estefxdt:/o (}\1}13102)5 e~ (1 sent> dt = hm Zx”/ ~ D sent dt
Z / () sent dt = Z

n=0

(n+1 - nZ’l n2+1
Recuérdese que la integral ciclica

/We<"+'>’sentdt:—e(n+l)[ [cost+ (n+ 1) sent] ’“: 1 .
0 (n+1)2+1 0 (n+1)2+1
se calcula reiterando una integracién por partes.
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Ejemplo 1.59 Probar que
! s (1)
senx Inx dx = —_—
/0 ng’l 2n(2n)!

Resolucion. Escribimos
oo ( 1)nx2n+1

senx Inx = Z (ZI’ZT an

n=0

Integrando por partes se obtiene, para cadan € NU{0}:
(_ 1 )n x2n+1

1 1

o ol a= U e
R R (1)t Y N G Vs
Ofndx—/o Wlnxd" [(2,1”);<1“2n+2>h(2n+2)(2n+2)z‘

El criterio del cociente muestra que la serie

2n+2 1 1 1
Inx|dx = — Inx — -
[(2n+2)! < 2n+2)h (2n+2)(2n+2)!

1
d
Z 0/ ul dx = (2n+2) (2n+2)!
converge:
lim 1 ) 1 — lim (2n+2)(2n+2)!
n—e (2n+4) (2n+4)! " (2n+2)(2n+2)!  noe (2n+4) (2n+4)!
2n+2

= 1. —:O 1.
e Dt 4220+ 3)

Ahora basta aplicar el Teorema 1.41 y trasladar los indices para concluir que

( 1)n+1

senx In dx = dx= ax=y -y =
/Osenx nxdx / an X ;;)/ Jn dx = 0 (2n+2)(2n+2)! nZIZn(Zn)!'

1.4 Las integrales de Riemann y Lebesgue

Consideremos la integral de Riemann de una funcién acotada f definida sobre un intervalo acotado [a,b]. Dada una particién

D={a=¢& <& <...< &, =b} de[a,b], obtenemos la suma superior de Darboux
Sp=Y Mi(&—&1),
i=1

donde M; = supjg, | ¢1f (i=1,...,n). Similarmente, reemplazando M; por m; =infg,_, ¢, f (i = 1,...,n), obtenemos la suma

inferior de Darboux

sD—Zm, —&1)

Recordemos que f es integrable Riemann sobre [a,b] si dado € > 0, existe una particién D de [a,b] tal que Sp —sp < €. En tal

caso se tiene que infSp = supsp, donde el infimo y el supremo se toman sobre todas las posibles particiones D de [a,b], y ese

valor comun, que se denota por (R) / f dx, se denomina integral de Riemann de f sobre [a, b].

b
Teorema 1.60 Si f es integrable Riemann en [a, D], entonces f es integrable (Lebesgue) y / fdx=® / fdx.
a a

Demostracion. Sea {D,}, | una sucesién de particiones de [a,b] tales que Sp, —sp, < 1/n para cada n € N. Se advierte

facilmente que

b b
Sp, :/ u,dx 'y Sp, :/ I, dx,
a a
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donde u, y I, son funciones escalonadas satisfaciendo I, < f < u, (n € N). En efecto, podemos tomar, por ejemplo, u, = M;
sobre (&;_1,&;), y en cada punto de la particién definir u, como el promedio de los valores M; que corresponden a los intervalos

con extremos en ese punto; y similarmente con /,,. Escribiendo U = inf,cnu, y L = sup,cy , se tiene entonces:
LW<L<f<U<u, (neN). (23)

Ademds, las funciones u,, I, (n € N) son medibles y, por lo tanto, U, L también lo son.
Afirmamos que U = L c.t.p., es decir, que el conjunto

{x:U(x)—L(x)>0}=[J {x:U(x)—L(x) > llc}

k=1

tiene medida nula. Para probar nuestra afirmacién, basta ver que cada uno de los conjuntos que comparecen en el segundo
miembro de esta igualdad tiene medida nula. A tal fin, fijemos k,n € N. Si U(x) — L(x) > 1/k, sigue de (23) que u,(x) — I, (x) >
1/k; es decir, {x: U(x) — L(x) > 1/k} C {x: u,(x) — I(x) > 1/k}. Por tanto, poniendo m({x : U(x) — L(x) > 1/k}) =r,
encontramos que m({x : u,(x) —I,(x) > 1/k}) > ry, consecuentemente,

r

b b b 1
7</ (y — 1) dx:/ undx—/ Indx=Sp,—sp, < —,
k a a a n

es decir, r/k < 1/n; la arbitrariedad de n € N obliga a que r = 0. Luego, efectivamente, U = L c.t.p..
Ahora, como L < f < U, resultaque f = U = L c.t.p. y, en particular, f es medible. Siendo acotada, f es integrable (Ejemplo

1.35). La monotonia de la integral de Lebesgue aplicada a (23) implica

b b b
sDn:/ lndxg/ fdxﬁ/ u, dx = Sp, (neN);
a a a

pero, como f es integrable Riemann, también se cumple que

b
sDnS(R)/ fdx<Sp, (neN).
a

/abfdx—(R)/abfdx

b b
/fdx:(R)/ fdx. O

Ejemplo 1.61 La funcion de Dirichlet f = Xqno,1], 0 su funcion complementaria § = Xqen|o,1), muestran que el reciproco del

Por tanto,

1
SSD,, —sp, < Z

Haciendo aqui n — oo, ya concluimos

Teorema 1.60 es, en general, falso.

Resolucion. En efecto, ya sabifamos que f no es integrable Riemann, y lo mismo ocurre con g: para ambas funciones y cualquier

particién D de [0, 1], se verifica que Sp = 1, mientras que sp = 0. Sin embargo, dado que f = 0 (respectivamente, g = 1) c.t.p.,

f (respectivamente, g) es medible, con /o l f dx =0 (respectivamente, /0 1 gdx=1). O
Como las funciones fy g del Ejemplo 1.61 son discontinuas en cada x € [0, 1], también se puede probar que no son integrables

Riemann mediante el teorema siguiente. De hecho, el Teorema 1.62 revela que la clase de las funciones integrables Riemann es

bastante restringida.

Teorema 1.62 (Criterio de Lebesgue! para la integrabilidad Riemann) Sea f una funcién acotada, definida en el intervalo

acotado [a,b]. Se tiene que f es integrable Riemann sobre [a,b] si, y sélo si, f es continua c.t.p..

! Aunque en la literatura es frecuente encontrarlo atribuido tnicamente a Lebesgue, este criterio fue probado simultdnea e independientemente por Giuseppe
Vitali en 1907.
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Demostracion. (=) Supongamos que f es integrable Riemann sobre [a,b]. Para cada n € N, sea D, una particién de [a,b],
elegida como en la prueba del Teorema 1.60, y escribamos D = | J;,_; D,,. En la notacién de dicha prueba, pretendemos demostrar
que f es continua en cada punto del conjunto DN {x : U(x) — L(x) = 0}. Ya que el complementario de este conjunto, DU {x :
U(x) — L(x) > 0}, tiene medida nula (es unién del conjunto contable D y de un conjunto que, tal como se vio en la demostracién
del Teorema 1.60, es de medida nula), habremos probado, con ello, que f es continua c.t.p..

Asumamos, pues, que U(x) = L(x), donde x no pertenece a ninguna particién D, (n € N). Razonando por contradiccién,
asumamos también que f no es continua en x: existen € > 0 y una sucesion {x; };._,, con limy_,.. x; = x, tales que | f (xx) — f(x)| >
2¢e (k € N). Usamos las definiciones de infimo y supremo para encontrar p,q € N de modo que (siempre en la notacién del
Teorema 1.60) las funciones escalonadas u, y I, satisfacen u,(x) < U(x)+¢€/2y I,(x) > L(x) — €/2. Alguno de los intervalos
abiertos determinados por cada una de las particiones D, y D, contiene a x y, para todo k suficientemente grande, a x;, de modo

que ug(xx) = ug(x) y I,(xx) = I,(x). Fijemos uno de estos k; entonces

y también
Por consiguiente,

forzando la contradiccién U(x) — L(x) > €.

(<) Reciprocamente, supongamos que f es continua c.t.p., y elijamos una sucesién {D,}, _, de particiones de [a,b] tales que,
para cada n € N, D, 1 D D, (es decir, D, 11 es un refinamiento de D,) y la longitud del mayor intervalo de D, (es decir, el
didmetro de la particién) tiende a cero cuando n — oo. Si uy, [, son las funciones escalonadas correspondientes, entonces

In <lpt Supyr <y (I’ZEN);

escribimos U = limy,—ye U y L = lim, 0 1, que existen porque las sucesiones {u,}r_; y {l,};r_; son monétonas.

Ahora, supongamos que f es continua en x. Afirmamos que para cada € > 0, existe § > 0 tal que SUPy4 () f—infp ) f <€,
donde I5(x) = (x — 8,x+ 6). En efecto: dado € > 0, la continuidad de f en x proporciona 6 > 0 tal que y € I5(x) implica
|f(x) — f(y)| < €/4. Sigue que, para cualesquiera y,z € I5(x),

€
) = @< fx) = fOI+1f () = f@)] < 5

Sean, en particular, y,z € I5(x) tales que

f) < 1nff+* f(z)Zsupf—Z.

Is(x) I5(x)

Entonces

f(y)**< lnff< sup f < f(z) +
4707 T )

obligando a que

€
sup £~ in £ < 1)~ S|+ 5 <
15()6) 15

como se habia afirmado. Puesto que los didmetros de la sucesién de particiones {D,},,_, tienden a cero, para n suficientemente

grande Ig(x) contendrd a algdn intervalo de los determinados por D, que contenga a x, asi que

inf f < () < s (x) < sup f
I5(x) I5(x)
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implica

Uun(x) — Iy (x) < sup f— inf f <e.
Is(x) 160

Un paso al limite cuando n — oo revela que U (x) — L(x) < &, y la arbitrariedad de € > 0 obliga a que U (x) = L(x). Como esto
ocurre en cada punto x de continuidad de f, y f es continua c.t.p., se infiere que U = L c.t.p.. La sucesién de funciones medibles
no negativas {u; —u,},_, (respectivamente, {l, —1;}>_,) estd dominada por la funcién integrable u; — U (respectivamente,

L—1;). Aplicando a cada una de ellas el Teorema 1.38 (convergencia dominada?), resulta

b b b b
lim u,,dxzf dez/ Ldx=1lim [ 1, dx.

n—e Jq n—o /4

b
Recordando que, para cadan € N, las integrales / U,y l se corresponden, respectivamente, con las sumas superior e inferior

de Darboux de f asociadas a la particién D,,, se concluye que f es integrable Riemann en [a, D). O
Definicion 1.63 Si, para cualesquiera a < b, la funcion f estd acotada y es integrable Riemann en el intervalo [a,b], y existe
. b . b
I:aLHPm(R)/a fdxzagrpm/‘l fdx <o
b—roo b—yoo
(¢f- Teorema 1.60), entonces se dice que f es integrable Riemann en (—oo,00) y que su integral de Riemann en (—oo,00) es

(R)/ fdx=1

Teorema 1.64 Supongamos que f es acotada, y que tanto f como |f| son integrables Riemann en (—oo,00). Entonces f es

/fdx:(R)/:cfdx.

Demostracion. Por los Teoremas 1.17 (convergencia monétona) y 1.60, y la Definicion 1.63,

integrable (Lebesgue), y

n n oo
/|f|dx:lim/\f|x[_n,n]dx:1im/ /] dx:Iim(R)/ /] dx:(R)/ 1] dx < oo;
n—soo n—oo | _p n—oo n o

por tanto, f es integrable. La Definicién 1.63 y el Ejemplo 1.43 completan la demostracién:
b b oo
/fdx: lim / Fdx= lim (R)/ fdx:(R)/ fdx. 0
a——oo [, a——oo a oo
b—roo b—roo
El siguiente resultado permite reducir los problemas que involucran funciones medibles a otros donde intervienen clases de

funciones mas manejables.

Teorema 1.65 Sea f medible y acotada en un intervalo acotado [a,b], y sea € > 0. Existen:

b
(i) Una funcion escalonada h tal que / |f—hldx<e.
a

b
(ii) Unafuncion continua g, de soporte compacto (es decir, que se anula fuera de un intervalo acotado), tal que / |f —gldx<
a

E.

Demostracion.

2También son aplicables argumentos basados en el Ejercicio 2 o en el Ejercicio 16.
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(i) Notese, ante todo, que si f es medible y acotada en un intervalo compacto [a, b], entonces es integrable en [a,b] (Ejemplo
1.35). Como f = f — f~, podemos asumir que f > 0; en tal caso,

b b
/ fdx=sup | ¢dx,
a p<fra

donde @ es simple y medible. Supongamos entonces que f es simple medible y se anula fuera de [a,b], de modo que

n
f= Z aixe,, con | J_| E; = [a,b]. Sea &’ = €/(nM), donde M = max<;<,a;, que, obviamente, puede suponerse positivo.
i=1
Para cada uno de los conjuntos medibles E;, existe una unién finita J; de intervalos abiertos, finitos y disjuntos dos a dos,

tal que m (J; A E;) < €';1a funcién h; = g 7, es escalonada, y satisface

b
/|xEl.—h,-| dx=m(J;AE) <€ (i=1,....n). (24)
a
Ahora,
b n b| n n
/ f*Za,’hi dx:/ Za,’infZa,-h,-
a i=1 a li=1 i=1

n b n
§Zai/ |XEi_hi| dx < Za,’S/SnMEIZE,
i=1 a i=1

n
donde la funcién Z a;h; es escalonada.
i=1

(ii) Por (i), dado € > 0 existe una funcién escalonada &, que se anula fuera de un intervalo compacto (nétese que este intervalo

no tiene por qué ser igual a [a, b)), verificando
b £
—hldx< <.
[ lr—hlar<?
b
Completamos la prueba construyendo una funcién continua g tal que / |h—g| dx < €/2, y tal que g(x) = 0 siempre
a
n
que h(x) =0. Sea h = Za,xgi, donde E; es el intervalo finito (¢;,d;) (i = 1,...,n). Al igual que en (i), es suficiente

i=1
mostrar que cada xg, (i =1,...,n) puede ser aproximada como en (24). Sean M = max <<, |a;| >0y & = &/(nM). Para

i=1,...,n, suponiendo que & < 2(d; — ¢;), definimos g; por

1, xe (Ci+8//4,di—8//4)

gilx) = .
0, X € (C,',d,') s

y extendemos g; por linealidad a (c;,c;+€'/4) y (di—€'/4,d;), como en la fig. 1, para obtener una funcién continua.

b
Claramente, / |xE, — gi| dx < €'/2. Sin més que tomar g =Y, a;g;, se obtiene (ii). O
a

Corolario 1.66 Si f es integrable sobre [a,b], se cumple la tesis del Teorema 1.65.

Demostracion. Como en la demostracién del Teorema 1.65, supdngase, sin pérdida de generalidad, que f > 0, y aproximese f

por sus truncadas a altura n (Ejercicio 7), que son medibles y acotadas. O

Ejemplo 1.67 Sea f una funcion medible y acotada, definida en el intervalo acotado (a,b). Probar que

b
lim / 7(x) sen Bx dx = 0.

P—reo.
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1
i ci+e/4 di—€'/4 4
Figura 1. Extension continua [fuente: elaboracién propia].
n b
Resolucion. Por el Teorema 1.65, dado € > 0 existe h = Z & X(a; by Satisfaciendo / |f —h| dx < €. Sigue que
i=1 a
b b b
/ F(x) senBxdx| < / |(f —h)(x) senBx| dx+ / h(x) sen Bx dx
a a a
b
<e+ / h(x) senfBxdx|.
a
Ahora, existe 3y > 0 tal que
/b (x) senBx d I/Bbi tdt 1\ B [3b]<2<8
b (X) senBxdx| = |— sen = —|cosPBa;—cosfbi| < - < —
a X( l7hl) B ﬁai ﬁ 1 1 B I’ZM
si B > By, donde M = max<;<,|&;| > 0. Se concluye que
b
/ F(x) senBxdx| <26 (B> fo). 0
a

2 Integracion con respecto a una medida abstracta

A continuacién consideraremos la generalizacion de las definiciones y resultados de la Seccion 1 a un espacio de medida abstracto

(X,, ). La mayoria del trabajo realizado permanece vdlido en este nuevo contexto. Cuando las demostraciones sélo requieran

un cambio en la notacién, remitiremos a la versién dada para la recta real.

Definicion 2.1 Una funcion simple medible ¢ es la que toma un niimero finito de valores finitos no negativos, cada uno de

n
ellos en un conjunto medible; por tanto, si ay,...,a, son los distintos valores de @, se tiene que ¢ = Zai%Av donde A; =

{x:9ox)=a;} €7 (i=1,...,n). Laintegral de @ respecto de |1 viene dada entonces por

n
/fpdu =Y ain(A).
i=1
Definicién 2.2 Sea f : X — [0, 0] una funcion medible no negativa. La integral de f se define como

[ rau=sup [gdu,
o<f

donde las funciones ¢ son simples medibles.

Definicion 2.3 Sea E € .7, y sea f : E — |0,00] una funcion medible. La integral de f sobre E se define por

[ sau= [ raean
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Las observaciones del Ejemplo 1.9 siguen valiendo para las Definiciones 2.1 y 2.2. También valen los andlogos de los
Teoremas 1.12 y 1.14, excepto por cambios obvios en la notacién.

Teorema 2.4 (Lema de Fatou) Sea {f,},_,, con f, : X — [0,e°] (n € N), una sucesion de funciones medibles. Entonces,

/liminffnd,u < liminf/f,,du.
n—ro0 n—oo
Demostracion. Véase la prueba del Teorema 1.15. O

Teorema 2.5 (Teorema de la convergencia monétona de Lebesgue) Sea {f,},_,, con f, : X — [0,0] (n € N), una sucesion de
Sfunciones medibles, tales que f, /* f cuando n — oo. Entonces,

/fdu = lim /fndu.

§ n—soo
Demostracion. Véase la prueba del Teorema 1.17. O

Teorema 2.6 (Teorema de aproximacion de Lebesgue) Sea f : X — [0, 0] una funcion medible. Existe una sucesion {@y}, _,

de funciones simples medibles tales que @, ,/* f cuando n — eo.

Demostracion. Véase la prueba del Teorema 1.19. [

Teorema 2.7 (Beppo Levi) Sea {f,},_,, con f,, : X — [0,e0] (n € N), una sucesion de funciones medibles. Entonces,

/ (if> du =§/ﬁldu.

Demostracion. Véanse las pruebas de los Teoremas 1.21 y 1.22. O

Nuestro préximo resultado muestra que las integrales pueden ser utilizadas para construir nuevas medidas con una cierta

propiedad de continuidad.
Teorema 2.8 Sean (X,.7, L) un espacio de medida y f una funcion medible no negativa. Entonces @(E) = / fdu es una
JE

medida sobre el espacio medible (X,.). Si ademds / fdu < oo, entonces para cada € > 0, existe 6 > 0 tal que A € Scon
U(A) < & implica p(A) < &.

Demostracion. La funcién ¢ es contablemente aditiva: si {E,};,_; es una sucesién de conjuntos en . disjuntos dos a dos,

entonces
¢ (L:JIE> = /fxu;;lf;ndu = / <Z} fxEn> dp :n;/fmdu :n;/Enfdu :n;q;(En),

por el Teorema 2.7, y el resto de axiomas se satisfacen de forma obvia; por tanto, ¢ es una medida sobre (X,.7). Consideremos

las funciones medibles f, = min{f,n} (n € N). Se tiene que f, ,/* f vy, por el Teorema 2.5, que lim,Hm/fn du = /fd,u.

Luego, si /fd,u < oo, dado € > 0, existe N € N tal que

[(r=pwdu= [ rau- [ fvdu <.

ParaA € . con (A) < €/2N, se tiene
€
/Adeu <Nu(A) < 5

Completamos la demostracién tomando 6 = €/2N:

/Afd#:/A(f—fN)du—F/AdeuS/(f—fN)du—kg<£. O
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Recordemos que las partes positiva, f, y negativa, f~, de una funcién real f fueron introducidas en la Definicién 1.24, y

sus principales propiedades recogidas en el Teorema 1.25.

Definicion 2.9 Si f es medible y las integrales / frduy / [~ du son finitas, se dice que f es integrable y se define su integral

por
[rau=[rrau- [ an. (25)
Por tanto, una funcién medible f es integrable si, y sélo si, |f| lo es. Cuando f es integrable y E € ., escribimos / fdu
E

para denotar la integral / fxedu.

Definicion 2.10 Como en la Definicion 1.28, la integral de una funcion medible a valores reales viene dada por (25), siempre

que, al menos, una de las integrales del segundo miembro sea finita.

Teorema 2.11 Sean f, g funciones integrables y a, b constantes. Entonces af + bg es integrable, y

/ﬂ#+b@du=a/}du+b/ng

[ fau=[san.

Demostracion. Véase la prueba del Teorema 1.30. O

Si f = g c.t.p., entonces

Siguiendo el argumento del Ejemplo 1.37, el Teorema 1.30 se extiende a funciones cuyas integrales existan en el sentido de

la Definicién 2.10. También contintia siendo de aplicacidn la Observacion 1.31, relativa a funciones definidas c.t.p..

Vfwﬁs/vwm

Demostracion. Véase la resolucion del Ejemplo 1.32. O

Teorema 2.12 Si f es integrable, entonces
con igualdad si, y sélo si, f >0 c.t.p. 6 f <0c.tp..

Teorema 2.13 (Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue) Sea {f,},_, una sucesion de funciones medibles tales

que |fu] < g (n € N), donde g es una funcion integrable, y supongamos que lim,_,. fy = f c.t.p.. Entonces f es integrable,

lim / fodit = / fFdu,
n—oo

y
tim 1/~ fld =0,
Demostracion. Véase la prueba del Teorema 1.38 y la resolucién del Ejemplo 1.39. O

Como en el Ejemplo 1.40, es posible demostrar una version del Teorema 2.13 para un pardmetro continuo.

Teorema 2.14 Sea {f, },_, una sucesion de funciones integrables, tales que

;/lfndu<°°-

=

Entonces Z fn converge c.t.p., su suma f es integrable, y
n=1

/fduzni/fndw

Demostracion. Véase la prueba del Teorema 1.41. O
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