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TEMA 2: LA INTEGRAL DE LEBESGUE ¢ PROBLEMAS PROPUESTOS 1/8

1 Integracion de funciones de variable real

1. Sean {a,};_,, {b,};_, sucesiones acotadas de nimeros reales. Demostrar las siguientes desigualdades:

a) limsup,_,., (a, +by) < limsup,_,., a, +limsup, . by.

b) liminf,_,c a, 4 liminf, . b, < liminf, . (a, + by).

¢) liminf, e (an+ b,) < liminf,_,e a, +limsup,,_,.. b, < limsup,_,., (a, +by).

)
)
)
d) Deducir de ¢) que si, ademds, lim, . a, = a € R, entonces

liminf (a, + b,) = a+1liminfb,, liminf (a, —b,) = a —limsupb,.
n—yoo n—oo n—oo n—soo

1.1 Integracion de funciones no negativas

2. Sean {f,};_, funciones medibles no negativas, tales que lim, .. f, = f y fu < f para cada n € N. Probar que
/fdx: fim /f,, dx.
n—yoo

3. Sean f,g > 0 funciones medibles, con f > gy / g dx < oo. Demostrar que

/fdx—/gdx:/(f—g)dx.

4. Sea{ fn}:;l una sucesion de funciones medibles no negativas, tal que lim,, . f;, = f c.t.p. y lim,, e / fodx= / fdx < oo

Probar que

Jggo/lgfndxzéfdx (1)

para cada conjunto medible E.

5. Demostrar que el lema de Fatou (Teorema 1.15) y el teorema de la convergencia monétona (Teorema 1.17) pueden ser

deducidos el uno del otro usando solamente las propiedades de la integral recogidas en los Teoremas 1.12 y 1.14.

6. El lema de Fatou se enuncia, a veces, de la siguiente manera: Si {f,}, | es una sucesion de funciones medibles no

negativas, tales que lim,_,. f, = f c.t.p., entonces

/ £ dx < liminf / £, dx.
n—soo
Probar que esta versién es equivalente a la enunciada como Teorema 1.15.

7. Para cada n € N, pongamos f,,(x) = min{f(x),n}, donde f > 0 es medible. Demostrar que / fodx N / f dx cuando
n—oco,

8. Sea {f,},_, una sucesién de funciones medibles no negativas, a valores finitos, tal que f, \, f cuando n — oo. Probar que

si / Jfx dx < oo para algiin k € N, entonces
lim [ f,dx= /f dx,
n—yoo

y que /fk dx = o para todo k € N no implica /f dx = oo,

9. Sean @, y funciones simples medibles. Demostrar que

/(pdx—l—/l//dx:/((p—i—l//)dx
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18

19

20

21.

directamente a partir de la Definicion 1.6, sin hacer referencia a los Teoremas 1.12 ni 1.21.

n—oeoym({x:y,(x) >0}) < ooparacadan e N.

Sea f > 0 una funcion medible. Construir una sucesion { Y, };_,

de funciones simples medibles, tales que y,, * f cuando

Sea C el conjunto de Cantor. Sobre [0, 1] se define una funcién f de la siguiente manera: f(x) =0six € C, f(x) =nen

1
cada intervalo complementario de longitud 37" (n € N). Probar que f es medible, y que / fdx=23.
0

Se define la funcién f sobre (0,1) por

x€(0,1)NQ

x7'], x€(0,)\Q,

1
donde | x| denota la parte entera de x. Demostrar que f es medible, con / fdx=oco.
0

1.2 La integral general

Probar que a toda funcién medible f le corresponde una funcién medible Borel g tal que f = g c.t.p..

Demostrar, mediante un contraejemplo, que la tesis del lema de Fatou (Teorema 1.15) no se verifica necesariamente si en

vez de suponer f, > 0, asumimos que f, es integrable para todo n € N.

Probar que

liminf f,

n—yoo

Sean {f,},_, una sucesién de funciones integrables y g una funcién integrable tal que f, > g c.t.p., para cada n € N.

dx < liminf / £, dx.
n—oo

Sea { f,},_,; una sucesién de funciones integrables tales que f, ,/* f cuando n — co. Demostrar que

/fdngg/fndx.

In(x+n)
n
nx Inx
1+n2x2
ny/x

14n2x2"
nx

e *cosx.

140222
* X\ " X
. Demostrar que lim,,_so / (l + 7> sen— dx=0.
0 n n

U 14 nx
. Prob li o<,/ ———dx=0.
robar que lim,,_, o () x

. Demostrar que si § > 0, entonces
n—yoo

n—+x
n+2x

a) Verificar que si f;,(x) = (

1
Probar que lim,,_,c / fn dx =0, donde, para cadan € N, f,(x) es igual a:
0

n3/2x
14+n2x2"

e)

npxl+r
1+ n2x2

5 (r>0,0<p<min{2,1+4r}).

nP x"Inx

m (r>0,0<p<m1n{2,1—|—r})

g)

1 o
limnl/ﬁ/ xl/ﬁ(l—x)"ﬂzﬁ/ e du.
0 X 0

n
) , entonces f,(x) > fu41(x) paracadax>0yneN.

b) Decidir si es cierto que el limite de la integral es la integral del limite en los siguientes casos, evaluando los limites

correspondientes:
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22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

L /Ow fu(x)€/? dx. 1. /wan(x) e /2 dx.

. " X\ _
Probar que hmn%m/ (1 + 7) e X dy = 1.
0 n
Demostrar que si & > 0, entonces
X

"n n o0
lim (1 — 7) x*! dx:/ e x* Ndx =T(a).
n—e Jo n 0

Probar que

lim f gy — / lim v/n e dx
o

n—r00 n—oo

para & > 0, pero no para ¢ = 0.

a) Determinar el rango de valores de o para los cuales

1 1

lim n%(1 —x)x" dx = lim [ n*(1—x)x" dx.
0 n—oo n—oo Jo

b) Encontrar también el rango de valores de & que satisfacen las condiciones del teorema de la convergencia dominada
(Teorema 1.38).

1.3 Integracion de series

Demostrar que, paraa > 1,

= xe! ® a1 =1 =1
/0 ex_]dx</0 x4 exdx>znar(a)zna.

Probar que
L/ Inx \? n?
dx=—
/0 (l —x) 73
Verificar la igualdad
1 d n?+n+1
ef—1)(Inx+ - ) o
/0 ( ) ( g’ (n—1)! (n24n)*
Demostrar que si p > —1,
/1 x”lnx i
o 1—x - p—|—n

Suponiendo 0 < b < a, probar que

°°shbx >
/0 shax Z 2}1—&—12612 b2

Demostrar que
n

hx” dx =
/Osecxx\fz 2n+

Probar que

=

°° COoSX n
—Z dx=Y (=1)"! .
/0 e +1 * nzl( ) n?+1

Demostrar que si p,g > 0, entonces

1 xp—l oo
/0 1+xq Zb p+nq
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34. Probar que six > 1,

o0 2t < (1 n—1¢,2 2) 1
/ cosTr . _ Z (=D H(n*+ )7.
o 1+xe “~  nn?+4)

35. Demostrar que
b1—1>n1[l Z dx - Z 3/2

36. a) Probar que si

> sh2tx 2
I(t) = Xy
0= [ Te

entonces, parat >0yt # 1,
> 1
I(t) =4t .

b) Demostrar que
3
lim [1(r) — ——— | ==
f_?}[ (f) (t21)2‘| 4

37. Probar que

=

/Oooe*xcos\/;cdx: Z(—l)"(zn')!.

n=0

38. La funcidn de Bessel de orden entero m > 0 se define como

B hnd (_1)” (x)erZn
)=}, n!(n+m)! \2 '
Demostrar que:

a) Sia € R, entonces
2 2
2/ (2ax) o™ dx =a"e .

b) Sia > 1, entonces

/ Jo(x)e ¥ dx=(1+ 2) 12
0
39. Probar que
I (xInx)? = (—1)+!
dx=2
/0 [ ;(2n+1)3

40. Demostrar que si a > 1, entonces
T (e 2 2a(a*+1
/ Z n-sennx dx — ( 2) .
0 a (@—1)

41. Probar que si f es integrable sobre (a,b) y |r| < 1, se tiene que

—rcosx > b
/f 1—2rcosx+r x—n;)r”/a f(x) cosnx dx.

1.4 Las integrales de Riemann y Lebesgue

42. Demostrar que si f es integrable en (a + h,b+h) y se define f;(x) = f(x+ h), entonces f}, es integrable en (a,b) y

b+h

fdx—/ fn dx.

a+h
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43.

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

51.

52.

Sea f una funcién medible periddica, de periodo T > 0. Probar que si f es integrable en [0, T], entonces
Jim - f dr = / fdr. 2
X—o0 X

Sea S un conjunto medible, con m(S) < . Demostrar que

lim = .
n—eo J§ 2 — sennx V3

1

Probar que x~ ' senx es integrable Riemann, pero no Lebesgue, sobre (—oo, o).

Sea f una funcidn integrable. Demostrar que para cada € > 0, existe una funcién g, continua de soporte compacto, tal que
/ |f—gldx<e.
Sea f una funcidn integrable. Probar que
lim [ 1£(x+) — /() dx =0

(Lema de Riemann-Lebesgue) Sean f una funcién integrable, ¢ una funcién medible y acotada, y supongamos que existe
B tal que @(x+ B) = —@(x) (x € R). Demostrar que

lim / 7() @ (kx) dx = 0.

1.5 Miscelanea

Sea f una funcién no negativa a valores finitos, satisfaciendo m({x : f(x) > n}) > 0 para cada n € N. Probar que existe

una funcién integrable g tal que fg no es integrable.

Supongamos que, para cada n € N, f;(x) denota la distancia de x al nimero més pr6ximo de la forma k107", donde & es

un entero, y sea f = Z fu- Demostrar que
n=1

1 1
dx=—.
/o Jdx =36
Sea
0, xeQ
fe =9 , , ,
a”', x€R\Qy aes el primer entero no nulo en la representaciéon decimal de x.
Probar que f es medible, y que
/ fdx=— —
n= 1 n
Se define
0, xe@Q

' xe (0,D\Q,

donde, como habitualmente, |x| denota la parte entera de x. Demostrar que

1 71:2
dx="——1.
/of T
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53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

a) Sea
nx—1

Jalx) = (xInn+1) (nx2Inn+1)

(neN).
Probar que lim, . f,(x) =0 (0 < x < 1), pero

1 1
lim / fu(x)dx= <.
0 2

n—oo

b) Sea hy(x) = nx" (n € N). Demostrar que lim,, .. /1,(x) =0 (0 <x < 1), pero

1
lim [ h,dx=1.

n—e J(

( Contradice alguno de estos ejemplos el Teorema 1.38 (convergencia dominada)?
Sea no[ fl)de
Fa(x) = E/W (neN).
Suponiendo que las integrales involucradas existen, probar que si f es continua en x entonces lim,_,o. F,, (x) = f(x).

(Derivacion de integrales paramétricas: regla de Leibniz) Para cadat, sea f(x,) una funcién integrable de x. Supongamos

que d f /0t existe para cada x y satisface |(df/dt)(x,7)| < @(x), donde la funcién ¢ es integrable. Demostrar que

%/f(x,t)dx:/g—]: dx.

Supongamos que x”f(x) es integrable sobre (0,0) si y=a y v= f, con o < 3. Probar que para cada y € (&, f3), la

integral / x? f(x) dx existe y define una funcién continua de 7.
0

Sea {f,},_, una sucesién de funciones medibles tales que |f,| < g (n € N), donde la funcién g es integrable. Demostrar
que
liminf f,, dx < liminf / fudx <limsup | f,dx < [ limsup f, dx.
n—roo Nn—yo0

n—oo n—oo

Dar un ejemplo donde todas las desigualdades sean estrictas.

2 Integracion con respecto a una medida abstracta

En lo que sigue, salvo indicacion expresa en contra, trabajaremos con un espacio de medida arbitrario (X, lL).

Sean Ej,...,E, conjuntos medibles y sea F; (k= 1,...,n) el conjunto de los puntos que pertenecen a exactamente k de los

conjuntos E; (i=1,...,n). Probar que

(ngE

i (Er) = kilku (F).

i=1

Sea g una funcién medible tal que g > &, con A integrable. Demostrar que / gdu existe en el sentido de la Definicién
2.10.

Sean f una funcién integrable y g una funcién medible tales que |g| < k| f| c.t.p., donde k es una constante. Probar que g

es integrable.

Sean E, F conjuntos medibles, f integrable sobre E, y t(E A F) = 0. Demostrar que f es integrable sobre F', con

[ fau= [ rau.

OCW-ULL 2024 MEDIDA E INTEGRACION
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62

63.

64.

65.

66.

67.

68.

69.

70.

71.

72.

73.

. (Desigualdad de Chebyshev) Sean f una funcién medible, A = {x: f(x) > 0}, y ¢ > 0. Probar que
1
pix: f@) >} < ¢ [ ran

Sea f una funcién integrable. Demostrar que el conjunto {x : f(x) # 0} tiene medida o-finita.

Sean {f, ~_; una sucesién de funciones integrables, g = limsup,,_,., fu, y # = liminf,,_,. f;,. Probar que los conjuntos
G={x:g(x) #0} y H={x: h(x) # 0} tienen medida o-finita.

Sea (X, Z(X), 1) un espacio de medida tal que u({x}) = 1 para cada x € X. Demostrar que f es integrable si, y sélo si,

f =0 excepto en una sucesion {x;};-, con

/ Fau=Y f(x), 3)
=1

donde la serie del segundo miembro es absolutamente convergente y el valor de la integral del primer miembro es

independiente de la ordenacién de {x;}; ;.

Sea {f,},_, una sucesién de funciones medibles no negativas, tales que lim, .. f, = f 'y f, < f para cada n € N. Probar

[ fau=jim [ fan.

Sea {f,},_, una sucesi6n de funciones medibles, y supongamos que lim, . f, = f c.t.p.. Sea {g,},_, una sucesién de

que

funciones integrables tales que |f,| < g, (n € N) y lim,_,« g, = g c.L.p., con g integrable. Demostrar que si
[gan=tim [guan.

entonces f es integrable y

[ fau=jim [ f.an. (4)

Usar el lema de Fatou (Teorema 2.4) para obtener otra resolucién del Ejercicio 62 @) del Tema 1: si los conjuntos {E, }7_,
son medibles, entonces
u (liminfE,,) < liminfpt (Ep).

n—oo n—oo

=

(Lema de Borel-Cantelli) Sea {E, }7-_, una sucesién de conjuntos medibles, tales que Z U (Ey,) < eo. Probar que casi todo
n=1
x € X pertenece, a lo sumo, a un nimero finito de conjuntos de la sucesion.

Sean f una funcién integrable, A > 0,y E, = {x: f(x) > nA} (n € N). Demostrar:
a) lim, e [ fdu=0;
Ey
b) H(E) = o(n).

Sea f : R — [0, 0] una funcién integrable respecto de la medida de Lebesgue, y pongamos F, = {x: f(x/n) > n}. Probar

que para cada x fuera de un conjunto de medida nula, existe una sucesién estrictamente creciente {n;};. , tal que x €
Ui:l Fﬂ,’ °

y

Usar el Teorema 2.8 para demostrar que si f es integrable en [a, b] y / fdx=0paratodoycona<y<b,entonces f =0
a

c.t.p. en (a,b).

Probar que si f es medible y (X) < oo, entonces f es integrable si, y sélo si, la serie Z u({x:|f(x)| > n}) converge.

n=1
Enunciar el resultado correspondiente cuando p(X) = oo y cuando la serie se inicia en n = 0.
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74. Supongamos que [1(X) < ooy que f es una funcién medible. Demostrar que si el limite lim,,_;c / S"du existe y es finito,
entonces es igual a u({x: f(x) =1}).

75. Sea E un conjunto medible, y sea f > 0, integrable sobre E. Probar que

lim [ f'/"du = p(E).
E

n—soo

76. Se considera la medida definida por

o(E)= [ fax (Ec.a),

donde f es una funcién medible no negativa sobre el espacio medible (R,.# ), como en el Teorema 2.8. Demostrar que ¢

es completa si, y s6lo si, f no se anula en un conjunto de medida de Lebesgue positiva, es decir, m({x: f(x) =0}) =0.
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