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0 Introduccion

Para considerar integrales mdltiples, necesitamos estudiar la medida y la integracion en el producto cartesiano de espacios

medibles. Lo haremos en un marco general.

1 Medibilidad en espacios producto

Esta seccion recoge las definiciones y propiedades basicas relativas al producto de espacios medibles.

Definicion 1.1 £l producto cartesiano X x Y de los conjuntos X e Y es la coleccion de pares ordenados {(x,y) :x€X, y€Y}.
Un rectangulo en X X Y es un conjunto de la forma A x B, conA CX yBCY.

Queremos construir un espacio medible sobre X x Y a partir de espacios medibles (X,.) e (¥,.7). A tal fin, daremos la

siguiente definicidn.

Definicion 1.2 Sean (X,.7) e (Y, ) espacios medibles. Un rectdngulo medible en X X Y es cualquier conjunto de la forma
AXB,conA €S yBe 7. Laclase de los rectdngulos medibles serd denotada por X.

Definicion 1.3 Un conjunto elemental es cualquier subconjunto de X X Y que puede ser expresado como union de un niimero

finito de rectdngulos medibles, disjuntos dos a dos. La clase de los conjuntos elementales serd denotada por &.
Teorema 1.4 & es un dlgebra.

Demostracion. Nétese que Z C &. Noétese también que la interseccion de rectdngulos medibles es un rectdngulo medible: si
AixB;eZ (i=1,2),conA,Ar € ¥y By,B, € 7, entonces

(A] X Bl) N (A X Bz) = (A] NAy) X (B ﬂBz) EX.
Para que & sea un élgebra, necesitamos justificar que:

(i) X xY € &. Esto es obvio, yaque X XY € Z.

(ii) & es cerrada bajo intersecciones finitas: si P=J_,U; € &, Q = U;”:IVJ- € &, donde U;,V; € Z,con UiNUy = 0 (i,k =
L,...,n, i#k)yV;nV;=0(j,l=1,...,m, j#1), entonces

pno= J unv,
1<i<n
1<j<m

conUiNV; e Zy (UinVi)N(UxrNV) =0 (i,k=1,...,n, jl=1,...,m, (i,j) # (k,1)), de modo que PNQ € &.
(iii) & es cerrada por complementacién. Dado A x B € %, conA € . y B € 7, se tiene
(AXB)"=(A“xY)U(A x BY),

donde A,A° € ./, B°)Y € T,y
(A°XY)N(AxB) = (A°NA) x (YNB°) =0,

asi que (A X B)° € &. Ahora, si P =J_,U; € &, con U; € %, entonces U € & (i=1...,n). Como & es cerrada por

intersecciones finitas, se concluye que P° = (_,; Uf € &. O

Definimos ya la o-dlgebra producto sobre X x Y.
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Definicion 1.5 El espacio medible producto de los espacios medibles (X,.7) e (Y,.7) es (X xY,. x T), donde la c-dlgebra
producto
I x T =0(X)

es la o-dlgebra generada por la clase de los rectdngulos medibles.
Ejemplo 1.6 Se riene que . x 7 = 6(&), la 6-algebra generada por &.

Demostracion. Todo rectdngulo medible es un conjunto elemental: % C &. Por tanto, . x .7 = 6(#) C 6(&). Inversamente,
# C o(Z#) implica & C 0(Z), asique 0(&) Co(#) =" x T . O

Se obtiene una caracterizacién mas conveniente de . x .7 en términos de clases mondtonas. Definimos estas clases a
continuacién y damos como Teorema 1.9 el denominado teorema de la clase monétona, que constituye la herramienta esencial

para la teorfa de la integracién en espacios producto.

Definicion 1.7 Una clase .#(y de subconjuntos de un conjunto X es una clase monétona en X si el limite de cualquier sucesion

mondtona (creciente o decreciente) de conjuntos {E,,};o:l C My se queda en M.

Teorema 1.8 Dada una familia % de subconjuntos de un conjunto X, existe la menor clase mondtona My(%') en X que contiene

a%.

Demostracion. Sea 2 la coleccién de todas las clases monétonas en X que contienen a %. Nétese que 2 # 0, yaque Z(X) € 2.
Como la interseccién de clases mondtonas es una clase mondtona, se concluye que

///0(9/)2 ﬂ M. O
Mye2

Teorema 1.9 (Teorema de la clase monétona) Si <7 es un dlgebra en X, se tiene que o(</) = Mo(</), es decir, la menor

o-dlgebra que contiene a <f coincide con la menor clase mondtona que contiene a <f .

Demostracion. Por simplicidad notacional, escribiremos .#) en vez de .#(<).

Puesto que toda o-dlgebra es una clase monétona, resulta que .#y C 6(<).

La inclusion opuesta seguird tan pronto se pruebe que .#) es una o-dlgebra; para ello, serd suficiente ver que es un algebra.
En efecto, si .# es un dlgebra (cerrada por uniones finitas), y {E, }::1 es una sucesion de elementos de .#, entonces | J;,_; E,
es el limite de la sucesi6n creciente {{J_; E;};;_, de elementos de .#, que permanecerd en .# al ser .4, una clase mondtona,
de modo que .#, también serd cerrada por uniones contables.

Demostremos, pues, que .# es un dlgebra.
(i) Trivialmente, X € o C 4.

(ii) Para comprobar que .# es cerrada por complementacion, consideramos la clase
My={A:A° € M},

formada por los complementarios de los elementos de .#; afirmamos que .# es una clase monétona. En efecto, dada

una sucesion creciente {A, };r_| C ., se tiene que

(UAn> :nolAf, € My,

n=1

oo

4 c
toda vez que .# es una clase monétona y {Ag}

es una sucesion decreciente de elementos de .#; asi pues, |;_; A, €
. Se justifica andlogamente que el limite ();,_; A, de una sucesién decreciente {A,}7_; C .# se queda en ..
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Por otra parte, 7 C .#;. En efecto: como </ es un dlgebra, contiene a los complementarios de todos sus elementos, y
of C M.

La minimalidad de .# obliga ahora a que .# C ./, probando que .# es cerrada por complementaci6n.

(i) Finalmente, queremos demostrar que .# es cerrada bajo uniones finitas. A tal fin, para cada F € .#), sea
%/(F)Z{EE.///OZEUFE.//()}.

Basta probar que ¢ (F) = . para todo F € 4.

Nétese que % (F) es una clase monGtona. Para verificarlo, considérese una sucesion creciente {E, };;_; C % (F). Entonces

U;ozl En € %0 y
( U En) UF = J(E,UF) = lim (E,UF) € /4,
n=1 n=1
asi que {J,_1 E, € % (F). Se demuestra de modo similar, para una sucesién decreciente {E, }7> | C # (F), que (;_ E, €
H(F).

Afirmamos que &/ C ¥ (G) cuando G € 7. En efecto, dado A € <7, se tiene que A € .#). Si, ademds, G € <7, entonces,
puesto que .2 es un édlgebra, necesariamente AUG € of C .#,. Luego, A € J¢(G), y la arbitrariedad de A establece

nuestra afirmacion.

Hemos probado que si G € <7, entonces % (G) es una clase monétona que contiene a <7, lo que obliga a que %2 (G) D 4.
Como, por construccion, % (G) C .#, se concluye que % (G) = .#j.

Ahora, dados G € &/ C My y F € M, se tiene que F € £ (G); en particular, GUF € .# y, por simetria, G € Z (F).
La arbitrariedad de G € &7 implica que &/ C J#(F), y como % (F) es una clase monétona, también .#y C J# (F). De
nuevo, se tiene la inclusién opuesta por la construccién de J# (F), y se concluye asi que JZ (F) = .# para todo F € .,
como se pretendia. O

Corolario 1.10 .¥ X .7 = .#y(&).

Demostracion. Es consecuencia del Ejemplo 1.6, del Teorema 1.4 y del teorema de la clase mondtona (Teorema 1.9). O

Definicion 1.11 Si E C X XY, para cada x € X y caday € Y se define la x-seccién de E como el conjunto
E,={y:(x,y) €E}CY,

y la y-seccién de E como el conjunto
EY={x:(x,y) €E} CX.

Ejemplo 1.12 Probar que si la sucesion de conjuntos {A;}7 | es mondtona, entonces lim; A} = (lim;eA;)” (y €Y) y
lim; e (Ai)x = (lim,»_mA,-)X (x S X)

Resolucion. El primer enunciado se sigue del hecho de que, para caday € Y, (U A;)” = U2 A, mientras que (;2;A;) =

Nz Alyf . El argumento para x-secciones es similar. O

Nuestro préximo teorema establece que los conjuntos medibles tienen secciones medibles. Se demuestra que el reciproco es
falso, es decir, que un conjunto puede no ser medible aunque sus x-secciones e y-secciones lo sean para cualesquiera x € X e
yevy.

Teorema 1.13 Si E € . x 7, entonces Ex € T paracadax € X y E¥ € .¥ para caday €Y.
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Demostracion. Sea
Q={Ec S xXT:E,eT (xeX)}.

SiAe .Y yBec.Z,entonces (AXB), =B 60 segin que x €A 6 x € A%; luego, Q contiene a los rectangulos medibles. Dado
E € Q, laigualdad

(E)x=A{y: () €E} ={y: (x,y) €E} = (Ex)*

prueba que E¢ € Q. Ademds, si E, € Q (n € N) entonces, para cada x € X,

Asi pues, Q es una o-dlgebra en X X Y que contiene a %, forzando a que Q = .% x .7. Se demuestra similarmente que E” € ./

cualquieraque seay €Y. O

Para funciones definidas sobre X x Y se tienen enunciados paralelos.

Definicion 1.14 Sea f una funcion definida sobre X X Y. Entonces, dado x € X, la x-seccién de f es la funcion f, definida sobre
Y por fr(y) = f(x,y) (y €Y). Andlogamente, dado y € Y, la y-seccion de f es la funcion f?, definida sobre X por f>(x) = f(x,y)
(x e X).

Teorema 1.15 Sea f una funcion (% x 7 )-medible sobre X X Y; entonces, para cada x € X y cada 'y € Y, la x-seccion f, de f

es T -medible, mientras que la y-seccion f~ de f es -medible.

Demostracion. Sea o € R, y sea
E={(xy): f(x,y)>a}.

Por el Teorema 1.13, fijado x € X, la x-seccion de E,

Ex:{y:fx(Y) > OC},

estd en 7 para cada o € R, asi que f; es .7 -medible. El correspondiente resultado para f” se prueba de forma analoga. O

2 Medidas producto y el teorema de Fubini

Abordamos en la presente seccién los tres resultados principales sobre integracién con respecto a una medida producto. Estos
resultados (Teoremas 2.5, 2.7 y 2.8) son debidos a Leonida Tonelli (1855-1946), Ernest Hobson (1856-1933) y Guido Fubini
(1879-1943), aunque en conjunto se conocen, habitualmente, por el nombre del tercero.

Para definir una medida sobre . x .7 nos apoyaremos en el siguiente teorema.

Teorema 2.1 Sean (X,.7, 1) e (Y,7,V) espacios de medida o-finita. DadoV € ¥ x 7, escribimos ¢(x) = v(Vy), y(y) =
w(V¥) (xeX,y€eY). Entonces ¢ es /-medible, y es T -medible, y

| odu= [ vav. (1)

Demostracion. En primer lugar, supondremos que el resultado se verifica cuando (t y v son medidas finitas, y procederemos a
deducir el caso general. A tal fin, descomponemos X = | X, ¢ Y = UJ,,_, Y, respectivamente, en uniones de conjuntos de
H-medida y v-medida finitas disjuntos dos a dos, y consideramos la restriccién de (t y v a los subconjuntos medibles de X, e
Y,,, de modo que el resultado vale para cada rectingulo X, X ¥,,. SeaV € .¥ x 7, y pongamos V,, ,, = VN (X, x ¥,,) (n,m € N);
entonces, para todo x € X, Vi = Uy =1 (Vium),. Por hipdtesis, para cada m € N, v ((Vum),) es una funcién de x medible sobre
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X, as que Yom_ V ((Vium),) es medible sobre X,; luego, por el Ejemplo 3.11 del Tema 1,
p)=v(V)= Y v(Vam),) (€X)

es .-medible. Similarmente, y(y) =Y, Py ( ) (y €Y) es J-medible. El Teorema 2.7 del Tema 2 (Beppo Levi) permite

escribir:

/X<Pdu /fpdu Z/ Zv Vam),) dit

Xn m=1

=ngz/ SORETED 3 3 (.

m=1n=1

La dltima igualdad se verifica por hipétesis, y este ultimo término se corresponde con / ydv.
Jy

Necesitamos demostrar ahora la validez del resultado cuando 1 y v son medidas finitas sobre . y .7, respectivamente. Con
este propdsito, denotemos por Q la clase de todos los conjuntos V € . x .7 para los que se verifica la tesis del teorema. Nétese

que € contiene a todos los rectangulos medibles A x B, puesto que

V((AXB)x) = xa(x)v(B), u((AxB)")=xs(y)u(A),

de manera que se cumple (1):

/Xv((AxB))d,u 1A /u ((AxB)

No es dificil probar que (1) también se verifica para cualquier conjunto elemental: si R € & es de la forma R = | J_| R;, con

R €% (i=1,...,n), disjuntos dos a dos, entonces

=
=
Il
=
—
—
=
~—
~
Il
=
—
C=
&)
N
Il
D=
E
&
<
m
=

[
L
[
L
T

asi que
/ ) du = Z/ o) du = Z/,uRydv—/uR’

Consecuentemente,  contiene al dlgebra &. SiV; C Vo C...,conV; € Qparacadai € N,y siV =JiZ; V;, entonces V € Q. En
efecto, para cadax € X y cada y € ¥, pongamos @;(x) = v ((V;),), wi(y) = pt (V{') (i € N). Por la definici6n de Q, estas funciones
son medibles; ademds, en virtud del Ejemplo 1.12, @;(x) 7~ @(x) =v (Vs), y ¥i(y) / w(y) = u (V?), cuando i — . Luego, @ y

/<pdu=.1im/<pidu=.1im/t/fidV=/WdV-
X i—oo Jx i—oo Jy Y

SiViDV,D...,dondeV; € Qparacadai €N, ysiV =",V obtenemos, similarmente, sucesiones @; \, @, ¥; \, ¥ (i = ),

v son medibles, con

tales que @; < v(Y) y y; < u(X) (i € N). Las funciones mayorantes son integrables sobre X e Y, respectivamente, porque (L y V
son finitas. Podemos aplicar entonces el Teorema 2.13 del Tema 2 (convergencia dominada) para concluir que los limites, ¢ y v,
verifican (1). Hemos probado asi que Q es una clase monétona contenida en . x .7 y que contiene a &; el resultado se deduce
del Teorema 1.9 y del Ejemplo 1.6. O

La siguiente version de (1) es mds intuitiva.
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Corolario 2.2 En la notacion y bajo las hipotesis de o-finitud del Teorema 2.1, se cumple:

[ ane [avnave) = [ ave) [ avey)due).

Demostracion. Se tiene que

o) =v(V) = [ () 0)ave) = [ (), 0)av(y) = [ av(xy)aviy).

y similarmente para . O

Definicion 2.3 Sean (X,.7, 1)y (Y, 7,V) espacios de medida o-finita. La medida producto it X v de .¥ X T viene dada por

(wx)V) = [ vdu= [n(¥)av (ves =)

donde la ultima igualdad se verifica en virtud del Teorema 2.1.

La expresion alternativa que proporciona el Corolario 2.2 para las integrales anteriores pone de manifiesto que ( X v es una
medida sobre . x 7. Claramente, [l X V es o-finita.

Ejemplo 2.4 Probar que si L y v son medidas G-finitas, entonces la medida producto L X v, dada por la Definicion 2.3, es la
tinica medida sobre ¥ x T que asigna a cada rectdngulo medible A x B la medida |1(A)v(B).

Resolucion. Una tal medida debe tomar el valor Y7 | ut(A;) v(B;) sobre el conjunto elemental cuya descomposicion en
rectdngulos medibles es |Ji_; (A; x B;). Notese que i X v toma el valor correcto sobre los rectdngulos medibles y, por el
Teorema 2.1, es una medida sobre &, luego toma el valor correcto sobre los elementos de & y es, claramente, una medida

o-finita sobre el dlgebra &. Se demuestra que la extensién de & a o (&) es Unica. O

Los principales resultados sobre integracion en espacios producto vienen dados por los tres teoremas que siguen, los cuales
proporcionan métodos para calcular integrales respecto de medidas producto. Como en el Teorema 2.1, del que derivan, para su

validez necesitamos la o-finitud de los espacios de medida factores, (X,., ) e (Y, 7,v).

Teorema 2.5 (Tonelli-Hobson) Sea f > 0 una funcion (¥ x 7 )-medible, y sean

o) = [ frav, w0 = [ pdu ex,yev).

Entonces, @ es .-medible, ¥ es T -medible, y

/Xfpdu:/XnydWXV):/Yde- 2

Demostracién. El Teorema 2.1 proporciona el resultado cuando f es la funcion caracteristica de un conjunto . x .7 -medible, y,

por lo tanto, también cuando f es simple medible. En el caso general, sea {f,} ., una sucesién de funciones simples medibles

tal que f, 7 f cuando n — oo. Por el Teorema 2.1, @,(x) = / (fu), dv es /-medible, y

Jooudi= [ fdtux. 3)

Cuando n — oo, (fn),  fv, asi que, en virtud del Teorema 2.5 del Tema 2 (convergencia mondtona), ¢, .~ ¢, probando que @
es medible. Una nueva aplicacién del Teorema 2.5, esta vez a (3), proporciona la primera igualdad de (2). La segunda se deduce

andlogamente.

Corolario 2.6 En las hipotesis del Teorema 2.5, se tiene:

| ane) [ resiave) = [ avt) [ riey)auc). (4)
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Demostracion. Escribanse el primer y dltimo términos de (2) como integrales iteradas de f. O
Teorema 2.7 (Tonelli-Hobson) Dada una funcion (. x 7 )-medible f, definimos
0'() = [ Ifldv. v'0)= [ Iffdu (wex,yer).

Las condiciones ¢* € L' (), w* € L'(v), f € L'(u x V), son equivalentes.

Demostracion. Aplicamos el Teorema 2.5 a | f]|, y (2) proporciona el resultado. [

Teorema 2.8 (Fubini) Si f € L' (u x v), entonces f, € L' (v) para casitodo x € X, f* € L' (1) para casi todoy €Y, las funciones
© y Y definidas en el Teorema 2.5 estdn en L' (1) y L' (V), respectivamente, y se verifica (2).

Demostracion. Obtenemos @y, @, a partir de las funciones medibles no negativas f*, f~ de la misma forma que se obtuvo @ a
partir de f en el Teorema 2.5. Puesto que £, f~ € L' (u x v), (2) garantiza que @1, € L'(u). Luego, para casi todo x € X,
tanto @ (x) como ¢, (x) son finitas, y para tales x, f, = ;" — f,_ implica f, € L'(v) y @(x) = @1 (x) — ¢2(x); asi, ¢ es integrable.
Por otra parte, la primera igualdad de (2) se verifica para @, y f*, y para ¢, y f~, de modo que al restar obtenemos el resultado

para ¢ y f. La segunda igualdad y las afirmaciones relativas a f7 y y se establecen andlogamente. O

Corolario 2.9 Los Teoremas 2.7 y 2.8 implican que si alguna de las integrales iteradas de |f| es finita, entonces la otra también

lo es, y f satisface (4).

La version del Teorema 2.8 que recoge el Corolario 2.9 es la que resulta mds 1til en la practica. Daremos a continuacién
algunos ejemplos ilustrativos de que, en general, las hipdtesis de los Teoremas 2.1 a 2.8 no pueden ser debilitadas.
El primer ejemplo muestra que el Teorema 2.1 deja de verificarse si £ y V no son ambas o-finitas, y que la o-finitud también

es esencial en los Teoremas 2.5, 2.7 y 2.8.

Ejemplo 2.10 Sean X =Y =[0,1], .’ = . = AB. Tomemos L = m sobre los borelianos de [0,1], y sea v la medida cardinal en
[0,1]. Sea también V = {(x,y) € X xY : x =y}. Entonces, V es . x T -medible: dado cualquier entero positivo n, ponemos
Li=[(j-1/nj/n] (j=1,...,n) y Vu = (L x 1)) U...U (I, x I,); puesto que V, es medible, V = (\_, V, también lo es. Sin

embargo,
/dv/deu:O;«éI:/du/dev. O
Y X X Y

Ejemplo 2.11 La condicién f € L' (u x V) del Teorema 2.8 es necesaria para que el orden de integracion sea intercambiable.

Resolucion. Tomamos X, Y, ., 7 como en el dltimo ejemplo y it = v =m, restringidaa [0,1]. Sean 0 < o) < ... < 0 < ... <1,

1
con lim,, . 0, = 1. Para cada n € N, elegimos una funcién continua g, tal que {z: g,(¢) 0} C (®t;, O11) € / gndt=1,y
0

definimos

 agki

fx,y) = gn(y) [gn(x) — 8n+1 (x)] :

n=1

Fijado (x,y), s6lo un término de esta serie puede ser no nulo, asi que f estd bien definida. Ademds, f es medible, porque es

continua excepto en (1, 1). Por una parte,

1 1 o
/O flxy) dx= /0 ’;gn(y)[gn(X)—gnH(x)] dx

1 Ont2
:gn(y) [/ gndx_/ 8n+1 dx:| =0 (yEY)

O Ot
implica

/01 dy/olf(x,y) dx=0.
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Por otra,

./o.1 i — 81 (x )]/O]gndyzgl(x) (x€X)

/01 dx/olf(x,y) dy=1.

Asi pues, las integrales iteradas son distintas. Sin embargo, no se contradice el teorema de Fubini, porque f no es integrable:

implica

escribiendo I; = (@, &;11) (i € N), encontramos que

[ireasa= ¥ [

i,j=1

T [ 180 ) (0] dvay

i1
{/le /+|X,}|gf(y)[g/() gj1(x)]| dxdy=oo. 0

En algunos espacios producto, como, por ejemplo, el plano, la medida «natural» a considerar no es tL X vV sino su complecion.

Z gn n gn+1 ’ dx dy

En tal caso, es posible obtener resultados equivalentes al Teorema 2.8 bajo hip6tesis mds débiles. Por ejemplo, las funciones ¢ y
v del Teorema 2.1 en adelante no tienen que ser medibles, sino que basta con que sean iguales c.t.p. a funciones medibles'.

!Para més detalles sobre un enfoque basado en medidas completas, véase el capitulo 12 de H.L. Royden: Real analysis, Macmillan, 1968.

OCW-ULL 2024 MEDIDA E INTEGRACION



	Introducción
	Medibilidad en espacios producto
	Medidas producto y el teorema de Fubini

