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TEMA 5: INTEGRACION EN ESPACIOS PRODUCTO ® PROBLEMAS PROPUESTOS 1/2

10.

11.

12.

1 Medibilidad en espacios producto
La representacion de un rectdngulo en la forma A X B no tiene por qué ser tnica. Determinar cudndo lo es.
Sea A un subconjunto no medible de X. ;Es A x 0 un rectdngulo medible?

Demostrar que un rectangulo A X B es no medible si, y sélo si, o bien A es no medible y B # 0, o bien B es no medible y
A #0.

Probar que si V C X x Y, entonces (xv), = xv, Y (xv)” = 2.

Demostrar que si f es .-medible y g es .7 -medible, entonces fg definida por (fg)(x,y) = f(x)g(y) ((x,y) €X xY) es
(7 x 7 )-medible.

2 Medidas producto y el teorema de Fubini

Sean , v medidas completas. Probar que t x v puede no ser completa.

Sea f una funcion medible definida en R, con 0 < f < co. Sean también Oy = {(x,y) : 0 <y < f(x)} el conjunto de
ordenadas de f,y G = {(x,y) : y = f(x)} el grafo de f. Finalmente, sean .# y m la o-dlgebra y la medida de Lebesgue en
R. Demostrar los siguientes asertos:

a) Oy es (M x A )-medible.

b) (mxm)(0) = /f dx.
¢) Ges (M x #)-medible.
d) (mxm)(G)=0.

Sea f una funcién continua en R = [a,b] X [c,d], y sean .¥ = F = ./ . Probar que
b d d b
/Rf(x,y) dx dy =/ dX/ fxy)dy =/ dy/ flxy) dx.
P a JC c a

Demostrar que si f € L' (1) y g € L'(v), entonces fg € L (1 x v).

Dada f € L'(0,a), se define
g(x):/a%t)dt (0<x<a).

/gdx:/fdt.
0 0

Integrando e~ sen 2xy respecto de x e y, demostrar que

oo ,—Y 2 1
/ ¢ MYy — ~ s,
0 y 4

Probar que g € L' (0,a), con

Integrando e sen 2y respecto de x e y, probar que

/ ¢ SnLy dy = arctg?2.
0 y
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Dados f € L'(0,), o > 0, pongamos

Demostrar que
¥
a/o ga(x)dx=gaqr1(y) (y>0).

Seana >0, f € L'(0,a), f >0,y
F(x):/oxf(t)dt (x>0).
Probar la igualdad
/Oaf(x)ln%dx:/oaﬁderF(a) lné.
Sea

) ﬁ (x,y) € [=1,1] x [~ 1,1]\ {(0,0)}
X,y) = X

0, (x,y) = (0,0).

Demostrar que las integrales iteradas de f sobre el cuadrado [—1,1] x [—1, 1] son iguales, aunque f no es integrable.

Probar que si
22
(2 +?)?

/o1 dx/()lf(x,y) dy = g # —g :/01 dy/olf(x,y) dx.

(Contradice este resultado el Teorema 2.8 (Fubini)?

flxy) = ((x,y) # (0,0)),

entonces

Se define f sobre [0, 1] x [0,1] por

22n, 2 x < 27n+1, 27 < y < —n+l
fle,y)=q =221 2l <x<27 2" <y<2l  (neN).
0, en otro caso

Demostrar que

/01 cly/olf(»ay)clx:oyé1:/01 dx/olﬂx,y)dy.

(Es f integrable en su dominio?

Sean X =Y =N, u = v la medida cardinal sobre #?(N). Definimos

2-27% xX=y
fly)=q-2+427% x=y+1

0, en otro caso.

Probar que las integrales iteradas de f son distintas. ;/Es f integrable en su dominio?
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