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1 Integracion de funciones de variable real

1. Sean {a,};_ |, {bn};r_ | sucesiones acotadas de nimeros reales. Demostrar las siguientes desigualdades:

a) limsup,_,., (an,+by) <limsup,_,.,a,+limsup, .., b,.
b) liminf,_,c a, 4+ liminf, . b, < liminf, . (a, + by).
¢) liminf, e (ap+ b,) < liminf, e a, +limsup,,_,.. b, < limsup,_,., (a, + by).

d) Deducir de ¢) que si, ademds, lim, . a, = a € R, entonces

liminf (a, + b,) = a+liminfb,, liminf (a, —b,) = a—limsupb,.
n—yoo0 n—o0 n—yoo n—soo

Resolucion.

a) Para cada n € N, definimos p,,, ¢, r, € R por

Pn=SUpay, qn =supby, r,=sup(ax+by),
k>n k>n k>n
de modo que

limsupa, = lim p,, limsupb, = lim g,, limsup(a,+b,)= limr,.
n—soo n—yoo n—oo n—eo n—soo n—oo

Fijado n € N, para todo k > n es ay + by < pn +qn, asi que r, = supy, (ax +bx) < pn+qp, y la arbitrariedad de n

permite concluir:

limsup (a, + b,) = lim r, < lim (p, +¢,) = lim p, + lim g, = limsupa, + limsupb,.
n—soo n—seo n—seo n—»oeo n—yoo H—soo H—so0

b) Como
liminfa, = —limsup(—a,), liminfb, = —limsup(—b,), liminf(a,+b,) = —limsup(—a, —b,),
fi—=reo n—soe0 fi—=reo n—soe0 fi—=reo n—seo
sigue de a) que
liminfa, + liminfb, = —limsup (—a,) — limsup (—b,) < —limsup (—a, — b,) = liminf (a, + b,),
n—peo n—peo n—soo n—soo n—soo n—eo

probando b).

¢) Por aplicacién de b), podemos escribir

liminf (a, + b,) — limsupb, = liminf (a, + b,) + liminf (—b,) < liminf ((a, + b,) — b,) = liminfa,,
n—yoo

n—soo N—so0 n—soo n—soo n—oo

lo que, trasponiendo términos, proporciona la primera desigualdad de ¢). En cuanto a la segunda, usando a)

obtenemos

limsupb,, = limsup ((a, + b,) — a,) < limsup (a, + by,) + limsup (—a,) = limsup (a, + b,) — lirginfa,l7

n—o0 n—yoo n—oo n—yoo n—oo

de donde

liminfa, + limsupb, < limsup (a, + by).
n—o0 n—so0 n—oo
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d) Finalmente, si, ademds, lim,_,. @, = a € R, la primera desigualdad de ¢) implica

a = liminfa, = liminf ((a, + b,) — b,) < liminf (a, + b,) + limsup (—b,) = liminf (a, + b,) — liminfb,,
n—soo n—soo n—yoo n—oo

N—yoo n—eo

y la segunda,

liminf (a, + b,) — liminfb, = liminf (a, + b,) + limsup (—b,) < limsupa, = a.
n—oo n—»o0 n—oo n—yo0 n—o0

Combinando ambas desigualdades se obtiene la primera de las igualdades en d); la segunda es inmediata a partir de
esta. O

1.1 Integracion de funciones no negativas

Sean { f, };r_, funciones medibles no negativas, tales que lim,_.. f, = f'y f, < f para cada n € N. Probar que

/fdx:r}i_rgo/fndx.

Resolucion. Claramente,

limsup [ f,dx < /fdx.

n—soo

Pero, por el lema de Fatou (Teorema 1.15),
/ f dx <liminf / £, dx. 0
Nn—soo

Sean f,g > 0 funciones medibles, con f > gy / g dx < oo, Demostrar que

/fdx—/gdxz/(f—g)dx.

Resolucion. Pongamos E = {x : g(x) < eo}. Combinando el teorema de aproximacién de Lebesgue (Teorema 1.19) con el
teorema de la convergencia monétona (Teorema 1.17) encontramos que el resultado de aditividad finita del Teorema 1.12

(ii) se extiende a cualquier funcién medible no negativa. En particular,
00 > /gdx:/gdx+/ gdxz/gdernm(Ec) (neN)
E E¢ E

obliga a que m(E) = 0, probando que g es finita c.t.p.. La funcién f — g estd definida, al menos, en E; (re)definiéndola

arbitrariamente, en caso necesario, sobre E¢ podemos aplicar el Teorema 1.21 para obtener:
/fdx:/Efdx:/(f—g)xde—F/ngdx:/(f—g)dx+/gdx.

Puesto que [ g dx < oo, sin mds que restar esta integral a ambos miembros de la expresion precedente ya resulta la igualdad
deseada. O

Sea { fn}:;l una sucesion de funciones medibles no negativas, tal que lim,,_. f,, = f c.t.p. y lim,, e / fodx= / fdx < oo

Probar que

Jiigo/lgfndx:/lgfdx (1)

para cada conjunto medible E.
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Resolucion. Nétese, en primer lugar, que la sucesion de integrales / Jn dx (n € N) estd acotada, porque converge. Fijado
un conjunto medible E, escribimos g, = fuxe (n € N), g = fxe, de modo que lim, . g, = g c.t.p., la integral de g es
finita, y la sucesion de integrales [ g, dx (n € N) también estd acotada. Aplicando el Ejemplo 1.13 y el lema de Fatou
(Teorema 1.15), encontramos que

/ Fdx= / g dx < liminf / g, dx — liminf / £, dx. )
E n—yoo n—e g

Por otra parte, los Ejercicios 1 y 3 y, de nuevo, el lema de Fatou permiten escribir:

/fdxf/gdx:/(ffg)dxgli’{giilf/(fnfgn)dx:/fdxflimsup gn dx.

n—oo

Ya que /f dx < oo, se sigue que

limsup [ f, dx=Ilimsup [ g, dx < /g dx = / fdx. 3)
E E

n—oo n—oo

Combinando (2) y (3), resulta (1). O]

5. Demostrar que el lema de Fatou (Teorema 1.15) y el teorema de la convergencia monétona (Teorema 1.17) pueden ser

deducidos el uno del otro usando solamente las propiedades de la integral recogidas en los Teoremas 1.12 'y 1.14.

Resolucion. Sélo necesitamos probar que es posible establecer el lema de Fatou a partir del teorema de la convergencia
mondtona. Escribimos g, = infi>, fi (n € N); la sucesion {g,};;_, es monétona creciente, y converge a liminf, . f,. Por

convergencia monotona,
liminf f,, dx = / lim g, dx = lim / gn dx.
n—oo n—o0

n—oo

Como / gndx < / fndx (n € N) implica

n—oo

lim /gn dx < liminf/f,Z dx,
n—yoco

se obtiene, finalmente, la conclusion deseada. O

6. El lema de Fatou se enuncia, a veces, de la siguiente manera: Si {f,}, | es una sucesion de funciones medibles no

negativas, tales que lim,_,. f, = f c.t.p., entonces
/ £ dx < liminf / £, dx.
n—soo

Probar que esta version es equivalente a la recogida como Teorema 1.15.

Resolucion. Si suponemos cierta la version del lema de Fatou dada por el Teorema 1.15 y atendemos al Ejemplo 1.13, la
validez del enunciado alternativo es inmediata. Reciprocamente, admitiendo como cierta esta version alternativa,
consideramos la sucesién g, = infy>, fi (n € N), que converge a liminf,_,.. f, y satisface g, < f, (n € N). Se tiene
entonces que

11rrlgglffn dx = /nlgrologn dx < h,ﬂg,lf/g” dx < h,ﬁgtﬁlf/f" dx,

como se pretendia. O

7. Para cada n € N, pongamos f,(x) = min{f(x),n}, donde f > 0 es medible. Demostrar que / fudx N / f dx cuando
n— oo, '
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10.

11.

Resolucion. Basta ver que la sucesion { f, }.

.—1> formada, claramente, por funciones medibles no negativas, es mondtona

creciente con limite f, y aplicar el teorema de la convergencia monétona (Teorema 1.17). En efecto, fijemos x € R; si
fa(x) =n < f(x) para cada n € N, entonces { f,(x)},_, converge mon6tonamente a f(x) = eo; si, por el contrario, existe
el menor N € N tal que fy(x) = f(x) <N, entonces f,(x) = f(x) para todo n > N, asi que {f,(x)};r_, también converge
mondtonamente a f(x). O

Sea {f,},_, una sucesién de funciones medibles no negativas, a valores finitos, tal que f, \, f cuando n — ec. Probar que

nm/ﬁm:/fm,
n—soo

y que /fk dx:ooparatodokENnoimplica/fdx:oo.

Ji dx < oo para algin k € N, entonces

Resolucion. Parala primera parte, apliquese el teorema de la convergencia monétona (Teorema 1.17) a la sucesion creciente
de funciones medibles no negativas { fy — f, } .. Para el contraejemplo, considérese la sucesién { X(n,0) }nzl, que decrece
a la funcién idénticamente nula. O

Sean ¢, v funciones simples medibles. Demostrar que

/(pdx—l—/l[/dx:/((p—f—ll/)dx

directamente a partir de la Definicién 1.6, sin hacer referencia a los Teoremas 1.12 ni 1.21.

n m
Resolucion. Tendremos en cuenta la Observacién 1.7. Supongamos que las funciones ¢ = Zai Xa» W= Z bjxs; son
i=1 j=1
simples medibles. Entonces

(ngE
Ms

aifans;, W= ZZ%mm,
1 i=1j=

(p:

14

1j

con
n

/godx—ZZa, (AiNB;j), /l]/dx:iibjm(AiﬁBj).

i=1j= i=1j=1
De este modo,

m
Z ai; + b XA,‘QBJ‘
1j=1

M:

ty=

/(p+l// ii ai+bj)m(A;NB;) /(pdx+/l//dx O

i=1j=1

Sea f > 0 una funcion medible. Construir una sucesion {y, };,_, de funciones simples medibles, tales que v, ,* f cuando
n—oeoym({x:y,(x)>0}) < ooparacadan e N.

Resolucion. Sea {@,},_, la sucesién proporcionada por el teorema de aproximacién de Lebesgue (Teorema 1.19), y
considérese la sucesion {y, },"_, dada por y, = OnX(—nn) (n € N). Se tiene que y,  f cuando n — oo, ya que @, * f
Y X(=nn) /"1 cuando n — 0. Es claro también que, para cada n € N, y, es simple medible, y que el conjunto donde esta
funcién no se anula, que es un subconjunto de (—n,n), tiene medida finita. O

Sea C el conjunto de Cantor. Sobre [0, 1] se define una funcién f de la siguiente manera: f(x) =0six € C, f(x) =nen
1

cada intervalo complementario de longitud 37" (n € N). Probar que f es medible, y que / fdx=3.
0

on—1
Resolucion. En la notacion de la Seccion 2.6.3 del Tema 1 se tiene que f = Z ¢, donde cada ¢, =n Z X, i (neN)es
n=1 Jj=

medible no negativa. El teorema de Beppo Levi (Teorema 1.22) garantiza que la integral de la funcién medlble no negativa
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13.

14.

fes

0, x€(0,1)NQ
7', xe(0,1)\Q,

'l
donde | x| denota la parte entera de x. Demostrar que f es medible, con / fdx=oco.
Jo

Resolucion. Sea g(x) = [x~!] (0<x<1). Paracadan €N, (n+1)"! <x<n !implican <x~! <n+1, de modo que

|x~!| = n; por tanto, g = Z nX((n+1)-1,a-1) €8 medible. Aplicamos ahora el teorema de Beppo Levi para obtener
n=1 '

n=1

1 & o 1 1 |
/Ogdx:/() <r§,1nx(<n+l)',nl]>dx_zn<n_n+1)_n;1n+l_oo'

1
Por otra parte, yaque g > fy g— f = 0 c.t.p., sigue del Ejemplo 1.13 que / (g — f) dx =0,y finalmente
0

/Olfdx:/Olfdx+/01(gff)dx:/01gdx:w_ -

1.2 La integral general

Probar que a toda funcién medible f le corresponde una funcién medible Borel g tal que f = g c.t.p..

Resolucion. En virtud de la descomposicién f = f* — 7, no se pierde generalidad suponiendo f > 0. Por el teorema de
aproximacién de Lebesgue (Teorema 1.19), f es el limite de una sucesion de funciones simples medibles {¢,},_,. Fijado
n € N, el Ejercicio 10 permite suponer también que @, = % Oy k XE, » CON M (UkNil En_’k) < oo (aunque esto ultimo no
es relevante al problema). Puesto que cada E,  es mediblek,:plor regularidad encontramos conjuntos F, € % tales que
Fix CE,rym (E,,yk \Fnk) =0 (k=1,...,N,). Paratodo n € N, la funcién medible Borel g, = %’ Ok XF,, €S igual a @,
c.t.p., ya que g, = @, excepto en el conjunto E = {J,,_, UQ’;I (Enx \Fux), con m(E) =0. Como gl,:(lgc = @uxec (n€N), la

oo

sucesion {g, X< };_, converge a la funcion fxge, que es igual a f c.t.p.; pero no podemos asegurar que fxge sea de Borel.

Elegimos entonces F € % con F C E¢ y m(E€\ F) = 0, de manera que
m(F)=m(F\E)+m(E) =m(E°\F)+m(E) =0.
Para cada n € N se tiene que @, xr = g,Xr es medible Borel, asi que fyr = lim,_,. @, xF también lo es, y se cumple que

fxr = f c.t.p.. Lafuncién g = fxr satisface, pues, lo requerido. O

Demostrar, mediante un contracjemplo, que la tesis del lema de Fatou (Teorema 1.15) no se verifica necesariamente si, en

vez de suponer f, > 0, asumimos que f;, es integrable para todo n € N.

MEDIDA E INTEGRACION OCW-ULL 2024
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Resolucion. Pongamos f, = —nxjo,) +nx(12 (n € N),ysea f = liminf, . f,. Puesto que
—n, 0<x<1
Ja(x) =< n, 1<x<2 (neN),
0, en otro caso
se tiene
—oo, 0<x<1
Jx)=qe, 1<x<2
0, en otro caso,
de modo que
" o, 1<x<2 - o, 0<x<1
fT(x) = max{f(x),0} = f(x) =max{—f(x),0} =
0, en otro caso, 0, en otro caso.
Como / Frdy= / £~ dx = o, la integral
/liminff,, dx = /f+ dx—/f* dx
n—soo
ni siquiera esté definida. O

15.

16.

Sean {f,},_, una sucesién de funciones integrables y g una funcién integrable tal que f, > g c.t.p., para cada n € N.
Probar que
liminf f,, dx < liminf / fn dx.
n—yoo Nn—o0

Resolucion. Escribiendo f;, = max{f,,g} encontramos que que f, > gy fi = f, ctp. (n € N). Por otra parte,
liminf, . f; = liminf, . f; c.t.p., porque la unién contable de conjuntos de medida nula tiene medida nula. Llegado

este punto, basta aplicar el lema de Fatou (Teorema 1.15) a la sucesién {f; — g}, ;.

Justifiquemos la afirmacién sobre la igualdad c.t.p. de los limites inferiores. Si, para cadan € N, es f, = f, c.t.p., entonces
m(E,) =0, donde E, = {x: f,(x) # fu(x)}. El conjunto E = |J;,_, E, tiene medida nula, y como f, xgc = fuxec (n € N),
sigue facilmente que

(liminf f,) xpe = liminf £, pe = liminf f xge = (liminf £,) e,

es decir, liminf,, . f; = liminf, . f; c.t.p.. O

Sea {f,},_, una sucesién de funciones integrables, tales que f, , f cuando n — eo. Demostrar que

/fdxz}iieo'/.fndx.

Resolucion. En virtud del Ejemplo 1.34, podemos asumir que f; toma valores finitos. De esta manera, las funciones
gn = fu— f1 (n € N) estdn definidas, son no negativas, y g, ,/* f — fi = g cuando n — oo. El teorema de la convergencia

mondtona (Teorema 1.17) permite escribir
lim [ g, dx= /g dx.
n—yo0 .

Se obtiene el resultado sin mas que sumar / /1 dx a ambos miembros de esta igualdad. O

OCW-ULL 2024 MEDIDA E INTEGRACION
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1
17. Probar que lim,,_,.. / fndx =0, donde, para cada n € N, f,(x) es igual a:
Jo

1 3/2
a) ME_XCOSX. e) n X '
n 1 +n2x2
b) nxInx
14+n2x2" P 1+ .
ny/x N 5ae (r>0,0<p<min{2,14r}).
c) Tl
i P x"Inx
nx nP x .
d) 14+n2x2 2) m (r>0,0<p<min{2,1+47}).

Resolucion. En todos los casos se cumple que lim, . f, = 0 c.t.p.. Queremos aplicar el teorema de la convergencia

dominada (Teorema 1.38).

a) Yaquex <e¢* (x €R),obienInx < x (x> 0), podemos escribir

1
() = n(XJrn)e_"cosx Sx+ne_)c§nx+n
()] = |———

n n n

e *=(1+x)e* (0<x<1,neN),

donde la funcién mayorante es integrable en [0, 1] al ser continua, y por lo tanto medible y acotada, en dicho intervalo.
En efecto, para x > 0 se tiene que 1 +x < e*, porque h(x) = 1 4+x — e* satisface 1(0) =0y /' (x) =1 —e* <0six > 0;

o bien, porque

1+x§eX:ZE (x>0).
k=11

Luego, x < 1 +x < ¢* implica x < ¢* si x > 0, desigualdad que es trivial cuando x < 0.

b) Para cualesquiera x € Ry n € N se cumple que (1 — nx)2 >0,asique2nx <1+ n?2x%. Ademids, Inx <0si0<x<1.

Por tanto,

fn(x)| < —=Inx/2 (0 <x < 1, n € N), donde la funcién mayorante es integrable en (0, 1):
1 1
f/ lnxdx:x(lflnx)‘ —1.
0 0
¢) De nuevo, usamos que 2nx < 1 +n2x? para obtener |f,(x)| < 1/2/x (0 <x < 1, n € N), con

1 1 1
2 dx= ’:1.
_/()Zﬁx \/;CO

d) Una vez mds, es claro que |f,(x)| < 1/2 (x € R, n € N) y que la funcién mayorante es integrable en [0, 1].

e) Dadosx € (0,1) y n € N, se verifica que

n3/2x n3/2x3/2
|fn(x)| = 2.2 2.2
1+n2x2  /x(14+nx?)
e > 1
— 5, hX
) Valemay ME
- 1
—— 5 <1
NEIET N
< 1
— \/-}7
donde la funcién mayorante es integrable en (0, 1).
f) Fijemosx € [0,1]yneN.
» Simin{2,1+r} =2, entonces
npxl+r n2x2

<.
14+n2x2 = 14+n2x2 —

MEDIDA E INTEGRACION OCW-ULL 2024
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» Simin{2,14r} = 1+r, entonces

nplerr nl+rxl+r

1+n2x2 = 1+4+n2x2

n2x2 >1

T ™2
- 1

T el

<l1.

Hemos probado que |f,(x)] <1 (0 <x <1, n € N), donde la funcién mayorante es integrable en [0, 1].
g) De nuevo, fijemos x € (0,1) y n € N. Factorizamos

nPx"Inx nPxP

— r—p
e 1—|—n2x2x Inx.

Como r— p > —1, la funcién x"~? Inx es integrable en (0, 1). Por otra parte, como 0 < p < 2,

n’x? -
wrxr ) T M
14+n2x2 — 1
Tz
<1.
Asi pues, |f,(x)| <X PInx (0 <x < 1, n € N), donde la funcién mayorante es integrable en (0, 1). O

. o X\ X
18. Demostrar que lim;,_,c / (1 + 7) sen — dx = 0.
0 n n

Resolucion. Es facil ver que el integrando tiende a O cuando n — co. Tomamos

4)6’27 x>1

1, 0<x<l,

como en el Ejemplo 1.50. Si x >0y n > 2, cada integrando estd mayorado por la funcién integrable g. Aplicamos

convergencia dominada (Teorema 1.38) para concluir que el limite de la sucesion de integrales es igual a 0. O
I 14 nx
19. Probar que lim, m/ ——dx=0
que limy 0 (1+x)” X

Resolucion. Denotemos por f, la funcién que comparece en el integrando. La regla de L’Hopital permite calcular

lim £,(x) = 1i 14 nx i X X . 1 0 (0<x<1)

im f;(x) = lim ——— = lim = im = x .
oo " n—oo (14+x)"  n—eo (1+x)"In(14x)  In(1+x) ne (14x)" -

Como

n n " /n
1 = 0 I < k= (1+x)" <x<1
+nx (O>x +<1)x _k;)(k>x (I+x)" (0<x<1,neN),

la sucesién {f,};_, estd mayorada por la funcién idénticamente igual a 1, que es integrable en [0, 1]. Por convergencia

dominada (Teorema 1.38), el limite buscado vale 0. O

La desigualdad (1+x)" > 1+ nx, vélida si x > —1 y n € N, es conocida como desigualdad de Bernoulli y se puede demostrar por induccién sobre 7.
En efecto, sea x > —1. Para n = 1, se cumple trivialmente. Suponiéndola cierta para n y multiplicando ambos miembros de la expresion correspondiente por
1+x >0, resulta

(142" > (1 4+x) (1 +nx) = L+ nxdx+m? = 14+ (n+ Dx+mx® > 14 (n+ 1x,

lo que establece su validez para n+ 1.
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20. Demostrar que si § > 0, entonces

21.

l {=s]
lim nl/ﬁ/ xB(1 —x)"ﬂ = [3/ e du.
0 x 0

n—oo

Resolucién. Dado n € N, sustitiiyase nx = uP, dsese que 1 —x < e (x > 0) para conseguir un integrando mayorado por
,Be‘”ﬁ, y apliquese convergencia dominada (Teorema 1.38). En efecto, tras el cambio de variable se obtiene

! dx ° AN
1/B 1/B n*% - N
n /0 x/P(1—x) . [3/0 (1 . ) Xoq/8) () du (n€N),

. MB " .
Am (1=5 ) o ()| = Jim

En cuanto a la mayorante, si se admite que 1 —x < e~ (x > 0), es claro que, tomando x = ubP /n,

B n
1) <ot
—] <

La estimacién admitida se establece, por ejemplo, considerando la funcién auxiliar i(x) = 1 —x — e, que satisface

con

—nuB (—uP)
1 —uP
(l - ) %(Oﬂlm)(u)} =e " Y00 (1)-

*I’luiﬁ

h(0)=0y i (x) =—1+e* <0six>0. Incidentalmente, nétese que /' (x) > 0 si x < 0, lo que muestra que
l—x<e™ ytambién 1+4+x<e", )

para todo x. O

n
a) Verificar que si f,(x) = ( n—i—_i—zx > , entonces fj(x) > fu+1(x) paracadax>0yn e N.
n+2x

b) Decidir si es cierto que el limite de la integral es la integral del limite en los siguientes casos, evaluando los limites

correspondientes:
L / fu(x) /% dx. IL. / fu(x)e /% dx.
0 0

Resolucion. Fijado x > 0, reemplazamos n € N por un pardmetro continuo ¢ > 0; se tiene que d/dt (In f;(x)) < 0. En

efecto,
d t+x t t+x t+x t+x
| =1 1— <l 1= :
dt(nﬁ(x)) nt+2x+t+x( t—|—2x>_ n[+2x+( t—|—2x>
Poniendo
t+x
U=-——
t+2x’

basta ver que Inu + (1 —u) < 0si 0 < u < 1; pero esta es otra versién de la desigualdad 1+x < e* (x € R\ {0}).

Ademas,
n+2x —nx

) . (n+2x)7x ni ) 1 —x n+2x7 .
,}ﬂlzofn(”,m{m = Jlim { 1+ =e.

Luego:

1. Por un lado,

n—y

/ limfn(x)ex/zdx:/ e dx=2.
0 0
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Por otro lado, f,,(x) > 1/2" cualesquiera sean x > 0y n € N (nétese que 2n+2x > n+ 2x), asi que / fu(x)e? dx=
oo para todo n € N. Consecuentemente, en este caso, el limite de la integral no es la integral del limite.

II. Como, por a), f, < fi <1 (n €N), el teorema de la convergencia dominada (Teorema 1.38) permite intercambiar el

limite con la integral para concluir que

lim/ fu(x)e /2 dx:/ e 32 dx:%. O
0 0 3

n—oo

n n
22. Probar que limnﬁw/ (1 + f) e X dx=1.
0 n

Resolucion. Dado n € N, aplicamos la desigualdad 1 +x < e (x € R), ya establecida, a x/n en vez de x y elevamos ambos
miembros a 1 para obtener la estimacién (14 x/n)"e™>* X[0.7)(X) < € X[0.00) (x). En virtud del teorema de la convergencia
dominada (Teorema 1.38), es posible intercambiar el limite e™ X[ o) (x) (que es también la funcién mayorante) con la
integral. Nétese que la integral del limite no es otra que I'(1) = 1. O

23. Demostrar que si & > 0, entonces

" 0 oo
lim (1 - E) x*! dx:/ e x* Ndx=T(a).
n—eo Jq n 0

Resolucion. La desigualdad 1+x < e* (x € R) aplicada a —x/n en vez de x prueba que (1 —x/n)" < e para todo x y

todo n € N, cf. Ejercicio 22. Procédase como en dicho ejercicio. O

24. Probar que
fim [ e ™ dx= / lim e ™ dx
o .

n—soo o n—eo
para o > 0, pero no para ¢ = 0.
Resolucion. El segundo miembro es igual a 0 para todo .

Si o > 0, sustitiyase ¢ = xy/n para obtener, por convergencia dominada (Teorema 1.38), que el limite del primer miembro
vale 0O:

1

w0
. 2 .
lim [ +ne™ dx= lim
n—eo J o n—e Jq

)
e’ x((x\/ﬁ,w) ([) dt =0,
toda vez que lim,,_;o eilZX(a\/ﬁ,oo) (t) =0, con

—t2

e Kayne)(t) <e

—t2

Xo)(1)  (nEN)

/‘ e*’zdt:ﬁ.
Jo 2

Sin embargo, si o0 = 0, el mismo cambio de variable conduce a

"’_‘ S
(]

n—oo

. e a2 2
lim [ ne ™ dx:/ e dt=
0 0

25. a) Determinar el rango de valores de o para los cuales

1 1

lim n%(1 —x)x" dx = lim [ n%*(1—x)x" dx.
0 n—eo n—eo J(

b) Encontrar también el rango de valores de & que satisfacen las condiciones del teorema de la convergencia dominada
(Teorema 1.38).
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Resolucion.

a) El primer miembro vale O:

0, a<0
) ) 0, 0<x<1
limn% =<1, =0 lim x"* =
n—o0 n—oo ]7 x:l
OO, a O’
De otra parte,
1 I'(n+1)T(2) n! n%
n*(1 —x)x"dx=n*B(n+1,2) =n* =n” = ,
/0 ( ) ( ) I'(n+3) (n+2)! (n+2)(n+1)
asi que
0, a<?2
1
lim [ n%(1—x)x"dx=limn*?={1, a=
n—o Jo n—oo
oo, O >2

Por tanto, el rango de valores de o pedido es o < 2.

b) Si o <0, el integrando f,(x) = n*(1 —x)x" (0 <x < 1, n € N) estd, claramente, acotado por 1, que es integrable en
[0,1]. Si & > 2, el apartado a) impide que se satisfagan las hipétesis del teorema de la convergencia dominada. Para
0 < a < 2 se verifica que n%(1 —x)x" < a®(1 —x)'~%, donde la funcién del segundo miembro es integrable:

/l(l—x)lfadx:— (10> 1= !
0

2—a |, 2—o

En efecto: fijadosn € Ny 0 < a < 2, sea h(x) = n%(1 —x)%x"; procediendo como en el Ejemplo 1.49, se quiere ver
que h(x) < a®* (x € [0,1]). Ahora,

B (x)=n%(1-x)*"'x¥""n—(n+a)x] =0

implica que el tinico punto critico de zen (0,1) es

n

4o

Xn

Este punto debe corresponder a un méximo absoluto, toda vez que #(0) =h(1) =0y h(x) >0 (x € (0,1)). Calculamos

n o n n n n+o
=n” 1— o =n¥ 1-— =% o
) =1 -ne = (1= ) () —ar () <o

alcanzando, con ello, la conclusién requerida.

Por tanto, el rango de valores de ¢ pedido es también o < 2. O

1.3 Integracion de series

26. Demostrar que, paraa > 1,

ooxafl ooail 7x °°1 °°1
/Oex_ldx=</0x e dx)znazr(a)zna.
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Resolucion. El integrando admite el desarrollo

xa—l xa 1 e
e—1 l—e

Feen woo,

Aplicamos el teorema de Beppo Levi (Teorema 1.22) y efectuamos un cambio de variable (nx = r) para obtener la

conclusion deseada. O

27. Probar que

Resolucion. El integrando admite el desarrollo
LEA R i Xl (0<x<1)
- = X n X .
1—x =

Aplicando el teorema de Beppo Levi (Teorema 1.22) y la férmula de reduccién (obtenida mediante integracion por partes)

' 1 r
I,:./xslnrxdxzmxwl ]nrx—m r—1 (5)

cons =n—1yr=2, encontramos que

./O'I(II“XJ dx—Z /x" ntxde= Y

n=1

o0 2
[x”(ln x—zlnx—i—z)} Ziz ﬂ:—

Alternativamente, es posible proceder de la siguiente forma. Para cada n € N, definimos f,(x) = nx"~'In’x (0 < x < 1).
Entonces, f,, >0y

<lnx> an 0D<x<1).

Ademds, los cambios de variable Inx = ¢, x = ¢/, x ! dx = dt y nt = —s, n dt = —ds proporcionan, sucesivamente:

! ! 0 1= re) 2
/ fndx:n/ x"_llnzxdx:n/ 2" dt = 2/ sze_sds:ﬁz—.
0 0 —co n? Jo n? n?

Por el teorema de Beppo Levi,

L/ Inx \?2 1 [ o w = -
/0<1_x) dx:/o (ﬂ;lfn>dxn);1/0 fodx=2 gfz,i -

28. Verificar la igualdad
1 1 > n+n+1
(1 “Ndx=Yy — "~
/0 (e ) (nx+ x) x Z .

Resolucion. El integrando admite el desarrollo

(€ —1) <1nx+ i) = (1)

Como los términos de ambas series tienen signo constante, aplicamos el teorema de Beppo Levi (Teorema 1.22) a cada

OCW-ULL 2024 MEDIDA E INTEGRACION
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una de ellas. Para la primera usamos de nuevo (5), estavezcons =nyr=1:

o ol o 1 rl > 1 1 ! - 1
—Inxdx = —/ inxdx = _— x"“(l —)} = — _—
[ = ¥ [onsdes ¥ oot et (mee g )| <8 ot

Calculamos directamente la segunda:

o0 1 yn—l o 1l © ] 1 © ]
— = —/x"ildx: —x" :Z—.
=Jo n! =nlJo Snln lo =nln
Sumamos ambas:
! 1 > 1 [1 1 > n’4n+1
&—1)(Ilnx+- ) dx= — |- = —_— O
/0 ( )< x) n;n! [n (n+1)2] ng’l(n—l)!(rﬂ—kn)2

29. Demostrar que si p > —1,

1 xPInx > 1
dx=— —_—
./0 1—x n; (p+n)?

en serie de potencias y aplicamos el teorema de Beppo Levi (Teorema 1.22),

Resolucién. Desarrollamos (1 —x)~!

aprovechando nuevamente que, al ser Inx < 0 si 0 < x < 1, el integrando tiene signo constante:

1 D] 00 1 e p+n+1 1 1
/ z nxdx:Z/ prrnlledx:Z xi Inx — —
Jo T—x p+n+1 p+n+1/],

== Z L0 -
n=0 p +n+ 1 n:l
30. Suponiendo 0 < b < a, probar que
o0 shbx =
/o shax Z (2n+1) 2a2 b2’
Resolucion. Se tiene: Wb -
snox — —2an.
o =2 ”"shbxngbe (x> 0).
El teorema de Beppo Levi (Teorema 1.22) es aplicable, por cuanto elb=a)x > o= (bta)x implica 2e”*shbx = elb—a)x _
e~ (b+a)x > (. Resulta asi que
/oo shbx dx = Z /oo [e(bfafzan)x _e*(b+a+2an)x} dx = i e*(2’1a+a+b)x — e*(2"a+tl*b)x
o shax =Jo = | 2na+a+b 2nata-—>b
- 1 1 - 2b
= Z { - } = Z 22 _p2° =
= |2na+a—-b 2nata+b| = (2n+1)%a>—b

31. Demostrar que

/ sechx? dx = /7 Z (-
0 n=0

+1
Resolucion. Expresamos el integrando como
2
2eF = C
sechx’ = 8722 —2e Z (—efzxz)” =2 Z (—1)”e7(2"+])x2 (x>0),
) = =

(o}
. . . L . 2 . . 2
con sumas parciales dominadas por el primer término de la serie, 2¢™* , que es integrable (recuérdese que / e Vdx=
0
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V7 /2):
e 1+(_1)rn672(m+l)x2
1+e 2

2 1+(e—2x2)m+l

2e T

<2¢ (meN).

El teorema de la convergencia dominada (Teorema 1.38) es entonces aplicable y proporciona el resultado que se buscaba:

oo oo oo oo _l)n oo
sechx? dx =2 -1 "/ e~ gy 9 ( e~ O
/o ,,;0( ) 0 a0 V2n+1Jo \FZ 2n+

32. Probar que

/°° cosx i it
0 e+ 1 — n? + 1
Resolucion. Procedemos como en el Ejercicio 31, obteniendo un desarrollo en serie alternada a cuyas sumas parciales

aplicamos el Teorema 1.38 (convergencia dominada). En efecto, para x > 0 se tiene

1 —e ¥

_ :706 n—nx — n l—nx
e+l 1= (—e) ”; ;

donde la m-ésima suma parcial del desarrollo admite la mayoracién

e X — (71)m€—(m+1)x
l+e

_(— m ,—mx —mx
‘l (—1)"e e_x§1+e -

Por tanto,

y, puesto que |cosx| < 1, cada suma parcial de la serie del segundo miembro estd mayorada por la funcién e, que es

integrable en (0,o0). Aplicando convergencia dominada a la sucesién de sumas parciales encontramos que

oo

CcoSX > o
dx = -1 ”*1/ e "™ cosx dx
0o e+1 nz=:1( ) 0

B i yr- (senx —ncosx)e
B n2+1

n=1 0 n=

—nx |®

33. Demostrar que si p,q > 0, entonces

/1 xp_l Z
o 1+ x’i o p +ng
Resolucion. Procedemos como en el Ejercicio 31, obteniendo un desarrollo en serie alternada a cuyas sumas parciales

aplicamos el Teorema 1.38 (convergencia dominada). En efecto, se tiene

xP! X! -
= = p—1 —
T+xd 1 (—a0) n;(

asi que

L xp1 1 e 1
761)6':/ -1 nxp+nq—1 dx = —1 n/ xp+nq—1 dx
/o 1+x4 0 L;)( ) g{)( ) A
> xPtnq 1 oo
—Y e[S =Ty
n=0 n=0

p+ng],

1
p+ng

Este procedimiento es licito porque la m-ésima suma parcial de la serie que integramos término a término estd mayorada
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por una funcién integrable: si x > 0,

_1\m (m+1)q (m+1)q
I+ (—1)"x w1 SLX;;—I Sxp_l (m € N),
1+ x4 1+ x4
con |
1 P 1
/x”fldx—x— = — < oo, O
0 Plo P
34. Probar que six > 1,
- 2 o0 n—1(.2
t —1 2) 1
/ cos dt:Z( ) (”+)7.
Jo l+xe S n(n+4)
Resolucion. Parat > 0, el integrando es expresable como
COSzl _ 21‘ (7xet)_1 _ 22‘ . (7 t)—ni 2[ .- (71)n—1 —n —nt
Txe cos T (a1 ~(xe) ! = —cos ,1;1 xe = Cos n; x e,

Aplicamos el teorema de la convergencia dominada (Teorema 1.38) a la sucesién de sumas parciales para obtener el

resultado:

) 2 0 )

cos“t

——dr=Y (-1)"! —”/ M cos?t dt
/oH—xe’ n:( J© oe o8

0 —nt ©°
=Y (=) [rz(;:ZJrél) (2c0s2t +nsen2t — (n* +4) cos’ ) .

& =D +2) 1
"L s W

toda vez que

m t\—1 t\—m—1 \—m
2 t—n| _ (—xe')™" —(—xe') 2 1+ (xe') -1 t
cos t’;(—xe) "= ‘ ey cos“t| < W(xe) <e (t>0,meN),
con .
/ e di =T(1) = 1. 0
0
35. Demostrar que
b = xn—l oo 1
li —dx=) —&>.
Jm fy L = L
Resolucion. Para0 < b < 1,
()ixn—l ()ixn—l
Xjo,p] (x < Xjoy(x
(0,] = n [0,1] = n

Ademds, cuando b — 1—, las funciones del primer miembro convergen a la del segundo. Por el teorema de Beppo Levi

(Teorema 1.22), el segundo miembro tiene integral Z n3? < oo, Aplicamos al primero el teorema de la convergencia
n=1
dominada con parametro continuo (Ejemplo 1.40) para obtener el resultado. O

36. a) Probar que si

~sh2tx _.»
It)=[| —(/—e'™*d
®) /0 shx € %

entonces, parat >0yt # 1,
> 1
I(t) =4 .
©) r;)(t2+2n+l)2—4t2
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b) Demostrar que
4t

3
Iim|I(t) — —= | = =.
IE;I} [ (t) (t2 _ 1)2‘| 4
Resolucion.
a) Se tiene:

2tx —2tx 2tx —2tx
sh2tx _p, e —e 2, er—e —(P+1)x

e = € = —-———5 €
shx X —e ] —e 2
2 (2 o
_ [e (=2+1)x _ (1 +2t+1)x] Ze 2nx
n=0

Puesto que el integrando es no negativo, aplicamos el teorema de Beppo Levi (Teorema 1.22) para obtener

/°° sh2zx o gy — i /w [ef(t272t+]+2n)x_ef(t2+2t+]+2n)x:| dx
0

shx =Jo
o [ p=(P+2+142n)x  ,—(P=2e+14+2n)x | 7
:n;) (+17+2n =17+ |

= 1 1
- z‘;) [(11)2+2n_ (t+1)2+2n}

= 1
n;)(tuzn“)z_w’

como se pretendia.

b) Escribimos

2
Shotx e 26T gy &
shx ef—e ¥ ef—e
i x (P +1)x 1
— 2 sh2tx T —=2e sh2tx 1+62x_ 1

2e~(P+Dx shogy

— 2~ (PHD¥ ghogy 4 . (6)
La integral del primer sumando del segundo miembro de (6) da
2/me—<’2+1>x sh2tx dx = /Ne—('—”zx dx— /me—““)z" dx
0 0 0
o2 (=12 ]
e -2
1 1 4t

= (N

(=12 (1?2 (-1

Como shx < xe* para x > 0, el segundo sumando del segundo miembro de (6) estd mayorado por 8x (62)‘ — 1)71 si
0 <t < 2. Ciertamente: 1 —2x < e (cf. (4)) implica 1 — e 2 < 2x, 0 bien & — e™* < 2xe*, que es la primera

estimacion a probar (vélida, de hecho, para todo x). Es claro entonces que, si 0 <7 < 2,

2o~ (1% sh oy < 8xe— (=1 < 8x
e —1 T oex—1 T e’
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donde, por el teorema de Beppo Levi (Teorema 1.22),

n=1
oo —2nx et
xe 1 .,
Y e
n=1 0
> 1
= 2 _ = —
n;;ﬂ 3

Ya que

1—1 X —1 e —1 e —1
(1 _ e—lx)(l +e—2x) e—2x
- 1 —e 2
_ 672x+€74x,

el teorema de la convergencia dominada con pardmetro continuo (Ejemplo 1.40) permite escribir

oo 2e (PN ghogy o e (P4 ghosy
lim [ £ = [ im Sy
t—1Jo ex —1 0 1—1 e —1
672)5 e4x:| e
0

_ “ —2x —4x _
—/0 (e ™ +e )dx_[_2+_4
1

1 3
=—4-=-. 8
st1=1 3
Combinando (6) y (7) encontramos que
©sh2tx 4t w0 9o~ (P+1)x gh2px
I(t) = T dx = / d
) /0 S ey s ST
Finalmente, atendiendo a (8) concluimos:
4t = 2¢~(P+1x gh2px 3
lim |[(f)— ——=| =1 —————dx=-—. O
rgIll[() (2—1)2} tgrllo e — 1 o 4

37. Probar que

o

/Ome*xcos\/;cdx: Z(—l)"(zn')!.

n=0

Resolucion. Para x > 0, desarrollamos en serie cos 1/x y aplicamos el Teorema 1.41. En efecto, claramente

. & (—)me
e cos\/;c—ngbi(zn)! ;
y dado que N
./0 Xle ™t dx=T(n+1)=n!,
se tiene: o ol (1) = N -
ngb/O W dx:ng(’)m/o x"e_xdx:ngbw.
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Comprobamos mediante el criterio del cociente que esta serie converge:

!t onl 1)1 (2n)! 1
(Dt DICOE =0<1.

I : - _
W 2nr2) T (20)!  ate ml(2nt2)!  ate (2n42)(2nt1)

Sin més que apelar al Teorema 1.41, ya resulta

* x _w(_l)nwnfx _oo_nn!
/0 e cos\/;cdx—n;)(zn)!/o Xe “dx=Y (-1) a0t O

n=0

38. La funcion de Bessel de orden entero m > 0 se define como

X ) m-+2n

Demostrar que:

a) Sia € R, entonces
2 2
2/ (2ax) A e™ dx = g"e .

b) Sia > 1, entonces
/ Jo(x)e ® dx= (1 +a2)71/2.
0

Resolucion. Sustitiyanse J,, y Jo en a) y b), respectivamente, y apliquese el Teorema 1.41.

a) Se tiene:
oo 159 oo 2 m+2n
2/ Jm(Za)C)JK"Jrle*x2 dx=2/ Y —— ' <ax> e | gy
0 0 |=nl(n + m) 2
0 n m+2n
_ 2/ Z 2m+2n+le—x2 dx.
= n' n+m
Estudiamos?
o m+2n oo 0 m+2n o0 oo 2n
2 Z J? ' / x2m+2n+le—x2 dx = Z '|a| ' / tm+ne—t dt = ‘a|m Z ‘al' — |a|mea2 < oo,
= nl(n+m)! Jo = nl(n+m)! Jo = n!
Por tanto, cabe aplicar el Teorema 1.41 para obtener
o o (1) m+2n oo o ( 2\n
2/ Jm(zax)xrrwlefxz dx="2 Z %/ x2m+2n+lefx2 dx = a" Z ( a ) = a" eiaz.
0 0

= n!(n+m)! = n!

b) Se verifica:

/OmJo(x) e “dx= /O°° [i ((;,1)); (%)2’1 e_“x] dx = /Om L; 4(;(;?;’2 xzne_”x] dx.

n=0

2 Adviértase que el cambio de variable x> = ¢ conduce a

2/ A2 = dx:/ "t dt =T(m+n+1) = (m+n)!.
0 0
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Estudiamos?

- 1 . 2n ,—ax ~ 1 (211)' 1 & (2n 1 "
- dx = _ - B
n;(J 4n (n!)Z /0 xe X Z 4n (n!)2 aZnJrl a Z n 4(12

n=0

Probaremos ahora que, para 0 < x < 1/4,

En efecto, para cadan =0,1,... se tiene

(—1/2) _ (=122 0)(=1/2=2) (=12 = (n=1)

n n!

(=1)" 1-3-5---(2n—1)

n n!
(-1)"1:3-5---(2n—1) 2"n!
oo n! 21 p)

luego,

R ey O L= T

Esto significa que

Lo

1 /w o ax 1 <2n)( 1 >" 1 1
xMe M dx=— — <
n!)? Jo a,,;) n ) \4a? a\/1—4(1/4a%) VZ

Por tanto, el Teorema 1.41 es aplicable y conduce a

/:Jo(x)ef‘” dx = i 4(;1_(1); gﬁl = cllni)(znn) (_41(112)” - a\/l —41—1/4(12) - \/a21+1.

39. Probar que
1

/ (xInx)? i )y
o 1+x2 = 2n —I—
Resolucion. Desarrdllese (1 +x2) ! en serie y apliquese el Teorema 1.41. Concretamente, para 0 < x < 1 escribimos

1 1 o i
e e T L = R

de modo que, trasladando los indices de sumacién,

Inx)? &
(xInx)® Y (— 1) 2l x = ¥ (— 1)L In?x,

1+x2

n=0 n=1

3El cambio de variable ax = t, a dx = dt proporciona

S 1 =, ., T@2a+1) (2n)!
2 _ -t _ _
/0 e dx= a2t /0 e = @2l gl
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40.

Se tiene ahora

1 5 5 x2n+1 o 1 2
"1 dx= ——= (2 1)1 —2(2 Dinx+2|| = ———
/0 o (2n+1)3 [( nE N = 2(2n 1)Inx ] o (2n+1)3

(cf. (5)), con

i <
; 2n+1 ;7

Como

1 2(_1)n71
—1 n—1 2n1 2 dx =
/0 (=) x""In“x dx Qnt 17

aplicando el Teorema 1.41 ya obtenemos

Uxlnx)? & (—=1)v!
/0 112 dx_22(2n+1)3‘

Demostrar que si @ > 1, entonces

n=1

T [ np?sennx 2a a2+1)
/ Y |B=
0 a a?—1)

Resolucion. Desarréllese el segundo miembro en potencias de a~! y apliquese el Teorema 1.41 al primer miembro para

obtener la misma serie.

Mais precisamente, por un lado,

T 1 snm 1 & k7 1 & T b2
/ | sennx| dx:f/ \sent|dt:72/ |sent|dt:fZ/ sentdt:—cost‘
0 n.Jo nk:l (k*l)ﬂ' nk:l 0 0

mientras que

V3 1 ] n T
sennx dx = f/ sent dt = / sent dt = — —1 kil/ sent dt
J s ) VT

k=1
1 ¢ 2y 0 n par
==Y (-1)f cost =Y (- =7
=1 5 2n~', nimpar
- - , .
Luego,
> (7 n sennx n?
E:l/ -—42}2 — < oo,
n=1 n= 1(1
como muestra el criterio del cociente:
. (D) w2 (n+1)2 1
Jim =g = lim =i = o <L

Aplicamos el Teorema 1.41:

o 0o 2 0
sennx n 2n+1
/ (; )dx— Z / sennx =2 P nat :2'1;0W

n impar

Escribiendo, por simplicidad, z = a~! (nétese que 0 < z < 1), encontramos que

= ol &
Y = L @nt 1) = Z"Z *ZZ”Z

n=0 n=0

2,

€))

(10)

OCW-ULL 2024

MEDIDA E INTEGRACION



TEMA 2: LA INTEGRAL DE LEBESGUE ¢ PROBLEMAS RESUELTOS

21/39

41.

42. Demostrar que si f es integrable en (a + h,b+h) y se define f},(x)

Para la primera serie del segundo miembro de (10) se tiene

oo oo 1 / z
n'=zY n" 1=z = ;
R =

y para la segunda serie del segundo miembro,

S ) 1 I 222
anzn:Z 2nZ2n71 —Z( > — .
n; n; 2) (=2

Por tanto, (10) se convierte en

o 2nt+1  z 222z 272
L et = (1-22 (1-22)2 (1-2? (1-22(1+2z)?
(1422 -2  z(1+2%)  a(d*+1)
(1-222 (1-22)2  (a®2—1)%

La resolucién se completa multiplicando por 2 ambos miembros de esta igualdad e insertdndola en (9).

Probar que si f es integrable sobre (a,b) y |r| < 1, se tiene que

— rcosx - b
/f 1= x:r;)r"/a f(x) cosnx dx.

2rcosx+ 1—2rcosx+r2

Resolucion. Un célculo directo establece la igualdad

e e =]

1—2rcosx+r? 1—re  1—reix
Desarrollamos el segundo miembro en serie geométrica y aplicamos el Teorema 1.41. En primer lugar,

1 n

2f(x){ : — + : — }:f(x) i%( inx 1 ginx) Zr”f COSX.

1—re* 1—re ™ -
n=0

b
Ahora, poniendo I = / | £ (x)| dx encontramos que
a

© b _
Z/ |rnf(x) COSI’UC| de[Zrn<oo.
n=0"4 =

En virtud del Teorema 1.41, podemos escribir

/f —reosy x—/b ir”f(x)cosnx dx—ir”/bf(x)cosnxdx
1—2rcosx+r " Ja = _n:() p ’

como se pretendia.

1.4 Las integrales de Riemann y Lebesgue

b+h

fdx—/ fn dx.

a+h

= f(x+h), entonces f;, es integrable en (a,b) y
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Resolucion. Claramente, (f,)" = (f*),, (fu)” = (f7),, por lo que basta probar el resultado para f > 0. Por el Corolario
1.20, existe una sucesién de funciones simples medibles {¢,}, , tales que ¢, < f paracadan € Ny [ @,dx /[ fdx

cuando n — 0. Pero entonces (¢,) h " fn cuando n — oo, asi que, por convergencia monétona (Teorema 1.17),

b+h b+h b b
dx = lim dx = lim dx = / dx.
\/a+ f n—e°Ja+h On n—e Jq (‘Pﬂ)h a fh

En la segunda igualdad se ha usado que, para cualquier conjunto medible E,

XE(athb+h) = X(E—-m)(ap) = XE—h X(ab) = (XE)h X(ap)- O

43. Sea f una funcién medible periddica, de periodo T > 0. Probar que si f es integrable en [0, 7], entonces

Jim - fdt / fdr. an

X— X

Resolucion. Dado x > 0, arbitrario, escribimos x = nT + r, donde r = x (modT) € [0,T). Por la periodicidad de f y el
Ejercicio 42, se tiene:

1/~ J 1 n=1 ,G4+1)T 4 nT+r J
;/Of = — ;)/T 7 H—/nr fdi nT+r< / I dt+/f (t+nT) dt>
! /deH—/rfdt " /der+ ! /rfdt
= n =
nT +r 0 0 nT +rJo nT +rJo

Cuando n — oo,

1
nT +r T
y
! ' dt| < L d 0
t — t—>
| rar)<— [yl ,
lo que establece (11). O]

44. Sea S un conjunto medible, con m(S) < co. Demostrar que

. / m(S)
lim = .
n—eo J§ 2 —sennx V3

Resolucion. Si S = (a,b), integramos explicitamente y usamos la periodicidad del integrando para lograr el resultado en el

limite. En efecto, tras el cambio de variable

X 2t 2
g5 =0 Seny = 1, dx:mdh
se tiene:
dx dt dt 2 2tg(x/2) — 1
- - =—Fzarctg———=—— +C.
/2—senx /fz—H—l /(t—1/2)2+3/4 \/garcg 73 +
Por tanto,

_/ 2n
0 2—senx 2—senx \@

Dado b > 0, efectuamos el nuevo cambio de variable nx =t y aplicamos el Ejercicio 43 para obtener, en el limite cuando
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n — oo;

/ —>b]2ﬂ dd b2 b
2—sennx 2—sent nb o 2—sent 2nJo 2—sent 2m\/3 /3
Andlogamente, para a > 0:

Hm/w—ig—f—ll

n—e Jo 2—sennx /3

Por dltimo, tomando S = (a,b), donde a,b > 0:

. dx S X [P x . (¢ d b—a m(S)
lim [ ———=1lm | ——=1lim [ — —lim = = .
n—es Jg2 —sennx n—ef, 2—sennx n—eJo 2—sennx n—eJo 2—sennx /3 V3
Cualquier otro intervalo se puede obtener por traslacién a partir de un intervalo (a,b) con a,b > 0 y la correspondiente

traslacion del integrando preserva la periodicidad, lo que completa la demostracién en este caso.

A continuacién probaremos el caso general. Puesto que m(S) < o0, dado € > 0 existen intervalos abiertos /1, . . ., Iy, disjuntos
dos a dos, tales que si J = U];:1 I;, entonces m(S AJ) < €. Para dos conjuntos A, B cualesquiera, sigue de la definicién de

funcién caracteristica que

|0-0|, xe(AUB)°
[1-1], x€ANB
|1-0], xcA\B
0—1], xeB\A

|24 (x) = x8(x)| =

\
N
>
=

Ahora, como 2 — sennx > 1, podemos escribir

[t [ 4] -

) | (am—5)

s
< [lsme = | 1500~ o) @
—J |2—sennx /3 AS\X) = R X)) 4x
< (1455 f1s60 - 200 ax
= (1+1) m(SAJ) <2¢e
\/§ )
con .
m(l;) m(1})
— 0
//2—sennx Z 1,2 sennx ng V3 ;(1/2—sennx V3 -
cuando n — oo, lo que completa la resolucion. O

45. Probar que x~! senx es integrable Riemann, pero no Lebesgue, sobre (—oo, ).
Resolucion. Definimos el integrando como 1 en x = 0, para obtener una funcién continua y acotada en toda la recta real.

En primer lugar, veamos que la existencia del limite

(n+1)7 gen x

lim dx=L <o
n—oo J( X
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conlleva la del limite b
. senx
lim dx=1L.
b—e J() X

En efecto: partimos de que, dado € > 0, existe N € N tal que n > N implica

(+1)7 genx €
/ dx—L| < —.
0

X 2

Paralelamente, la propiedad arquimediana de los niimeros naturales proporciona M € N tal que n > M implican™! <27 e.
Sea B=max{(M+1)x,(N+1)n},yseab>B. Paran= |bn~'| € Nesnt < b < (n+ 1), de donde (n+ 1)1 > b >
(N+1)m,yn > N. Por otra parte, (n+ 1) > b > (M + 1)7 implica n > M. Asi, podemos escribir:

b sen (+1)7 gen (n+1)7 gen b sen
/ xdx—L’ﬁ / xdx—L‘—!— / —xdx—/ 2T dx
0 0 x 0 X 0o X

x
€ (n+1)7 | sen x| £ (n+1)7 | sen x| e 1

<7+/ def—&-/ dx < -+ - <e.
2 b X 2 Jnn X 2 n

Hemos probado que para todo € > 0, existe B > 0 tal que b > B implica

b
senx
/ dx—L’ <E,
0

X

como se pretendia.

Ahora,

o0 (n+1)m
(R)/ﬂdxzz(m/ SMX x =2 lim SenY e
X 0 X

n—eo Jo X
" (kDT gen x > U7 genx
:2lim2/ —dszZ/ dx
" =0 kn x k=0 km x

(k+1)m |senx|

T X

dx,

2 Y (-1 /
k=0 Tk
donde la serie del segundo miembro es alternada y converge por el criterio de Leibniz*: para cada k € N,

(k+1)m 1 (k+1)m 1 T 1 km km
/ [senx] dx < —/ |senx| dx = — / senx dx = —/ |senx| dx < / [sena| dx,
ke x ki Jirn krm Jo kmt Jk—1)n (k=Dm X

y, como antes,

(k+1)m 1
/ Isend el o
km X k

cuando k — oo. Por tanto, la integral de Riemann de x senx existe.

1

Para ver que x™ " senx no es integrable (Lebesgue), escribimos, andlogamente,

senx = (kDT | senx| 2 7 =1 431
/ ‘dx:zké‘b/kn- 7)( de;/O senxde%Z;Z%,

X

4(Criterio de Leibniz para la convergencia de series alternadas) Sea la serie Z ay, donde, o bien q; = (71)kbk, o bien aq; = (7l)k+lbk, con by > 0 para todo
k=1
ke N. Si

a) lil’l’lki)N bk =0, y
b) lasucesion {b;};_, es decreciente,

entonces Z aj converge.
k=1
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46.

47.

48.

donde la serie del segundo miembro es ahora arménica divergente.

La integrabilidad Riemann de la funcidn bajo estudio también se puede demostrar mediante el argumento siguiente. Al ser
continua, dicha funcién es integrable en [0, 7r]. Por otro lado, sea b > 0. Integrando por partes,

b senx coshb 1 /” COSX
P = 2P .
n X b T T )Cz
Puesto que
CcoSX 1
‘7%(7:,}1)()‘)’ < 2 (7'5 <x<oo, b> O)

y 1/x? es integrable en (7, ), el teorema de la convergencia dominada para pardmetros continuos (Ejemplo 1.40) asegura

que existe

b 1 o0
(R)/ —_— dx- lim senx dx = _E_/ cosx dx < oo, O]
T

b—oo J 1t X xz

Sea f una funcién integrable. Demostrar que para cada € > 0, existe una funcién g, continua de soporte compacto, tal que

/|f—g|dx<8.

Resolucion. Si f es integrable, entonces | f| lo es. Como la sucesion {|f| ¥(_nn } -y converge monStonamente a |f|, dado

Awmm:/mmfkymm<§

Por el Corolario 1.66, existe una funcién g, continua de soporte compacto, tal que

4
—gldx < <.
J gl <3

Ya que g tiene soporte compacto, se puede elegir n suficientemente grande como para que, ademds,

/ |gldx=0
[x|>n

€ > O existe n € N tal que

Por tanto, para n grande:

Jir—slas= [ _\f=giars [ 17slds

g/ |f — gl dx+/ |f] dx+/ lg| dx < . O
[x|<n [x|>n [x|>n

Sea f una funcién integrable. Probar que
lim/|f(x+h) —f(0)dx=0
h—0

Resolucion. Dado € > 0, el Ejercicio 46 proporciona una funcién continua k de soporte compacto, digamos [a, b], tal que
/ |k— f| dx < €. Para todo & con |h| < 1, se tiene entonces que k(x+h) =0six ¢ [a—1,b+ 1]. Como k es uniformemente
continua sobre el compacto [a — 1,6+ 1], existe 0 < § < 1 tal que |h| < & implica |k(x+h) —k(x)| < e/(b—a+2). Asi

pues, si || < J, teniendo en cuenta el Ejercicio 42 se concluye que

b+1
/|f(x+h)—f(x)|dx§/|f(x+h)—k(x+h)\ det [ kx4 h) = |dx+/|k ¥)| dx < 3. O

a—

(Lema de Riemann-Lebesgue) Sean f una funcién integrable, ¢ una funcién medible y acotada, y supongamos que existe
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B tal que @(x+ B) = —@(x) (x € R). Demostrar que

lim / 7(0) @ (kx) dx = 0.
Resolucion. Para k € N, en virtud del Ejercicio 42 podemos escribir:
I = /f(x) @ (kx) dx = /f (x+Bk™") @ (k(x+Bk™")) dx
— [ BE) glhr-t By dr=— [ 1 (x4 Br) plkr) dx:
luego,
215 = | [ 1otk e [ () (k)
<sup|<p|/\f £ (x+Bk")] dx,
y el resultado se sigue del Ejercicio 47. O

49.

50.

1.5 Miscelanea

Sea f una funcién no negativa a valores finitos, satisfaciendo m({x: f(x) > n}) > 0 para cada n € N. Probar que existe

una funcién integrable g tal que fg no es integrable.
Resolucion. Pongamos E,, = {x:n < f(x) <n+1} (n € N). Entonces

{x:f(x)Zn}CE,,:OEk

k=n

oo

implica Z m(Ey) > 0 para todo n € N; luego, existe una subsucesién {n,} ; tal que n, > ry m(E, ) >0 (r € N).

k=n
Definiendo - |
8= r:Zl W XEn, >

encontramos que g es integrable:

/gdx—z T (B /XE,,,dX —<°<>
pero

1y
/fgdx—Z ) |, L=
Eny =1

por cuanto n, > r (r € N).

O

Supongamos que, para cada n € N, f,(x) denota la distancia de x al nimero mds préximo de la forma k10", donde k es

un entero, y sea f = Z Jn. Demostrar que
n=1

1 1

Resolucion. Para cada n € N, f, tiene una grafica en «dientes de sierra», con ceros en k 10™": la distancia de un punto a

los extremos de un intervalo (k107" (k+1)107"] (k=0,1,...,10" — 1) es mdxima en el punto medio (pico de la grafica)

OCW-ULL 2024
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y disminuye, hasta anularse, a medida que nos acercamos a dichos extremos. La integral en uno de tales intervalos es el

area de un tridngulo de base igual a la longitud del intervalo y altura la mitad de esta, es decir,

1 (k+1 kN> 1 1
( +1_ ) L P N T 2 )

10 10" 4 102

Como, para cada n, hay 10" intervalos,

1 107 11
ndx = -
/ S 410 410

Llegado este punto, aplicamos el teorema de Beppo Levi (Teorema 1.22) para obtener:

1 1 1/10 1
dx = dx=— - = O
/fx Z/f" e 10" Ta1-1/10 36
51. Sea
0, xeQ
fe) =9 , , ,
a=', x€R\Qy aes el primer entero no nulo en la representacién decimal de x.
Probar que f es medible, y que
! 11
dx = — -].
/O f 9 n;l n
Resolucion. Definimos
0, x=0
80)=4 | . _ _
a”', aes el primer entero no nulo en la representacion decimal de x.

1 1
Entonces g es medible, g = f c.t.p. (luego, por el Teorema 2.54 del Tema 1, g es medible), y / gdx= / f dx. Ademas,
Jo 0
g=n"len Uz, [n 1075 (n+ 1)10’1‘) paran=1,...,9, asi que

S| =
g

9
XU [n107K,(n+1)107+) =)

n=1

[oo (£ E (1) :

n=1

X k ( k
= n107% (n+1)107%)

k=1

52. Se define
0, xeQ

7 xe(0,D)\Q,

donde, como habitualmente, |x| denota la parte entera de x. Demostrar que

1 7T2
dx="—1.
/of T

Resolucion. Puesto que Q tiene medida nula, para nuestros propésitos es equivalente considerar la funcién f(x) = |x ]!,

definida en (0,1). Esta funcién se puede expresar también como f(x) =n"'si (n+1)"! <x <n~!, paran € N:

X (n+1)=1n—1]

S| =

=

n=1
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Por el teorema de Beppo Levi (Teorema 1.22),

/Olfdx

I
D13
| —
R
=
t
T
5
L
QU
=
I
013
S| =
/N
S| =
|
S
_|_._
—
~_

> /1 1 1 & 1 7>
Z<nzn<n+1>>2nzin<n+1>6l‘

n=1

La suma de la segunda serie se calcula volviendo a descomponer el término general, para obtener sumas parciales

= = (11 nor1 1
L n(n+1) )} (n n—l—l) 5130,; (k k+1> nbm< n—|—1)

n=1

telescopicas:

53. a) Sea
nx—1

(xInn+1) (nx2Inn+1)

fulx) = (neN).

Probar que lim,,_,o f,(x) =0 (0 < x < 1), pero

lim fn( ) dx = l

n—seo 2

b) Sea h,(x) =nx" (n € N). Demostrar que lim,_. /,(x) =0 (0 < x < 1), pero

1
lim h,dx=1.

n—eo J)

( Contradice alguno de estos ejemplos el Teorema 1.38 (convergencia dominada)?

Resolucion. Usamos integracion elemental.

a) Parax#0,
nx — 1
1. = 1 = i —_— = O.
ngllf”(x) ad (xInn+1) (nx2Inn+1) ngglenzn

Efectuando el cambio de variable xInn =t, Inn dx = dt (nuevos extremos de integracion: ¢ =0, t = Inn), encontramos

Inn nt—Inn
— dt N, n>2).
/f" lnn/o (T 1) (i) & (€N n=2)

que

Descomponemos el integrando en fracciones simples, dando a ¢ los valores t = 0, = %1, para obtener:

Inn dt 1 Inn nt
/ Jalx lnn/o t—s—]Jrlnn/o nt2+1Inn

In(l+1nn) In (nln2n+lnn) —In(Inn)
—~ +
Inn 2Inn

_ _In(1+1Inn) n In(nlnn+1) (neN, n>2).
Inn 2Inn

Completamos la resolucién de esta parte observando que

lim In(1+1nn) —0, 1lim In(nlnn+1) _ l
n—e  Inn n—yeo 2Inn 2

b) Es claro que basta comprobar el valor del limite cuando 0 < x < 1. En tal caso, aplicando la regla de L’ Hdpital,

1 . X
lim A, (x) = lim =—lim =—lim — =0.
n—oo n—yoo x 1 n—oo xMlnx  n—oe Inx
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Por otro lado,

1 1 n+l
. . . nx ) n
lim [ h,dx= lim n/ X" dx = lim = lim =1.
n—e J n—o  Jo n—opn+110 noeoen+1

Ninguno de los dos ejemplos vulnera el Teorema 1.38, porque falla la hipétesis de existencia de una mayorante integrable.

= En el primero: deshaciendo el cambio de variable en la descomposicién en fracciones simples se pone de manifiesto

que, paracada 0 < x < 1yn>2, f,(x) estd mayorada por

) nx
X)=—5—"
&n nx2lnn+1’
cuya derivada es
' () nx’Inn+1—2nx*Inn 1 —nx*Inn
X)=n =n
En (nx2Inn+1)2 (nx2Inn+1)%’
con punto critico
1
Xp = € (0,1),

vnlnn

correspondiente a un maximo: g, crece a la izquierda y decrece a la derecha de este punto. Por tanto, el minimo de

gn en el intervalo I, = [x,, 1] se alcanza en su extremo derecho 1, siendo

n

(1) = ———.
gn(1) nlnn+1

Esto significa que cualquier mayorante de {g,}_, en (0, 1) debe mayorar también a la funcién

oo

n
£~ ng’znlnnJr A
veamos que g no es integrable, lo que implicard que ninguna mayorante de {g, }:_, en (0,1) lo es. Como, para cada

n>2,
1

= — <
xIlnn+1 —

qn(x)

donde la mayorante es integrable en (0,1), y (véase la descomposicién en fracciones simples de f,,) fn, = gn —

1 (x€(0,1)),

gn implica g, = f, + qx, resulta que si {f,};_, admitiera una mayorante integrable en (0,1) también la admitiria
{&n}_,, una contradiccion.

Para probar que g no es integrable, observamos que su integral viene dada por la serie

1 had n > n 1
dx = — || = 1—
/0 g§ax ng’znlnn+1 [ ng’znlnnJrl ( w/nlnn)’

oo

ual div ion- ie div
la cual diverge por comparacién® con la serie divergente

nlnn’

n=2
" 1 ! ! nlnn 1 ! — cuando n —
_ : — — (e o) u n o,
nlnn+1 vnlnn nlnn  nlnn+1 vnlnn

o o
Lo .. .o . . Lo . . . a
3(Criterio de comparacion por paso al limite del cociente) Sean Z an 'y Z by, series de términos no negativos, para las que existe lim, ;. — = L. Se
n=1 n=1 n
verifica:

a) SiL=0y Z b, converge, entonces Z a, converge.

n=1 n=1

b) SiL=cy Z b, diverge, entonces Z a, diverge.
n=1 n=1

¢) Si0 < L < o, entonces las dos series tienen el mismo cardcter: o bien ambas convergen, o bien ambas divergen.
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|
Que la serie Z 0 diverge se comprueba aplicando el criterio de la integral®. Nos apoyaremos en la funcién
= nlnn
= (22)
X) = X
xIlnx
Esta funcién es positiva y decreciente:
flx)= ———(lnx+1) <0
x*In"x

silnx > —1, esto es, si x > e 1. Por tanto, s6lo necesitamos estudiar la convergencia de la integral siguiente (cambio

de variable: Inx = u, dx/x = du):

o b d Inb Inb
/ Ltim [ —tim [ 2 = limInu| = lim[In(Inb) — In(In2)] = e.
2 xlnx b2 xInx  bowJin2 U b In2 b

Como la integral es divergente, la serie también diverge.

= En el segundo: six € I, = [271/7,1), entonces /,(x) > h,(27'/") = n/2 (n € N), asi que toda mayorante de {,}_,

en (0,1) ha de mayorar también a la funcién
. | &
8= Z S XL =5 an-
— 2 2 =
n=1 n=1
Pero esta funcion no es integrable, toda vez que la serie
l oo =) 1
2 / dx=) nl|=) n{1——~ |,
TS WIIES (1-3)

por comparacién con la arménica, diverge:

g ~ ~ = —3 o0 cuando n — oo, O
21/n

n|l— ! D e A 21/"ln2(—1/n2)_n21/”1n2
‘n n—2 1/n? —2/n3 2

54. Sea Fyd
n t)dt
Ex)=—= | ——— eN).
(%) 717/1+n2(t—x)2 (neN)
Suponiendo que las integrales involucradas existen, probar que si f es continua en x entonces lim,_,o F;,(x) = f(x).

Resolucion. Puesto que f es continua en x, dado € > 0, existe § > 0 tal que |t — x| < & implica |f(¢) — f(x)| < €. Por otra
parte, el cambio de variable u = n(t — x), du = n dt permite obtener
1 du 1 o

n dt
71'/ 1+n2(t—x)? =) 1+u®2 = arceu]_, (n€N) (12

8(Criterio de la integral para la convergencia de series) Considérese un entero N € N y una funcién f, monétona decreciente en el intervalo no acotado
[N,e0). La serie

converge a un numero real si, y s6lo si, la integral impropia
/ f(x)dx
N

es finita. En particular, si la integral diverge, entonces la serie diverge también.
Cuando la integral impropia es finita, la demostracién del criterio proporciona las cotas

J, F@ s s < s+ [ a

Noétese que si la funcién f es creciente entonces su opuesta — f es decreciente, y cabe aplicar el criterio a — f.
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55.

Ahora, para cadan € N,
| [ L0s
n) 1+4n2(t—x)?

% {/tx<5 Jr~/|tx>6} m a

|f(t) = f(x)]
S € 7/\; A= 1+n*(t —x)?

drt.

El integrando de la dltima integral decrece monétonamente a cero a medida que n aumenta, y es integrable paran = 1. Una
vez comprobados estos extremos, el teorema de la convergencia dominada (Teorema 1.38) proporcionard el resultado. En

efecto, derivando respecto de n:

n C14n?(t—x)?=2n*(t—x)*  1—n*(t—x)?

TR0 —x2 - N+t fxei—nmp ~°

si, y s6lo si, | —n?(t —x)? < 0, o bien |t —x| > 1/n, lo que ocurre para n suficientemente grande (1/n < §). La convergencia

a cero es evidente. Para la integrabilidad del primer término basta advertir que, en virtud de la hipétesis y (12), se tiene

l/p (1) = f()] dr< L O

26 14+ (r—x)? n) 14+ (1—x)? di +|f(x)] < eo. O

(Derivacion de integrales paramétricas: regla de Leibniz) Para cadat, sea f(x,) una funcién integrable de x. Supongamos

que df/dr existe para cada x y satisface |(d f/9t)(x,t)| < @(x), donde la funcién ¢ es integrable. Demostrar que

%/f(x,t)dx:/g—f

Resolucién. Escribamos gj,(x,t) = h™'[f(x,t +h) — f(x,t)]. Entonces, limy,_,gy,(x,1) = (df/t)(x,t). Pero |gu(x,t)| <
¢(x), asi que aplicando el Ejemplo 1.40 (convergencia dominada para pardmetros continuos) a / gy dx, se obtiene el

resultado. A continuacion desarrollaremos esta idea con mas detalle.

Supondremos que I es un intervalo abierto y f : R x I — R una funcién tal que f(-,#) es integrable para cada t € I. Ello
permite definir F(r) = /f(x,t) dx.

Teorema. Sea ty un punto de acumulacion de 1. Si existe limy_;, f(x,1) para c.t. x € R, y existe una funcion integrable g

tal que | f(x,1)| < g(x) paratodot €I, t # 1y, y para c.t. x € R, entonces

lim F (¢ /hmfxt

—ty t—to
En particular, si, ademds, to € I 'y f(x,-) es continua en ty para c.t. x € R, entonces F es continua en t.

Demostracion. Sea {t,},”; C I una sucesion convergente a fo, con t, # to (n € N). Si, para cada n € N, definimos
fu(x) = f (x,1,), por hipétesis existe lim,, e f,,(x) = lim,;, f(x,?) en c.t. x € R. Aplicando el teorema de la convergencia

dominada (Teorema 1.38),

lim F (t,) = lim fodx = / (1im 7,) dx = / [tlgrg)f(x,t)} dx.

n—o0

En caso de que f(x,-) sea continua en #y € I para c.t. x € R, sigue de lo anterior que

n—yo

lim F (¢,) /fxto )dx=F(tp),
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56.

y F es continua en 1. O

Teorema (Férmula de Leibniz). Si existe (df/0t)(x,t) para todot €1y c.t. x € R, y existe g, integrable en R, tal que
[(df/0t)(x,1)| < g(x) paratodot € Iy c.t. x € R, entonces F es derivable en I, y

of

F'(t)= >

= (x,1) dx.

Demostracion. Por hipétesis, existen:

1) — 1 dJ
E; CR, conm(E;) =0, tal que, para todo x ¢ E|, }Lr? M 8{ (x,20) 5
0 —1o

E> C R, con m(E,) =0, tal que, para todo x ¢ Ey, <gx) (sel).

)
< (x)

Luego, para todo x ¢ E; UE,, el teorema del valor medio proporciona algin s comprendido entre 7y y #, tal que

of

flxt) = f(xt0)
\ — L (9)] < 80)
Por el teorema precedente,
F(t)—F (¢ t)— I
F (tO) — lim ( ) (0) _ hm/f(xv ) f(xa 0) dx
t—t t—1y t—t t—1

flx1) f(Xto)
= [ Qi P = [ 5 ) a .

Ejemplo. Probar que la funcion F(t) = /cos txe /2 dx es derivable y F'(t) = —tF () (t € R). Deducir de lo anterior
que F(t) = Ce”z/z, conC = /ef"z/2 dx = 2m.

Resolucion. Sea f(x,t) = costxe™/2 ((x,1) € R x R); para todo x y todo 7, existe (9f/dt)(x,t) = —xsentxe~/2 y

|(df /1) (t,x)| < |x]| e~*'/2. Como la funcién g(x)=|x|e™ */2 es integrable en R, deducimos de la férmula de Leibniz que

F'(t)= /(fxsen txe™/?) dx.

Integrando por partes (u = sen tx, dv = —xe /2 dx) se llega a que F'(t) = —tF (t), ecuacién diferencial cuya solucién es
la indicada en el enunciado (C = F(0)). O

Supongamos que x”f(x) es integrable sobre (0,0) si y=a y v= f, con o < 3. Probar que para cada y € (&, f3), la

integral / x? f(x) dx existe y define una funcién continua de 7.
0

Resolucidn. Considerando por separado los casos x < 1y x > 1, obtenemos |x”f(x)| < (x* +xﬁ) | f(x)], donde la funcién
mayorante es integrable en (0, o0); por tanto, la integral existe. En cuanto a la continuidad, basta usar el hecho de que, para

h pequefio, y+h € (a, ), asi que
|(xY+h —xy)f(x)f < Z(xa +xﬁ)|f(x)| (0 < x < ),

y aplicar la versién del teorema de la convergencia dominada para pardmetros continuos (Ejemplo 1.40). O
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57.

58.

Sea {f,}._, una sucesién de funciones medibles tales que |f,| < g (n € N), donde la funcién g es integrable. Demostrar
que
liminf f,, dx < liminf / fundx <limsup | f, dx < [ limsup f, dx.
n—roo Nn—yo0

n—oo n—oo

Dar un ejemplo donde todas las desigualdades sean estrictas.

Resolucion. Aplicamos el lema de Fatou (Teorema 1.15) a las sucesiones de funciones medibles no negativas {g + f,},_;

y {g— fu},—;- En el primer caso, obtenemos:

/g dx—i—/liminffn dx = /liminf(g—f—fn) dx < liminf/ (g+fn) dx= /g dx—i—liminf/fn dx,
n—soo n—soo n—soo n—soo
de donde, puesto que g es integrable,
/liminffn dx < liminf/fn dx;
n—yoo n—oo
y en el segundo:

/g dx— [ limsup f;, dx:/linl)inf(g—fn) dxglinlinf/ (g—fn) dx= /g dx—limsup [ f; dx,
n—oo n—oo

n—yoo n—oo

de donde
limsup [ f, dx < [ limsup f, dx.

n—soo . n—soo

Resultan asi la primera y tercera de las desigualdades que se buscan; la segunda es trivial.

Para el contraejemplo, definimos sobre [0, 1] 1a sucesién { f, }_, por fi = X210 2= X141, [3= 20374 fa=1—fi=

X0.1/2)» 5 = f1, fo = f2,. ... Lasiguiente tabla resume los valores que toman las funciones de esta sucesion y sus integrales:
n|[0,1/4] (1/4,1/2] (1/2,3/4] (3/4,1] /fn dx
1 0 0 1 1 1/2
2 0 1 1 1 3/4
3 1 1 1 0 3/4
4 1 1 0 0 1/2
Por tanto, { f,};_, proporciona la cadena de desigualdades estrictas 0 < 1/2 < 3/4 < 1. O

2 Integracion con respecto a una medida abstracta

En lo que sigue, salvo indicacion expresa en contra, trabajaremos con un espacio de medida arbitrario (X,.7, ).

Sean Ej,...,E, conjuntos medibles y sea F; (k= 1,...,n) el conjunto de los puntos que pertenecen a exactamente k de los
conjuntos E; (i=1,...,n). Probar que
Y u(E) =Y ku(F).
i=1 k=1
Resolucion. La funcién ¢ = Z XE; es simple medible, y toma los valores {0,1,...,n}. Los conjuntos medibles F; =
i=1
{x:9(x) =k} (k=0,1,...,n) permiten representarla can6nicamente como

O = Z kXFk = Z kXFk-
k=0 k=1
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Por tanto: ; ;
u(Ei):/<Pdu=Zku(Fk)~ O
—1 k=1

1

59. Sea g una funcién medible tal que g > h, con & integrable. Demostrar que / gdu existe en el sentido de la Definicién
2.10. ‘

Resolucion. Basta advertir que g > h implica g~ < h™, asi que / g du < oo O
60. Sean f una funcién integrable y g una funcién medible tales que |g| < k| f| c.t.p., donde k es una constante. Probar que g
es integrable.

Resolucion. Se tiene que . i
[lgldu <k [ \f1au < O

61. Sean E, F conjuntos medibles, f integrable sobre E, y u(E A F) = 0. Demostrar que f es integrable sobre F, con

[ fan= [ rau.

Resolucion. Por hipétesis, fxg es integrable. Como {x: xg(x) # xr(x)} = EAF y u(E AF) =0, resulta que yg = xr
c.t.p.. Se sigue que fxr = fXg c.t.p., f es integrable sobre F,y | fdu= | fdu. O
F E

62. (Desigualdad de Chebyshev) Sean f una funcién medible, A = {x: f(x) > 0}, y ¢ > 0. Probar que

pl S > <1 [ rau.

Resolucion. Puesto que A es medible y fx4 > 0, la integral de esta funcién estd definida. Sea C = {x: f(x) > c} CA;la
integral de f)c > 0 también estd definida, y se verifica que

[ fau= [ pau=cu(o)
A Jc
como se requeria. O

63. Sea f una funcién integrable. Demostrar que el conjunto {x : f(x) # 0} tiene medida o-finita.

Resolucion. Escribimos

{x: f(0) £ 0} = {x:|f(x)| # 0} = | Gu,

n=1

donde G, = {x: |f(x)| >n"'} (n € N). Paracadan € Nes

1
fu(Gn)S/ If\duﬁf\flduoo,
n Gp
asi que U (Gy) < oo. O

64. Sean {f,};_, una sucesién de funciones integrables, g = limsup,_,,, f, ¥ # = liminf, . f,,. Probar que los conjuntos
G={x:g(x) 40} y H={x: h(x) # 0} tienen medida o-finita.
Resolucion. Escribimos F, = {x: f,(x) #0} (n € N). Si x € G, de modo que g(x) # 0, entonces f,(x) # 0 para algin
neN,yxelU,- F,. Esdecir, G C U, F,, donde esta unién tiene medida o-finita (Ejercicio 63). Como los subconjuntos
de conjuntos de medida o-finita tienen medida o-finita, queda demostrado el resultado para G; la demostracion para H es

completamente andloga. O
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65.

66.

67.

Sea (X, Z(X), L) un espacio de medida tal que u({x}) = 1 para cada x € X. Demostrar que f es integrable si, y s6lo si,
f =0 excepto en una sucesion {x;};~, con

/fdu =Y (%), (13)
i=1

donde la serie del segundo miembro es absolutamente convergente y el valor de la integral del primer miembro es

independiente de la ordenacion de {x;};" ;.

Resolucion. (=) Por el Ejercicio 63, el conjunto {x : f(x) # 0} tiene medida o-finita, es decir, puede ser escrito como
unién contable de conjuntos de medida finita. La hipétesis de que p({x}) = 1 para cada x € X obliga a que los conjuntos
de medida finita sean, precisamente, los conjuntos finitos; luego, {x: [ f(x)| # 0} = {x: f(x) # 0} = {x;}?*, es contable y,

por el teorema de Beppo Levi (Teorema 2.7),

oo

./IfIdu=/<fo{x,}|>du Y [zl = sl utixd) = 17| <= (14)

puesto que f es integrable. Tan pronto se pruebe (13), la convergencia absoluta de la serie del segundo miembro, que
acabamos de establecer, garantizard que el valor de la integral del primer miembro es independiente de cualquier

reordenacién de {x;}7 ;. Ahora bien, la igualdad (13) se sigue del Teorema 2.14: como

Y / Xyl di =Y 1 f ()] <o,
i=1 i=1

podemos escribir:

i=1

[ rau-= /(fo{x,>du Z/fx{x,}du fo, ({xi}) :Z (x).

(<) Si{x:|f(x)|#0} = {x: f(x) #0} = {x;}, y se asume que la serie del segundo miembro de (13) es absolutamente

convergente entonces se verifica (14), y f es integrable. O

Sea {f,},,_, una sucesién de funciones medibles no negativas, tales que lim, .. f, = 'y f, < f para cada n € N. Probar
que

/fduzgggo/fndu-

Resolucion. Si / fdu < oo, basta aplicar convergencia dominada (Teorema 2.13). Si / fdu = oo, el lema de Fatou

(Teorema 2.4) asegura que
o0 = /fd/.L < linl)inf/f,,du <limsup | fndUu,
n—oo

n—so0

asi que lim,,ﬁoc/f,, dy = oo, O

Sea {f,},_, una sucesi6n de funciones medibles, y supongamos que lim, . f, = f c.t.p.. Sea {g,},_; una sucesién de
funciones integrables tales que |f,| < g, (n € N) y lim,,_, g, = g C.t.p., con g integrable. Demostrar que si

[gan=tim [guan.

[ rau=jim [ fan. (15)

Resolucion. Cada f, (n € N) es, claramente, integrable, y como |f| < g c.t.p., f también es integrable. Teniendo en mente

entonces f es integrable y

el Ejercicio 1, construiremos sendas sucesiones de funciones medibles no negativas a las que aplicaremos el lema de Fatou
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(Teorema 2.4).

A partir de la sucesion {g, — f, },_,, obtenemos

[edu= [ rau= [timint(g, f)au <timin [ (e~ ) dn = [ g —timsup [ f,dn.

n—yoo

de donde, puesto que g es integrable,
limsup [ fodu < /fdu. (16)

n—oo

Repitiendo el procedimiento con la sucesién {g, + f, },,_, resulta

[edu+ [ rau= [timint (g, fu)du <timinf [ (ea+£,) du = [ gdu+timint [ fudu.

de donde . .
/fdu g]irginf/fndu. (17)
Nn—soo

La combinacién de (16) y (17) proporciona (15). O]

68. Usar el lema de Fatou (Teorema 2.4) para obtener otra resolucién del Ejercicio 62 a) del Tema 1: si los conjuntos {E, }5_,
son medibles, entonces
u (liminfE,,> < liminfp (Ey).

n—oo n—oo

Resolucion. Sea E = liminf,,_,.. E,. Se prueba en el Ejercicio 61 del mismo tema que g = liminf,_,.. Xg,. Luego,

. _ _ s i e
u (hlggglen) u(E) / Xedu / liminf yz, dp < liminf / Xe, dp = liminfp (E,),

como se requeria. O

=

69. (Lema de Borel-Cantelli) Sea {E, };_| una sucesién de conjuntos medibles, tales que Z U (Ey,) < eo. Probar que casi todo
n=1
X € X pertenece, a lo sumo, a un nimero finito de conjuntos de la sucesion.
Resolucion. El conjunto de los puntos de X que pertenecen a una infinidad de E, no es otro que E = limsup,,_,,, E,; por

tanto, debemos establecer que 1 (E) = 0. A tal fin, definimos
Av=|JE, (keN).
n=k

Claramente,

o oo

E=(\JE.=(ACA (keN),
k=1n=k k=1

y, por la subaditividad de p,

o

WE) <p(A) <Y u(E,) (keN).
n=k

Puesto que Z U (Ep) < o, se verifica
n=1
lim Y u(E,) =0,
n=k

k—yo0 -

probando que u(E) =0. O

70. Sean f una funcién integrable, A > 0,y E, = {x: f(x) > nA} (n € N). Demostrar:
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71.

72.

a) Timy e / Fdu =0;
En
b) W(E,)=o(n").
Resolucion. Pongamos _
o(E)= [ ftau (Ee)

de modo que ¢ es una medida finita sobre .¥ (Teorema 2.8). Se verifica que E,, | CE, (n € N) y ¢ (E;) < oo. Como
Mir_i En = {x: f(x) = oo} tiene p-medida, y por lo tanto ¢-medida, nulas, sigue del Teorema 3.9 del Tema 1 que

kgwwa¢glm>o

Pero

/Enfd“ :/Enf*du =¢(E,) (neN),

de donde sigue a). La desigualdad
() < [ fdu=9(E) (neN)

proporciona b). O

Sea f : R — [0, 0] una funcién integrable respecto de la medida de Lebesgue, y pongamos F,, = {x: f(x/n) > n}. Probar

que para cada x fuera de un conjunto de medida nula, existe una sucesi6n estrictamente creciente {n;};, tal que x €
Uiz £

Resolucion. El conjunto de los puntos x para los que existe una sucesion {n;};"; tal que x € U F;, es limsup,_,. Fy;
queremos ver que su complementario liminf, ... F,, tiene medida nula. A tal fin, por el Ejercicio 68, basta ver que
liminf,_,..m (F,) = 0. Dado n € N, pongamos E, = {x: f(x) > n}; se tiene que F,, = nE,, asi que, por el Ejercicio 6 del

Tema 1, m (F,) = nm(E,). Pero, en virtud del Ejercicio 70 anterior,

liminfm (F,) = lim nm(E,) =0,

n—oo n—soo

como se pretendia. O

y

Usar el Teorema 2.8 para demostrar que si f es integrable en [a,b] y / fdx=0paratodoycona <y<b,entonces f =0
a

c.t.p. en (a,b).

Resolucion. La funcién de conjunto finita

o(E)= [ fax (Ec.a)

se anula en los intervalos y, por tanto, en los abiertos. Ademds, si F es cualquier cerrado en R contenido en (a,b) entonces

O = (a,b) \ F es abierto en (a,b), de donde se sigue facilmente que @(F) = 0. Como

o(E)= [ frax— [ ax (Ee.)
E E
el Teorema 2.8 asegura que ¢ es contablemente aditiva, probando que esta funcién también se anula sobre los conjuntos
F(y.

Ahora, dado E = {x: f(x) > 0} € . existe P € %, tal que P C E 'y m(E \ P) = 0, de modo que, por el Ejemplo 1.13,
o(E) = ¢(P) =0 implica m(E) = 0; es decir, f < 0 c.t.p.. Se establece andlogamente que f > 0 c.t.p.. O
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oo

73. Probar que si f es medible y t(X) < oo, entonces f es integrable si, y sélo si, la serie Z w({x:|f(x)] > n}) converge.
n=1
Enunciar el resultado correspondiente cuando (X ) = oo y cuando la serie se inicia en n = 0.
Resolucion. Suponemos, sin pérdida de generalidad, que f > 0. Sean E, = {x: f(x) > n}, F, = E,\Ep41 (n€N), y sea
Fo={x:0< f(x) < 1}. Entonces, para cada 1 <k <n, Ey =" (E;\ Ei+1) UE,+1, con unién disjunta, asi que

n

1 (E) = p(En1)+ Y 1 (F).

i=k
Sumando en k,
Y w(E)=np(En1)+ Y in(F). (18)

i=1 i=1

Si f es integrable entonces, por el Ejercicio 70 y la igualdad precedente (nétese que n(E,y1) < (n+ 1)u(E+1) — 0

cuando n — o), se tiene

Pero f > n sobre F, y los conjuntos F, son disjuntos, asi que

Y. (En) = Ynu (B Sn;/andu =/U:,:1andu <.

n=

oo

Reciprocamente, supongamos que Z W (E,) < co. Se cumple:
n=1

[rau= | fdu+f/ fdp < p(Fo)+ ¥ (nt D () = n(X)+ ¥ npt (Fy).
JF i=17Fi n=1

n=1

La igualdad (18) implica
Y np(F) < ) p(E),
n=1

y se concluye que /fd,u < oo,

Sipu(X)=-coy,e.g., f=1/2, entonces Z U (E,) =0, pero f no es integrable. Si lo es, todavia tenemos Z U (Ey) < oo,

n=1 n=1
como antes.

Finalmente, si comenzamos el sumatorio en n = 0,

de modo que el primer miembro converge si, y sélo si, f es integrable y 1 (X) < oo. O

74. Supongamos que [1(X) < ooy que f es una funcién medible. Demostrar que si el limite lim,,_;c / Sf"du existe y es finito,

entonces es igual a u({x: f(x) =1}).
Resolucion. Consideremos los conjuntos

E1:{x:f(x):l}, E2:{le()€)>l}7 Ej,:{)CIf()C):—l}7
Ey={x:f(x)<—-1}, Es={x:|f(x)] <1}

OCW-ULL 2024 MEDIDA E INTEGRACION



TEMA 2: LA INTEGRAL DE LEBESGUE ¢ PROBLEMAS RESUELTOS 39/39

75.

76.

se cumple que

5
[ d”:“(ElH,»:Zz/E,-f du. (19)

Si u(E) > 0, la sucesién definida por las integrales / f"du (n € N) tiene limite . En efecto, Er = Uy {x: f(x) >
JE,

14k}, asi que p(E) > 0 sélo si alguno de los conjuntos {x: f(x) > 1+k~'} tiene medida positiva; escribiendo § = k!
y F={x:f(x) > 146} C Es, encontramos que i (F) > 0 implica

[ rrau= 48y uE) — e

cuando n — 0. Por tanto, asumiendo que el limite del primer miembro de (19) existe y es finito, necesariamente debemos
tener U(E,) =0.

Si u(Es) >0y u(Es) > 0, entonces / fdu = (—1)"u(Es) oscila entre £ (E3), mientras que
JE;

[ rmdu= v [ sran,

con |f| > 1 sobre E4, oscila entre +o0, como se prueba aplicando el mismo argumento anterior a |f| y E4 en vez de
fy E>. De nuevo, para que el limite del sumatorio del segundo miembro de (19) exista y sea finito, debemos tener
W(E3) = 1(Es) = 0.

Puesto que, por convergencia dominada (Teorema 2.13), es lim;,—« / f"du =0, se concluye que
Es

n—yoo

tim [ £ du = p(Er) = p(fi: £x) = 1)), 0

Sea E un conjunto medible, y sea f > 0, integrable sobre E. Probar que

lim [ f'"du = p(E).
n—oo Jp
Resolucion. Se tiene que lim, ... f'/* = 1. Pongamos E; = {x: f(x) > 1}, E» = {x: 0 < f(x) < 1}. Aplicando
convergencia dominada (Teorema 2.13: f < f", n € N) a la integral sobre E N E; obtenemos como limite p (ENE}),
mientras que aplicando convergencia monétona (Teorema 2.5: f"+! < £, n € N) a la integral sobre E N E,, se obtiene el
limite u (ENEy). O

Se considera la medida definida por

o(E) = [ rdx (Ee.),

donde f es una funcién medible no negativa sobre el espacio medible (R,.# ), como en el Teorema 2.8. Demostrar que ¢

es completa si, y s6lo si, f no se anula en un conjunto de medida de Lebesgue positiva, es decir, m({x: f(x) =0}) =0.

Resolucion. Para ver que la condicién es necesaria, razonamos por el contrarreciproco: supongamos que E = {x: f(x) =0}
es tal que m(E) > 0. Entonces @(E) =0, pero, como m(E) > 0, E contiene un conjunto no medible (Ejercicio 42 del Tema

1). Luego, ¢ no es completa.

Inversamente, supongamos que f no se anula en un conjunto de medida de Lebesgue positiva. Sea E € .# tal que ¢(E) =0.
Entonces m({x € E : f(x) > 0}) =0, y, por hipétesis, m({x € E : f(x) =0}) = 0. Como cualquier B C E es unién de sus

trazas en estos dos conjuntos disjuntos, que son medibles, se concluye que B € .Z . O
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