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1 Medidas signadas y la descomposicion de Hahn

R ) . - .
1. Sea V(E) = / xe * dx. ;Cudles son los conjuntos positivos, negativos y nulos con respecto a v? Encontrar una

. JE
descomposicion de Hahn de R respecto de v.

Resolucion. Sea f(x) = xe ¥ (x € R). Se tiene que Vv es una medida signada en el espacio de medida (R,.#) (Ejemplo
1.2), y que los conjuntos {x : f(x) > 0} = [0,00), {x: f(x) < 0} = (—0,0) constituyen una descomposicién de Hahn
de R en un conjunto v-positivo y otro v-negativo, respectivamente (Ejemplo 2.5). Ahora, A es v-positivo si, y sélo si,
m(A N (—e,0)) = 0; B es v-negativo si, y s6lo si, m(BN (0,e0)) = 0; C es v-nulo si, y sélo si, m(C) = 0. En efecto,
caractericemos los conjuntos positivos.

(=) Si A es v-positivo entonces, por definicién y en particular, V(AN (—,0)) > 0. Como (—e,0) es V-negativo, también
por definicién, V(AN (—e,0)) < 0. Luego, V(AN (—e0,0)) =0, esto es,

/ f dx = /f%Aﬂ(—W,O) dx=0.
AN(—e0,0)

Como el integrando f¥4n(—w,0) tiene signo constante (negativo), el Ejemplo 1.13 del Tema 2 implica que fXan(—w,0) =0
c.t.p. [m], es decir, que el conjunto {x € AN (—e0,0) : f(x) # 0} = AN (—e0,0) tiene m-medida nula.

(<) Si m(AN(—,0)) =0y E C A es medible entonces, por monotonia, m(E N (—e0,0)) = 0, lo que obliga a que
V(E N (—e0,0)) =0, de modo que V(E) = V(EN[0,00)) > 0.

La caracterizacion de los conjuntos v-negativos se establece andlogamente, y la de los conjuntos v-nulos es consecuencia

inmediata de las dos anteriores. O

2. Demostrar que si en el Teorema 1.10 se supone V(E) < oo, se obtiene 0 < v(A) < eo.

Resolucion. Si el proceso de obtencion de la sucesion {Ey};” | se detiene en algtin 7,,, tomamos Ey = 0 para k > n,, + 1.

Por la ecuacidn (1) se tiene entonces que

V(E)=Vv(A)+V (D Ek> ,

k=1

y argumentando como en la demostracién del teorema, que

_oo<v<[]Ek><o.

k=1

Luego, V(A) = o implicaria V(E) = 0. O

3. Dar un ejemplo que muestre que la descomposicién de Hahn no es tnica.
Resolucion. Tomamos X =R, . = .4, v(E) = / f dx, donde f(x) =xe ™ (|x| > 1), f(x) =0 (|x| < 1). Entonces
E

(—e0,a), [a,0) es una descomposicion de Hahn de R respecto de v, cualquiera que sea a tal que |a| < 1. O

4. Dada cualquier sucesion {a, },_, y cualquier conjunto E C N, sea v(E) la suma, si existe, de los términos correspondientes
de {ay}, ;. {Qué sucesiones se asocian con medidas signadas sobre N? Probar que si {a,},_; es una de estas sucesiones

y |an| > 0 para cada n € N, la descomposicién de Hahn de N con respecto a v es tnica.
Resolucion. Trabajamos en el espacio medible (N, #2(N)); simbélicamente,

V(E)=Y a, (ECN),

nek

siempre que la suma exista. Nétese que esta construccion de v se corresponde con la discretizacién del Ejemplo 1.2: si se
considera sobre &(N) la medida cardinal . y se define la funcién a sobre N por a(n) = a, (n € N), entonces la condicién
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de que / adl, exista equivale a que

/a+duC:Za;f<oo 6 /a‘duC:Za;<oo,
n=1 n=1

donde
al =max{a,,0}, a, =max{—a,,0} (neN).

En tal caso,

V(E) = /ad,uc Zan (ECN)

nekE

estd bien definida, y

v*(E)—vf(E):/Eaer,uC /a due = Za Za (ECN)

nek nek

es la descomposicion de Jordan de v (cf. Ejemplo 2.5).

Para un conjunto v-positivo A C N se tiene, en particular, v({n}) = a, > 0 cualquiera que sea n € A. Similarmente,
para un conjunto V-negativo B C N se tiene a, < 0 cualquiera que sea n € B. Esto quiere decir que para un conjunto
v-nulo C C N, se tiene a, = 0 cualquiera que sea n € C. Por tanto, si |a,| > 0 para cadan € N, y si P, N; y P>, N; son
dos descomposiciones de Hahn de N respecto de v, con P; v-positivo y N; v-negativo (i = 1,2), que P; A P, sea v-nulo
(Teorema 1.11) implica P; A P, = 0, asi que P, = P, (y, consecuentemente, N| = N,). O]

Sea v una medida signada y {E, },._, una sucesién de conjuntos medibles disjuntos dos a dos, tales que |V (Uy_; Ey)| < ce.

Demostrar que Y, v (E,) es absolutamente convergente.

Resolucion. Anédlogamente al Ejercicio 4, usando la condicién de finitud que se proporciona, obtenemos que la suma de

los términos positivos en {V (E;)}"_, es finita y que la de los términos negativos también es finita, como se requiere:

(aglk

5
+

(aglk

—co <V (DE,,) = i V(E,) =
n=1

n=1 n=1 n=1

implica

i V(E,)" < oo, i V(E,;)” < oo,
n=1

=

asf que
Z Z + ) V(E))” <eo.
n=1 n=1 n=1

Notese que la expresion precedente no coincide con

Y VI = Y v (E)+ Y v ().
n=1 n=1 n=1

Es decir, dado E € . es, en general, falso que V(E)™ = v (E). Por ejemplo, para la medida signada v definida por
v(E) = / fdx (E € #),donde f(x) =xe™* (x € R), y el conjunto medible Lebesgue E = (—1,1), se tiene
E

1 1 i 2
V+(E):/Ef+dx:/_1fl[o_oo) dx:/o fdxz—efx(l—&—x)‘O:l—*;

e

pero V(E)" = max{V(E),0} =0, porque

:/Efdx:/_llfdx:—efx(l—kx)’]_l:—f.
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Similarmente,

v (E)=v'(E)-V(E) = (1—5) +§ =1,

mientras que V(E)~ = max{—V(E),0} = 2/e. Sin embargo, se verifica, como cabia esperar, que |V(E)| < |V|(E), por

cuanto
+ _ 2
VE)| = V(E)" +V(E)” =,
+ - 2 2
VIE)=v (E)+v (B) = (1-2 ) +1=2-2,
con2/e <2—2/e, o, equivalentemente, 2 < e. -

6. Probar que si v es una medida signada y F, E conjuntos medibles tales que F C E, entonces |V(E)| < e implica |V (F)| < eo.

Resolucion. La condicién (i) de la Definicién 1.1 impide que alguno de los términos del segundo miembro de la igualdad
V(E) =Vv(F)+ Vv(E\ F) sea infinito. O

7. Demostrar que si v es una medida signaday E; C E» C ... son medibles, entonces v (Ui E;) = lim; s V (E;).

Resolucion. Puesto que la unién 2| E; = E; U, (E; \ Ei—1) estd compuesta por conjuntos disjuntos dos a dos, se tiene

n

V(E))+ ) V(E\Ei1)

i=2

(UE) =V (E) +§év(Ei\E,»,1):r}1_r>£10
n
=lmv (UE> = Jim v (Bn),

i=1

y este limite existe, aunque puede ser infinito. O

8. Probar que si v es una medida signaday E; D E; D ... son medibles, con |V (E})| < o, entonces

(ﬂE> = limv ().

Resolucion. El conjunto E| puede ser expresado como unidn disjunta de dos conjuntos medibles:

Ei=(EUJ(E\E);
i=1 i=1

en efecto:

Por otra parte, el Ejercicio 6 garantiza que v (E; \ E;) = v (E;) — v (E;) para cada i € N. Aplicando ahora el Ejercicio 7

encontramos que

v (E)) _v<ﬂE>+hmv(E1\E —v<ﬂE>+v(E1)—hmv( ).

i=1 i=1 e

Puesto que |V (E})| < e, se obtiene el resultado. O
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2 La descomposicion de Jordan
9. Demostrar que si v, v, y i son medidas 'y v; L i, vo L u, entonces vi + v, L u.
Resolucion. Existen conjuntos A, B tales que ((A) = vi(A€) = u(B) = v»(B°) = 0. Luego,
U(AUB) = (vi+Ww2) ((AUB)) =0.
En efecto: por un lado, la unién finita de conjuntos de medida nula tiene medida nula; y, por otro,
0<(vi+w)((AUB)°) =Vvi (A“NB)+v2 (A°NB°) < v (A) +vo(B°) =0. O]
10. Sean (X,.7) un espacio medibley E € .. Si V(E) = / fdu, donde /fdu existe, (quién es |V|(E)?
E
Resolucion. Por el Ejemplo 2.5,
viE) = [frap viE)= [ 1du,
E E
y por la Definicién 2.6,
VIE) = v (E)+v (E) = [ rrau [ 1au= [ |f]du. O
11. Probar que si la medida signada v sélo toma valores finitos, entonces
vi= (V) v =gV,
2 2
Resolucion. Es obvio a partir de la descomposicion de Jordan (Teorema 2.3): v = vt — v, y la Definicién 2.6: |v| = vt +
v~. Nétese que si v toma valores finitos, la medida |v| también es finita (Ejemplo 2.8), y no hay riesgo de indeterminacién
al sumarlas o restarlas. O
12. Sea v una medida signada sobre el espacio medible (X,.7). Verificar que

VvI(E)=max{v(U):U €., UCE}, v (E)=-min{v(U):U€.¥,UCE} (E€.¥).

En particular, v y v~ son independientes de la descomposicién de Hahn que se use para definirlas.

Resolucion. Sea A, B una descomposicion de Hahn de X respecto de v. Sean E,U € ./, con U C E. Se tiene que
v(U) =vT(U)—v (U) <vT(U) <V (E):

por tanto,
sup{v(U):U € &, U CE} <V"(E).

Como (demostracion del Teorema 2.3) v (E) = v(ENA), basta particularizar U = E N A para obtener el resultado relativo

a la variacién positiva. La prueba del correspondiente a la variacién negativa es similar:
v(U)=v(U)=v (U) =z -v (U) = —v (E),
obien —v(U) < v~ (E), con v (E) = —v(ENB). De aqui resulta

v (E)=max{—v(U):U e, UCE},

expresion equivalente a la que se buscaba. O
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13.

14.

15.

Demostrar que |V|(E) = sup Y./, |V (E;)|, donde el supremo se toma sobre todas las familias finitas {E;}}_, de conjuntos
medibles disjuntos dos a dos, tales que E = |Ji_; E;. Este resultado justifica la denominacién «variacion total» en la
Definicién 2.6.

Resolucion. Sea A, B una descomposiciéon de Hahn con respecto a v. Entonces
n
VI(E) = V¥ (E) + v~ (E) = V(ENA) — V(ENB) = [V(ENA)| + [V (ENB)| < sup ¥ |V (E) |,
i=1
por cuanto {E NA, E N B} constituye una particién de E. Inversamente, puesto que |v| es una medida,

n

sup§v<Ei>|Ssup§|v|<Ei>|v(UE,»)|v|<E>. o

i=1

Probar que la descomposicion de Jordan es minimal en el sentido siguiente: si vV es una medida signaday v = v — vy,

donde v; y v, son medidas, entonces |V| < V; + V,, con igualdad si, y sélosi, vi = v y v, = v ™.

Resolucion. Supongamos que v = v — v~ es la descomposicién de Jordan de v, y que A, B es la descomposicién de Hahn
asociada. Dado E € ., escribamos E; = ENA, E; = ENB. Entonces v~ (E;) =0, y por lo tanto

o (E1) > Vv~ (E1);

como Vi — vt = v, — v, sigue que
\%! (E]) > vt (E])

Similarmente, v (E;) = 0 implica
vi(E2) 2 V' (Ea),

lo que, junto con la igualdad v; — v = v, — v™, proporciona
Vz(Ez) >v (Ez)

Luego,
VH(E) = vT(E)) + VT (Ey) < vi(E1) 4+ Vvi(E)) = vi(E),

y también
Vi(E> = Vi(El) +V7(E2) < V2(E1) +V2(E2) = VQ(E).

De la arbitrariedad de E € . se concluye que |[v| = vt + v~ < vy + ;.

Para la igualdad necesitamos que V™ (E) + v~ (E) = v|(E) + v»(E) cualquiera que sea E € .. Puesto que V7 < vy
v~™ < v, sedebetener vi = vty v, = v

0<W(E)-v (E)=vT(E)-w(E)<0 (Ee€Y).

La suficiencia de esta condicion es evidente. O

3 El teorema de Radon-Nikodym

Sean , v medidas sobre la misma o-dlgebra tales que 1 < v. Demostrar que si una proposicién P se verifica c.t.p. [v],
entonces P también se verifica c.t.p. [1]. Ademas, si la medida p es completa, también lo es v.
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16.

17.

18.

Resolucion. Obvio: respecto al primer enunciado, basta tener en cuenta que v-medida nula implica p-medida nula;

respecto al segundo, como todo conjunto de v-medida nula tiene y-medida nula, es medible. O

Dar un ejemplo que muestre que en la Definicién 3.2, las condiciones |(t|(E) =0y u(E) = 0 no son equivalentes.
Resolucion. Como |u(E)| < |u|(E), es cierto que |u|(E) = 0 implica p(E) = 0. Veamos que el reciproco puede ser falso.

Sea X =[0,1] y sea u dada por u(E) = / f dx para cualquier conjunto medible Lebesgue E C [0,1], donde f = 1 sobre
E

[0,1/2) y f = —1 sobre [1/2,1], esto es, f = X(o,1/2) — X[1/2,1]- Entonces |p| = m, de modo que |u|(E) = 0 implica

m(E)=0:

— [ st “dx=
u|(E) = / frdx+ /Ef dx = /Em[o,lm dx+/5m[1/2.1) “
=m(EN[0,1/2)) +m(EN[1/2,1))

=m(E) (E€.Y);
pero U(E) =0noimplicam(E) =0siE=(1/2—a,1/2+a),0<a <1/2:
u(E):/Eﬁdx—/Ef*dx:m((l/z—a,l/z))—m([1/2,1/2+a))=a—a=07

m(E) =2a > 0. O

Encontrar dos medidas 1t y v, sobre el mismo espacio medible, para las que no se verifiquen ninguna de las relaciones
puLv, vy, plv.

Resolucion. Témese, por ejemplo, X =R, . = .#,
W(E) = / e dx,  V(E)= / eXdx  (Ec.)
[0,00)NE (—o0,1)NE
No se verifica 4 < v:
v([l,w)):/ e dx=0, [.L([l,oo)):/ e dx:/ e dx > 0.
(7°°71)ﬁ[]7°°) [O,oc)ﬂ[l.w) 1

No se verifica v < u:

0

1 ((—o0,0)) :/ e dx=0,  v((—=,0)) :/ e dx:/ e dx> 0.
[0,0)N(—22,0) (=, 1)N(==2,0) —%0
No se verifica ¢t L v: supongamos existe A € . tal que v(A) = u(A¢) = 0; entonces
0< / e dx < / e dx =0,
(0,1)nA (—o0,1)NA
og/ ef’62 dxg/ ef"2 dx=0
(0,1)nAc [0,00)NAC
implica
1 2 2 2
/ e ¥ dx= / e dx+ e ¥ dx=0,
0 (0,1)NA (0,1)nA¢
una contradiccién. O

Sea xp € (0,1), y para cada conjunto medible Lebesgue E C [0, 1], definase v(E) = & (xo). Probar que v es una medida
que no es absolutamente continua con respecto a la medida de Lebesgue en [0, 1].

OCW-ULL 2024 MEDIDA E INTEGRACION
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19.

20.

21.

22.

Resolucion. Se comprueba directamente que Vv es una medida:

v(0) = xo(x0) =0,

=

V(UEi) = XUz, E(X0) = i%E,»(xo) =) V(E),
i=1 i=

i=1

donde {E;}?, es cualquier sucesién de subconjuntos medibles Lebesgue de [0, 1], disjuntos dos a dos. Puesto que
v({x0}) =1y m({xo}) =0, encontramos que v < m. O

Demostrar que si i y v son medidas sobre la misma o-dlgebra . tales que v < ity v L u, entonces Vv es idénticamente

nula.

Resolucion. Sigue inmediatamente de las Definiciones 2.1 y 3.1. En efecto: si v L u, existe A € .7 tal que u(A) =
V(A¢) = 0; como v < U, se tiene que V(A) = v(A¢) = 0. Consecuentemente, v(X) = 0 y, por monotonia, v = 0. O

Probar que si V(E) = / fdu paracada E € ., donde f es no negativa y medible, y f = oo en un conjunto de p-medida
positiva, entonces Vv no es o-finita.

Resolucion. Supongamos que X se puede escribir como unién de una sucesion {X,}_; de conjuntos de v-medida finita.
Sea F el conjunto donde f es infinita, de modo que p(F) > 0. Entonces F =, (FNX,), con V(FNX,) < (n€N)
y W(F NX,) > 0 para algiin m € N. Como todo conjunto medible E C F tiene v-medida 0 6 o, segin que w(E) =06

W(E) > 0, necesariamente v(F NX,,) = o, lo que proporciona la contradiccién esperada. O

Demostrar que la condicién de que v sea o-finita es necesaria en el teorema de Radon-Nikodym.

Resolucion. Supongamos que V(E) = / fdu (E € .7), donde f es medible no negativa y finita, y que i es o-finita.
JE

Entonces X = U, Xy, con i (X,) < oo (n € N), y también X = {J;,_, ¥, donde ¥, = {x: f(x) <m} (m € N). Asi,

X =Up =1 (XuNYy), y puesto que

V(X,NYy) <mp(X,) <o (n,meN),

resulta que v es o-finita. Por tanto, la tesis del teorema para v obliga a que v sea o-finita. Nétese que el Ejercicio 20

muestra que v puede no ser o-finita aunque v < 1 y U sea o-finita. O

Probar que la condicién de que p sea o-finita es necesaria en el teorema de Radon-Nikodym.

Resolucion. Sea X tal que #X > Ko, y sea . = {E : #E < X 6 #E° < N }. Nétese que las dos condiciones que definen
los conjuntos medibles son mutuamente excluyentes, porque X es incontable. El par (X,.#) es un espacio medible; en

efecto:

(i) Claramente, X € ..
(ii) SiE € .7, entonces #E < Ko 6 #(E°)° < Ky, asi que E€ € .7
P m —
algin m € N. En el primer caso, #( J,,_; E, < Xy. En el segundo, #(U;’f:l E,,) =# ES <#Ef, < Xo. En ambos,
U1 En € 7.

(iif) Si{E,};_, es una sucesién de elementos de . entonces, o bien #E, < X para todo n € N, o bien #E;, < X para

La medida cardinal i = u, no es o-finita en este espacio, porque X no es contable. Definamos sobre . la medida v por

0, #E < Xq
v(E)= (Ee).
1, #E¢< X,

)

MEDIDA E INTEGRACION OCW-ULL 2024
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23.

24.

25.

Se comprueba sin dificultad que v es, en efecto, una medida (denominada medida co-contable). En primer lugar, #0 = 0 <
X implica v(0) = 0. En segundo lugar, sea {E, }_, cualquier sucesién de conjuntos medibles, disjuntos dos a dos. Si

#E, < X para todo n € N, necesariamente #|J,,_; E, < Xy, asi que
VI UE: | =0=) Vv(E,).
n=1 n=1

m —

C
Si existe m € N tal que #ES, < X, entonces #(Uj’;’:lE,,) =#,_ ES < #ES, < X, asi que V(E,) =Vv(U,_ Ex) = 1.
Ademas, cuando n # m la inclusién E, C Ef, implica #E, < X, y V(E,) = 0. Se concluye que

\% (D E,,) =1=v(E,) = i V(E,).
n=1 n=1

La medida v es o-finita, porque es finita. Ademads, dado que el tnico elemento de . con p-medida nula es el conjunto

vacio, resulta que v < U. Supongamos que existe f tal que V(E) = / fdu para cada E € .¥; entonces
E

0= v({x}) = /{x}fdu — flx) (x€X),

esto es, f =0, asi que v=0. Pero v(X) = 1. O

4 Algunas aplicaciones del teorema de Radon-Nikodym

En el caso particular de que p sea o-finita, aplicar el Teorema 3.5 para demostrar el Teorema 4.1.

Resolucion. Como en la prueba del Teorema 4.1, apelando a los Ejemplos 3.3 y 2.8 podemos suponer que [l y V son

medidas (positivas). Entonces, por el Teorema 3.5, se tiene

v(E) = / fdu (Ec.9),

donde f > 0 es medible. Aplicamos el Teorema 2.8 del Tema 2. O

Sean {an},_;, {bn},_, sucesiones de nimeros positivos tales que inf,cna, = 0, inf,en b, > 0, y sean p, v las medidas
definidas sobre &(N) por u({n}) = a,, v({n}) = b, (n € N). Probar que v < U, pero que no se verifica la tesis del

Teorema 4.1.

Resolucion. Hay que encontrar € > 0 tal que para todo 8 > 0 existe E € £ (N) con u(E) < 8 y v(E) > €. Elijase una
subsucesion {ay, }7*, tal que lim;_.a,, = 0. Entonces lim;_,. it ({n;}) = 0, es decir, dado § > 0, existe m € N tal que
i > m implica p({n;}) < 8, pero v ({n;}) > inf,enb, = € > 0 (i € N); asi pues, la tesis del Teorema 4.1 no se verifica,
por ejemplo, para E = {n,, }. Sin embargo, v < u: como {a,}, _, se compone de nimeros positivos, el tinico conjunto de

u-medida nula es el vacio.

La razén por la que no se cumple la tesis del Teorema 4.1 es que Vv no es finita: la condicién inf,cn b, > 0 impide que el

término general de la serie V(N) =Y, b, tienda a cero. O

Sea {f, };~_, una sucesién de Cauchy en L' (11). Demostrar que para todo € > 0, existe § > 0 tal que y(E) < § implica

/E|fn|du<£ (neN).
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Resolucion. Dado € > 0, existe ng € N tal que
: €
[1fi=tuldn < (rm=no)
El Teorema 2.8 del Tema 2 asegura que, para este no, existe 6 > 0 tal que u(E) < § implica
€
/ Ifuldu<=<e (n=1,...,n9).
E 2

Luego, si u(E) < 6 y n > ng, también tenemos
[ilan < [ fldns [ [ fol du
E E E

< §+/‘fn_fno|du

< €. O

26. Probar que si i y v son medidas signadas o-finitas y 4 < v, v < U, se cumple que

dv [(du\ "’

du = <dv> [lel]-
Resolucion. Descomponiendo X en cuatro conjuntos como en el Teorema 4.8 y combinando los resultados, podemos
suponer que i y vV son medidas. Sea f tal que

,u(E):/Efdv (Ee.).

I esta

1

Puesto que v < U, resulta que {x: f(x) = 0} tiene medida nula con respecto a L y v, asi que 1/f = (du/dv)~
definida c.t.p.. El Teorema 4.7 asegura que f(dv/du) =du/du =1 [u], y, consecuentemente, dv/du = (du/dv)~
[u]. O

27. Sean .# y m, respectivamente, la o-dlgebra y la medida de Lebesgue en R. Definimos
V(E) = / fdx (Ec.),
E

donde f(x) = (1 +x?)~". Verificar que

MR
— =1+x .
dv

Resolucion. Este resultado puede ser deducido inmediatamente del Ejercicio 26, una vez se pruebe que m, vV son o-finitas,
conm < Vy VvV < m. Pero, en efecto, la medida m es o-finita porque R = |J,_, (—n,n), donde cada intervalo tiene medida
finita 2n (n € N). Por otra parte, la medida v es positiva y finita (luego, o-finita). Es claro que v < m. También se tiene
que m <K vV yaque,alser f >0,si E € .# y Vv(E) =0, necesariamente m(E) = 0.

No obstante lo anterior, daremos una segunda resolucién. En las condiciones anteriores, el teorema de Radon-Nikodym
proporciona una funcién medible, no negativa y finita g = dm/dv, tal que

m(E):/Egdu (Ee.).
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n
Supongamos que ¥ = Z aixa;, cona; >0yA; € # (i=1,...,n). Entonces,

i=1

/l//dx
JE

[ (B o o [ ae= Samern

Zai/ ng:Zai/XAing:/‘I/ng (E€.A). M
- JEM; -1 YJE E

El teorema de aproximacién de Lebesgue permite escribir la funcién medible no negativa f como limite puntual de una

sucesién no decreciente de funciones simples medibles {y; }*

~_,- Entonces fg es el limite puntual de la sucesién no

decreciente de funciones medibles no negativas {y, g} ;. Aplicamos a ambas sucesiones el teorema de la convergencia

mondétona y (1), para obtener:

E):/Efdx_hm/y/n x—llm/l,tlngdv—/fgdv (Ee ).

Tenemos ahora

:/Efgdv:/Edv (Ec ).

La afirmacién de unicidad del teorema de Radon-Nikodym obliga a que fg = 1 [v], asi que g(x) = 1 +x% [v] (o,
equivalentemente, [m]). O

28. Dadas las funciones

sean v, U las medidas definidas sobre .# por

:/Efdx, u(E):/Egdx (Ee.).

Encontrar la descomposicién de Lebesgue de v con respecto a .
Resolucion. Antes que nada, observemos que todas las medidas que se consideran a continuacién son o-finitas.

La descomposicion que se pide va a ser v = vy + Vi, donde
VO(E) = V(EN(=,0]), vi(E) =V(EN(0,))  (E €.4).

En efecto, siguiendo la demostracion del teorema de descomposicion de Lebesgue (Teorema 4.10), tratamos de hallar
du/dA, donde A = v+ u. Puesto que v y p son absolutamente continuas respecto de la medida de Lebesgue m, el

Teorema 4.4 implica

xz, x> 1
dA dv du
={,2 — .
= am Im =f+g=¢x2+V1I—x, 0<x<1 [m]
V1—x, x<0

Ademds, m < A, porque

ME) = [ (+8) dx=0,

con f+g > 0, obliga a que m(E) =0. Como u < m < Ay, obviamente, A < m, podemos aplicar el Teorema 4.7 y el
dp _dpdm _dp (dA o dr - 2]
dA ~dmdi ~ dm \dm) ~%\dm '
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29.

30.

En la notacion de la prueba del Teorema 4.10, es claro ahora que

A={x:g(x) >0} =(0,00),  B={x:g(x) =0} = (—e,0].
Finalmente, de acuerdo con dicha prueba, definimos vo(E) =v(ENB), vi(E) =v(ENA) (E € %), de modo que v = v+ v

es la descomposicion buscada. O

Demostrar que el conjunto D que comparece en el Ejemplo 4.11 es contable.

Resolucion. Puesto que vy es o-finita, D = [J72 | D;, con Vo (D;) < o (i € N). Ahora bien, fijado i € N,
D, = U {x €D;:vo({x}) > nil},
n=1

y cada conjunto de esta union es finito; pues si, para algin m € N, {x € D; : vo({x}) > m~'} contuviese una sucesioén

infinita S = {x;}7

%1, resultaria la contradiccion

vo(Di) > vo(S) = 21 Wl > Y+ =

j=1m

Se concluye que D es contable. O

Probar el teorema de descomposicion de Lebesgue (Teorema 4.10) directamente, sin recurrir al teorema de
Radon-Nikodym (Teorema 3.5), usando, como en el teorema de descomposiciéon de Hahn (Teorema 1.11), una sucesion

de conjuntos que maximice v para obtener el conjunto B que interviene en la demostracion.

Resolucion. Un argumento estdndar permite reducir la demostracion al caso en que V es finita: suponiendo probado este
caso, si v es o-finita, escribimos X = |J;,_; X, como unién de conjuntos medibles, de v-medida finita, disjuntos dos a dos,
y, para cada n € N, definimos A,(E) = v(ENX,) (E € .%). Como 4, es finita, podemos descomponer A, = A, + A, con
Ay, Ly A) < . Definiendo

vo(E) = ¥ A4(E) i W(E)  (Ee.?)

encontramos que Vo L i, vi < U,y V= Vvo+Vvj.
Abordemos, pues, el caso finito. Sean
VYV ={EecY:uE)=0}, a=supV(E)<VvX)<oo,
Ecy
y{E.},_, C ¥ tal que lim, .V (E,) = a. Si B =J,_, E,, entonces B € ¥y v(B) = «, por cuanto
o>v(B) > vVv(E,) — a cuandon — co.
Dado E € ¥ se tiene que EUB € ¥, asi que oo = v(B) < V(EUB) < « implica
=Vv(EUB)=Vv(E\B)+Vv(B)=Vv(E\B)+a
obligando, puesto que « es finito, a que V(E \ B) = 0. Escribimos

vo(E) =v(ENB), vi(E)=Vv(E\B) (Ec.%).
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Entonces, v = Vo + v;; ademds, Vo L U, por cuanto U(B) = vo(B¢) = 0; finalmente, v; < u: si u(E) = 0 se tiene que
E € ¥y, por lo que acabamos de probar, v;(E) = v(E\B) =0.

La unicidad sigue como en la demostracion del Teorema 4.10, o también aplicando el Ejercicio 19. Exploremos esta
Gltima posibilidad. Sean v = v + V| = V| + V| sendas descomposiciones de Lebesgue de v como suma de dos medidas
positivas tales que vo L i, vj L Ly vi < i, vi < p. Puesto que v se supone finita, todas estas medidas lo son, como lo es,
asimismo, la medida signada A = vy — v(’) = v{ —V;. Ademds, trivialmente, A = v{ — V1 es absolutamente continua respecto
de la medida positiva i, de modo que, por el Ejemplo 3.3, A" < ny A~ < u. Dado que vy L iy v L i, existen conjuntos
medibles A, B tales que Vo(A) = V{(B) = u(A°) = u(B°) = 0. De una parte, it (ANB)“) = u (A°UB°) =0; de otra, si P, N
es una descomposicién de Hahn de X respecto de A4, entonces, por monotonia, A *(ANB) = vo(ANBNP) —Vy(ANBNP) =
0, y similarmente A~ (ANB) = —(vo — V{)(ANBNN) = 0; en definitiva, A" L u y A~ L u. Encontramos asi que
At <y At Ly, ytambién que A- < uy A~ L u. El Ejercicio 19 implica ahora que AT = A~ = 0, probando que
A =A% —2A" =0, como se pretendia. O
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