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1 Medibilidad en espacios producto

1. Larepresentacion de un rectangulo en la forma A x B no tiene por qué ser Unica. Determinar cuando lo es.

Resolucion. Que la representacién no es Unica se puede ver con el siguiente contragjemplo: 0 =X x0 =0 xY =0 x 0.
Sin embargo, cuando el rectdngulo A X B es no vacio, la representacion es tnica.

Ciertamente: si P x Q = R x S es no vacio, entonces P, Q, R, S son no vacios. Dadosx € Pe y € Q, se tiene
(x,y) EPXQ=RXS;,

luego,x e Rey e S,asique PC Ry Q CS. Por simetria, RC Py S C Q. Se concluye que P=Ry Q =S, con lo que la

representacion es nica. O

2. Sea A un subconjunto no medible de X. ;Es A x 0 un rectangulo medible?

Resolucion. Si, por cuanto A X @ = @ = @ x @ satisface la Definicién 1.2. O

3. Demostrar que un rectangulo A X B es no medible si, y sélo si, o bien A es no medible y B # 0, o bien B es no medible y
A#0.

Resolucion. SIA=06B=0,entonces AXB=0¢€ .9 x.7.SiA#0yB#0,entonces A X B €. x T si,y solo si,

tanto A como B son medibles (Teorema 1.13).

Mis precisamente, el enunciado pide probar que equivalen:
a) AXBe S x Ty
b) Ac 6B=0,yA=006B¢c 7;loque,asu vez, equivale a:
c) Ac YyBe J,6A=0,6B=0.

Por tanto, debemos demostrar que a) equivale a c).

a) = c¢) Supongamos que A X B € .¥ X 7. Si A 6 B son vacios, no hay nada que probar. Si A y B no son vacios, elegimos

x € A ey € B para obtener, por el Teorema 1.13, que

(AxB),=B€ 7, (AxBY=Ac.7.

¢) = a) Esto es evidente, porque los rectdngulos medibles son (. x .7)-medibles. O

4. Probar que si V C X x Y, entonces (xv), = xv. y (xv)’ = xv.

Resolucion. Se tiene que (xv),(y) = xv(x,y) =1 si, y sélo si (x,y) € V, lo que ocurre si y sélo si, y € V4, o,

equivalentemente, Xy, (v) = 1. La demostracion para (xy )’ es similar. O

5. Demostrar que si f es .’-medible y g es .7-medible, entonces fg definida por (fg)(x,y) = f(x)g(y) ((x,y) € X xY) es
(7 x 7 )-medible.

Resolucion. Parax € X e y €Y, la funcién f*(x,y) = f(x) es (. X .7)-medible, como lo es g*(x,y) = g(y). Luego,
fg=f"g" es (& x T )-medible.

Para ver que f*(x,y) = f(x) es (- x .7)-medible, dado & € R escribimos:
{(y) f (xy) >at ={(xy) : f(x) >a} ={x: f(x) >a} xY e ZC.S X T.

Que g*(x,y) = g(y) es (. x 7 )-medible se prueba de modo similar. O
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2 Medidas producto y el teorema de Fubini

6. Sean U, v medidas completas. Probar que  x v puede no ser completa.

Resolucion. Pongamos X =Y =R, ¥ =7 = .#, 4 = v =m. Sean A un subconjunto no medible de X, y B # @ un
subconjunto medible de Y, de v-medida nula. Entonces A x B C R x B, con (1 X v)(R x B) = u(R)v(B) = 0. Pero, por
el Ejercicio 3,AXB ¢ . x 7. O

7. Sea f una funcién medible definida en R, con 0 < f < co. Sean también O = {(x,y) : 0 <y < f(x)} el conjunto de
ordenadas de f,y G = {(x,y) : y= f(x)} el grafo de f. Finalmente, sean .# y m la 6-dlgebra y la medida de Lebesgue en

R. Demostrar los siguientes asertos:
a) Oy es (M x ./ )-medible.

(mxm) (Oy) /fdx
G es (A x .# )-medible.
(mxm)(G)=0.

b

Cc

)
)
)
d)

Resolucion.

a) Sea {@,},_ una sucesion creciente de funciones simples medibles, con limite f. Entonces Oy, es medible para cada

neN,y Oy = ;- Og,. Enefecto, si ¢ = ):l-:l i Xa; es simple medible (en su forma candnica), se tiene
N N
Op=J{(x,y):x€A, 0<y<a}=JAix[0,a) (i=1,...,N) (1)

n=1 n=1
y cada conjunto de esta unién es un rectingulo medible, por lo que Oy también es medible. Ademds,
Of = U Og,
n=1

ya que, si (x,y) € U,—; Og,, existe n € N tal que (x,y) € Og,, esto es, 0 <y < @,(x) < f(x), asf que (x,y) € Oy;
y reciprocamente, si (x,y) € Oy entonces, para n € N suficientemente grande, y < @,(x) < f(x), asi que (x,y) €
U;:,ZI 0%'

b) Sip= Z?’:l a;xa; es simple medible, se verifica (1), con unién disjunta, de modo que

/q)dx

Por otra parte, si {(,},_; es una sucesién creciente de funciones simples medibles con limite f entonces {Og, }7_

(mxm)(0p) =

I Mz

también es creciente con limite | J;_; Oy, = Oy, y podemos escribir:

(mxm) (Oy) —nll_r)lgo(mxm) (0¢,) :r}l_rg/(pndx:/fdx.

¢) Pongamos G, = {(x,y) : y = f(x) <n} (n € N). Como G = J,_; G, basta probar que cada G, (n € N) es medible.
Fijado n € N, sea X, = {x: (x,y) € G,.}, de modo que X,, = {x: f(x) < n} es medible. Existen sucesiones {¢},_, y
{Wi}r_, de funciones simples en X,,, tales que @ < f, W, > f (k€ N) y @ / f, Wi \, f cuando k — co; para obtener
{Wi}r_, elegimos una sucesion { ¢ };°_, de funciones simples medibles creciente an— fy tomamos Y =n— ¢ (k €
N). Como los conjuntos Og, y Oy, = {(x,y) : 0 <y < i (x)} son medibles para cada k € N, G, = i, (0}, \ Oy,)
también lo es.
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d) En vista de ¢), podemos aplicar a G el Teorema 2.1. Al igual que en dicho teorema, sea @(x) = m(Gy) (x € R).
Entonces ¢(x) = 0 para cada x, de manera que, por la definicién de medida producto (Definicién 2.3),

(mxm)(G):/(pdx:O.

Se tiene que @(x) = 0 para cada x porque, fijado x, g, (y) = 1 si, y s6lo si, y = f(x), lo que implica
m(Gy) = [ 26,00 dy = [ 2500y dy =m({£()}) = 0. O
8. Sea f una funci6n continua en R = [a,b] X [c,d], y sean ¥ = T = ./ . Probar que

/Rf(x,y) dxdy:./ab dx[df()gy) dy:/cd dy'/abf(x,y) dx.

Resolucion. Es consecuencia inmediata del Teorema 2.8 (Fubini), ya que, al ser acotada sobre un conjunto de medida

finita, f es integrable en él. M4s precisamente,
[ 1fey)] dxdy < M(mxm)(R) =M (b—a)(d— c) < e,
R
donde M es una cota de la funcién continua f sobre el compacto R. O

9. Demostrar que si f € L'(u) y g € L'(v), entonces fg € L' (1 x v).
Resolucion. Por el Ejercicio 5, fg es (- x .7 )-medible. Ahora, en virtud del Teorema 2.7 (Tonelli-Hobson),

/Xxy|fg|d(ﬂ><v):/XIfIdu/y|g\dv<oo, .

10. Dada f € L'(0,a), se define
g(x):/ @dl (0<x<a).

/Oagdx:/oafdt. @)
./O.a dx ./xa@dt

/Oadx/xavg—t)ldt<oo.

Invirtiendo el orden de integracidn, esta integral se transforma en

[ [P e [0y e <o

Sigue del Corolario 2.9 que g € L' (0,a) y que las integrales iteradas coinciden. Integramos cambiando el orden igual que

Probar que g € L'(0,a), con

Resolucion. Se quiere probar que

< oo,

para lo cual bastaria ver que

antes (sin el valor absoluto) para obtener (2), como se pretendia. O

11. Integrando e~ sen2xy respecto de x e y, demostrar que

oo ,—y 2 1
/ ¢ MY gy — ~s.
0 y 4
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Resolucion. Paray # 0,

1 1 eV 0
/ e Vsen2xy dx = e_y/ sen2xy dx = — cos2xy ’
0 0 2y 1

e e
= (1-cos2y) = —
% (1 —cos2y) %

e sen’y

(1 —cos’y+sen?y) = s

Por otra parte,

1 o 1 o
/ dx/ |e_y sen2xy| dy §/ dx/ e Vdy=1<oo.
0 0 0 0

El Corolario 2.9 asegura entonces que

o =y 2 o 1 1 e
[y = [ ay [ evsenzydn= [ dx [ e sen2eyay
0 y 0 0 0 0

Calculamos la integral ciclica del segundo miembro integrando por partes dos veces, para obtener

< 2x
/0 e )Sen2xydy: m
En efecto:
Sl 2 o " c0S 2. '
/ e sen2xy dy = _ GOSNy .y ‘ _ / COSZXY - dy
Jo o Jo 2x
1 1 fsen2xy _ | /‘°° sen2xy _,
=——— — d
2x  2x [ ¢ )0 * 0o 2x ¢
Lol [ esen2wvd
=——— e 'sen2x
2x  4x2 Jo yay

de donde se despeja facilmente la integral buscada. Finalmente,

* ¢ Vsen?y I 2x 1/t 8x
¢ MY gy = di=~ [ —* 4
/0 y Y /04x2+1 * 4/0 a2

1 Lo
- Zln(4x2—|—1)’0: ZIns.

12. Integrando e sen 2y respecto de x e y, probar que

0 ,—y 2
/ ¢ sensy dy = arctg?2.
0 Yy

Resolucion. Fijado N > 0, se tiene que

I
/ le ™ sen2y| dx = |ser)1)2y| (1—e?) eL'(0,N).
0

Por tanto (Corolario 2.9),

N 1 1 N
/ dy / e Vsen2ydx = / dx / e ¥sen2ydy.
o Jo 0 0

Ahora,
N —Xy 2v |N N
/ e YVsen2ydy=— ¢ oy ‘ 2z e Ycos2ydy
0 2 o 2Jo
e cos2y N xesenly ‘N N
— — - — sen2yd
2 ‘0 4 0 4 /o ¢ yay

3)
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implica

1+ ﬁ /‘N e Vsen2ydy = 1—e*Ncos2N B xe N senzN’
4 0 2 4

de donde, finalmente,

2 ’
N sen2N — —— e N cos2N.

N 2
“Ysen2ydy = ——— — >
/0 I R I x2+4

Por convergencia dominada, la integral del segundo miembro de (3) es entonces igual a
1 N 1
/ dx/ e Ysen2ydy = arctg 3 +o(l) cuando N — oo,
0 0
Integrando el primer miembro de (3) y combinando el resultado con el que acabamos de obtener encontramos que

N 2 ~Ysen2 1
J (y y) dy=aretg S +o(1) cuando N — e
0 y y 2

Pero
N sen2y T
dy = —

lim
N—oo J( y

N

por una integral de contorno estdndar, y se concluye que

e Vsen2 T 1
/ ¢ sensy dy = — —arctg - = arctg?2.
0 y 2 2

Al objeto de calcular la integral de contorno, consideramos la funcién

iz

e
fR)=— (zeC\{0}),
y, para N > 0 grande y € > 0 pequefio, definimos
C= [_Nv_g}_%?—’_[e?N]"_'yN»

donde
yr:{re”:OgtS?r}

denota la semicircunferencia superior de centro en el origen y radio r > 0, positivamente orientada. Como f es analitica

dentro y sobre C, el teorema de Cauchy garantiza que su integral a lo largo de C es nula:

—e N
O:%f(z)dz: f(x)dx— f(z)dz+/ fx)dx+ | f(z)dz.
c N Ye e W

Ademas,
Res(f;0) = limzf(z) =’ =1
z—0
implica
lim [ f(z) dz = miRes(f;0) = 7i.
£-0Jy,
Asf pues,

N . N ix € N
[t g [ edleim< flx)dx+ [ f<X>dX)
N €

_N X N X £—0

= lim ygf(z) dz—/mf(z) dZ:m_/ny(Z) dz.

£—0
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13.

Por otra parte, la simetria senz = sen(m —¢) y el lema de Jordan (senz > 2¢ /7 para 0 < ¢ < m/2) permiten escribir:

T /2
‘/ flz)dz g/ eiNse‘”dIZZ/ e Nsent g
W 0 0
w/2 p
SZ/ e NUT gy — *(1—e’N) 0.
0 N N—soo0
Luego,
/m COSXFISENY |y [ COSXESONX ) o
- X N—eo /N X
Sigue que

° senx
2/ dx=m,
0 X

y concluimos:

Finalmente, verifiquemos que

1
— —arctg 3= arctg2. “)

Aplicando la férmula para la diferencia de arcotangentes,

X
arctgx — arctgy = arctg I
Xy

)

cony=1/2, resulta:

x—1/2 ) 2x—1
=arc .

1+x/2 L)

1
arctgx — arctg 3 = arctg

Cuando x — oo, el primer sumando del primer miembro de esta igualdad tiende a 7/2 y el segundo miembro tiende a

arctg?2, lo que proporciona (4). [

Dados f € L! (0,00), ot > 0, pongamos

Demostrar que
'y
o [ galx) dr=gan () (y>0).

Resolucion. Fijemos y > 0. Para obtener
Y Y X
/ ga(x) dx— / dx/ (=) (1) di,
0 0 0

consideramos la integral iterada del médulo, en el orden opuesto:

(x—1)% p
o

dt

t

[irold [ w=n=tac= ["ir0)
:/Oy|f(1)\%dté%/o |f(2)] dt < oo.

Luego (Corolario 2.9), es licito calcular la integral que se pide cambiando el orden de integracidn, con lo que resulta:

/Oyga(x) dx:/oyf(t) dt/ty(x—t)“_ldx

— é/oy(y_;)“f(t) dt = éga+1(y)~ -
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14.

15.

16.

Seana >0, f € L'(0,a), f >0,y
F(x) :/0 FO)di (x> 0).

Probar la igualdad

X

‘ 1 = a@ X a n1
/Of(x)ln;dxf/o dx-+F(a)In-.

Resolucion. Se cumple que

/Oa@dx:/oaédx/oxf(t)dtzfoaf(t)dt/taidx

- /a(lna—lnt)f(t) dr = /”f(x) It dx— F(a)n2,
0 0 X

a

donde el cambio en el orden de integracién estd justificado porque los integrandos son no negativos (Corolario 2.9). O

Sea

o m, (x,y) € [=1,1] x [=1,1]\ {(0,0)}
x,y)=4¢ &

0, (x,y) = (0,0).
Demostrar que las integrales iteradas de f sobre el cuadrado [—1, 1] x [—1, 1] son iguales, aunque f no es integrable.

Resolucion. Paray # 0 es

1 -1 xy -1 x
flx,y dx:/ 7dx:y/ ———dx =0,
/*1 ) -1 (x24)2)? J-1 (62 4y2)?

ya que el integrando es impar en x y el intervalo de integracion, simétrico respecto al origen; y es claro que esta integral

también se anula para y = 0. Andlogamente,

[ sendy=0 (eel-1),

Si f fuera integrable en [—1, 1] x [—1, 1] entonces lo seria en [0, 1] x [0, 1], y el Teorema 2.8 (Fubini) obligaria a que

1 1
/ dy/ J(x,y) dx < eo.
0 0
Sin embargo,
1 1
y 1 ‘ y 1 1 1/1 y
d = = = — = — = —_— = — - —
/()f(xv)’) X 2 x2+y2lo 2<y2+1 32 2\y ¥+1)’
con s o1 ! 1
' Y 2
Ll dy— -1 '_71 1‘ —co— — In2 = oo, 0
2_/0(y y2+1>y 5 Iny| =707+ 71
Probar que si
22
f(xay)ziz ((x7y)7é(070))7
(x%+)?)

entonces

/o1 d"/olf(x,y) dy = g #—g :/01 dy/olf(x,y) dx.

(Contradice este resultado el Teorema 2.8 (Fubini)?

Resolucion. Se advierte por inspeccion (derivada de un cociente) que

. 2 2 2 2 2
x°— x+y7) =2
/7y2dy:/( L I ) (5)
T (2 +y?) (x%+)?) “ry
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17.

Por lo tanto

asf que la primera integral iterada vale

I
/dx/ En —/ x—arctgx‘0:4.

Intercambiando las variables x e y encontramos el valor de la segunda:

/ / y—x dx—/ dx/ x—y dy—”
Y2 +x2)? (2 4y2)? 4

No se contradice el Teorema 2.8 porque f no es integrable en [0, 1] x [0, 1]. Para verlo, basta probar que f no es integrable
en [0,1] x [0, 1], lo cual se justifica mediante el Teorema 2.5 (Tonelli-Hobson):

X —
[l e[ gl | e :
(2 4y2)? x% 4 y?

Se define f sobre [0, 1] x [0, 1] por

2%, 27 <x<2mh 2 <y <o
f(x7y) — _22n—&-17 2—n—1 <x< 2—n’ 271 < y< 2—n+1 (l’l c N)
0, en otro caso
Demostrar que
1 1 1 1
|y [ e ax=0z1= [ax [ sy ay ©®

(Es f integrable en su dominio?

Resolucion. Trazando un diagrama para los primeros valores de 7 se pone de manifiesto que

/olf(w) dx=0 (0<y<l), )
mientras que
| 0, O0<x< =
/fww@= 1 ©
0 2, —<x<l1
2
X y f(xvy)
n=1 [1/2,1) [1/2, 1) 4 a ’
(1/4,1/2) —8 1
n=2 [1/4,1/2) [1/4,1/2) 16 —32| 16
(1/8,1/4) —32 3
n=3 [1/8,1/4) [1/8,1/4) 64 s %Kb'[ i
[1/16, 1/8) —128 I

ol =
ol =

0 1
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Comprobémoslo analiticamente. Dado 0 < y < 1, existe n € N tal que 27" < y < 27"*! en cuyo caso
1
/ f(x,y) dx = 22n (2—n+1 _ Z—n) _ 22n+1 (2—}1 _ Z_n_l)
0
— 22}’[ . 27}’[ _ 22}1 (27n+1 _ 27}1)
=2"-2"=0
y vale (7).

Similarmente, fijemos 0 < x < 1.

= Sil1/2<x<1(n=1),entonces
1 1
| fleyydy=a5=2.
0

m Si0<x<1/2existencN,n>2 talque2™” <x < 2"y obien 27" <y < 27"*! (en cuyo caso, f(x,y) = 22"),
o bien y varfa entre 2~ ("~ 1) y 2= (=141 "eg decir, 271 <y < 272 (en cuyo caso, f(x,y) = —22(— 1+l = _p2n-1y,

asi pues,
1
/ f(x?y) dy = 22” (27}1%’1 — 27}1) — 227!71 (27!’14’2 _ 27n+1)
0
= 22n (2*n+l _an) _ 22n (27n+l _an) -0 (27’1 <x< 27n+17 . 2)7
y vale (8).

Luego, se cumple (6):

/Oldy/olﬂx,y) dx=0,

/Oldx/olf(x,y)dyzo(;—o)+2(1_;> 1

Puesto que las integrales iteradas son distintas, el Teorema 2.8 (Fubini) impide que f sea integrable en [0,1] x [0,1]. O

18. Sean X =Y =N, p = v la medida cardinal sobre &?(N). Definimos

2-27% xX=y
flry)=<¢-2+27% x=y+1

0, en otro caso.

Probar que las integrales iteradas de f son distintas. ;/Es f integrable en su dominio?

Resolucion. Fijado y, se tiene
[ Fndu) =277,
de modo que
[ave) [ sane = -3
pero

[an [ rtyave) =3,
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Para mayor claridad, escribimos los valores f(i, j) en forma matricial:
p 0 0 0 0
—24272  2-272 0 0 0
0 —24273  2-273 0 0
_ —4 _ 4
(f(i7j))N><N: 0 0 242 2-2 0
0 0 0 —2427° 2-27°
0 0 0 0 —24276
En esta matriz:
mlafilai=1suma2—2""!;
= lafilai > 2 suma 0;
= la columna j suma —2~/ 4-27/=1 = —2=J/-1,
Por tanto,
[ e =X 60 =55 GEN)
1=
implica
a l 1
mientras que
oo oo o 1 3
[ane) [r@nave) =X Y ) =2-3=3
i=1j=1
Como antes, el Teorema 2.8 (Fubini) impide que f sea integrable en N x N. O
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