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1. [1 punto] En Ia misma hoja de enunciados, marcar la opcién mas apropiada. No es necesario justificar la respuesta.

a) Supongamos que la sucesion { f, }_; es de Cauchy en L7 (1) (1 < p < o). ;Cudl de los siguientes enunciados es cierto?

i. {fu};_, admite una subsucesion convergente c.t.p..

ii. Existe f € LP(u) tal que lim,—o0 || f — f1|, = 0.

iii.

iv.

Si LP(u) C L9(u) para algdn ¢, con 1 < g < o, entonces existe
f € L9(u) tal que limy, o0 || fis — fllg = O.

Todos los anteriores.

b) Sea (X,.”, 1) un espacio de medida. ;Qué condicién es necesaria y suficiente para que L” (1) C L9(u) cualesquiera sean p, g € [1,e0] con p < ¢?

i. X tiene medida finita.

iii.

ii. El infimo de las medidas de los conjuntos de medida positiva es

positivo.

iv.

El supremo de las medidas de los conjuntos de medida finita es
finito.

Ninguna de las anteriores.

¢) Sea (X,.”,u) un espacio de medida. ;Qué condicién es necesaria y suficiente para que LP (i) D L?(u) cualesquiera sean p,q € [1,0) con p < g?

i. X tiene medida finita.

iii.

ii. El infimo de las medidas de los conjuntos de medida positiva es

positivo.

iv.

El supremo de las medidas de los conjuntos de medida finita es
finito.

Ninguna de las anteriores.

d) Sea (X,.”, ) un espacio de medida. ;Qué condicién es necesaria y suficiente para que L” (1) D L*(u) cualquiera que sea p € [1,00)?

i. X tiene medida finita.

iii.

ii. El infimo de las medidas de los conjuntos de medida positiva es

positivo.

iv.

El supremo de las medidas de los conjuntos de medida finita es
finito.

Ninguna de las anteriores.

e) Se supone que  es una medida y v es una medida signada sobre una o-dlgebra .#. ;Cudl de los siguientes asertos es falso?

i. SiV(A)=r-oparaalgin A € ., no existe B € . tal que v(B) = iii. Si g es una medida, existe /fd/.t, y V(E) = / fdu, entonces
E

—o0,

ii. Las condiciones «V(E) = 0 implica u(E) = 0» y «|v|(E) =0 iv.

implica i (E) = 0» son equivalentes.

f) (Cuadl de los siguientes enunciados es falso?

i. La descomposicion de Jordan de una medida signada es unica. iii.

ii. Si P, N; son dos particiones de X en un conjunto Vv-positivo P; iv.

y otro v-negativo N; (i = 1,2), entonces el conjunto Py AP, =

N; AN, es v-nulo.

V<.
Para todo E € . se tiene que v (E) =max{v(U):U € ¥, U C
E}yv (E)=-min{v(U):U e, U CE}.

La descomposicion de Hahn de una medida signada es tnica.

Si i, v son medidas signadas sobre (X,.#), con V finita, entonces
vV < W si, y s6lo si, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que E € ./ y
|1|(E) < 6 implica |v|(E) < €.

g) Sobre la c-dlgebra . de los conjuntos medibles Lebesgue en [—1,1], se considera la medida signada v(E) = / xdx (E € ). El conjunto
JE

[~1/2,1/2]:

i. Es v-nulo.

ii. Es v-positivo. iv.
h) (Cudl de las siguientes afirmaciones es falsa?
i. La o-dlgebra producto de dos o-dlgebras .y T es & x T = iii.
{AxB:Ae ¥, Be T}.
iv.

iii.

ii. La o-dlgebra generada por un dlgebra </ es la menor clase

mondtona que contiene a 7.

) En general, la o-dlgebra producto no coincide con:

i. La menor clase mondtona que contiene a los conjuntos iii.

elementales.

ii. La clase de todos los rectingulos medibles.

iv.

X=Yy
x=y+1

J) Sean X =Y =N, u = v la medida cardinal sobre &(N). Definimos
17
fley)=q-1,
07

(Cudl de los siguientes resultados es correcto?

en otro caso.

Es v-negativo.

Tiene v-medida nula.

Si (X,.”), (Y, 7) son espacios medibles y E € . X .7, entonces
E.€c T yE' e Y paracadaxcX ycadaye?Y.

La medida producto es la tnica medida definida sobre una o-
dlgebra producto que asigna a un rectangulo medible el producto
de las medidas de los conjuntos factores.

La menor o-dlgebra que contiene a todos los rectdngulos

medibles.

La menor o-dlgebra que contiene a los conjuntos elementales.

((x,y) eX xY).
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i [aue) [reyav) =o. [ave) [ £y dut) =o. i, ) [ ren)ave) =1, [ave) [y dut =o.
i [dut) [ fe)avis) =o. [ave) [ feydue =1. v [au) [fenavi) =1 [ave) [ sty dae =1.
Resolucion.
a) iv. c) iii. e) ii. g) iv. i) ii.
b) ii. d) i. f) iii. h) i. j) ii. O

2. [3 puntos] Sea . la o-dlgebra de los subconjuntos de X = (0, 1) que son contables o tienen complementario contable.
La medida co-contable p sobre .# es la que asigna medida O a los conjuntos contables y medida 1 a los conjuntos cuyo
complementario es contable. Sea también A la medida cardinal restringida a ..

a) Verificar que (X,.7, 1) es un espacio de medida, y justificar que A estd bien definida sobre ..

b) Demostrar que [ < A y que, sin embargo, no existe ninguna funcién medible, no negativa y finita f satisfaciendo
MB:/fM (Ee.?).
E

¢) Probar que no es posible descomponer A como suma de dos medidas Ay, A; tales que Ay L 1y A; < .
d) Enunciar el teorema de Radon-Nikodym y el teorema de descomposicién de Lebesgue. ;Por qué los apartados b) y

¢), respectivamente, no los no contradicen?

Resolucion.

a) Noétese que #X > Xg. Sea ./ = {E C X 1 #E < X 6 #E < Xy}. Las dos condiciones que definen los conjuntos
medibles son mutuamente excluyentes, porque X es incontable. El par (X,.) es un espacio medible; en efecto:
(i) Claramente, X € ..
(ii) SiE € .7, entonces #E < Ny 6 #(E°)¢ < N, asi que E€ € .7
(iit) Sea {E,};_, una sucesién de elementos de .. Entonces, o bien #E, < X para togio n € N, o bien #E5, < Xy
para algiin m € N. En el primer caso, #{J;_; E, < X. En el segundo, #(Ujf:l En) =#— ES <#ES < X,.
En ambos, |,_ E, € .~7.

Definamos ahora sobre .% la medida y por
0, #E < Xy

u(E) = (Ee).
1, #EC< X,

Comprobemos que U es, en efecto, una medida. En primer lugar, #) = 0 < X, implica ¢t(0) = 0. En segundo
lugar, sea {E,};_, cualquier sucesién de conjuntos medibles, disjuntos dos a dos. Si #E, < X para todo n € N,
necesariamente #| J,,_; E, < Xy, asi que

n=1

Si existe m € N tal que #E, < X, entonces #(U;°:1 E,,) =#ho) ES <H#ES, < Ro,asique U(Ey,) =1 (U En) =
1. Ademas, cuando n # m la inclusién E,, C ES, implica #E,, < Yo, y u(E,) = 0. Se concluye que

H (O En) =1=u(E,) = i.u(En)

n=1 n=1
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La medida cardinal A = . estd bien definida sobre las partes de cualquier conjunto; en particular, sobre .%.
SiA C (0,1) satisface A(A) = 0, necesariamente A = 0, asi que (A) = 0; luego, u <K A.
Supongamos que exista una tal . Como f no es idénticamente nula, f tampoco puede serlo, y para algdn x € (0,1)

debemos tener f(x) # 0. Resulta entonces la contradiccién
o:uuﬂraégwazﬂnzuﬂy:ﬂM#o

Supongamos ahora que L = A9+ A4, con A9 L u y A; < p. Entonces, existe un conjunto medible A tal que Ap(A) =
1(A) = 0. No puede ser A = 0, porque en tal caso (L(A°) = 1. Six € A, por monotonia, Ag({x}) =0; y como A; < u

y L({x}) =0, también A;({x}) = 0. Se llega asi a una manifiesta contradiccién:
I=2A({x}) = 2({x}) + M ({x}) =0.

Teorema 3.5 del Tema 4 (Radon-Nikodym). Supongamos que (X, I) es un espacio de medida 6-finita’y v es una
medida G-finita sobre ., verificando que v < . Existe una funcion medible no negativa y finita f sobre X tal que

v(E):/Efdu (Ee.?).

Ademds, f es unica en el sentido de que si
vE) = [gdu (E€)
E

entonces f = g c.t.p. [U]. Cualquiera de estas f se llama derivada de Radon-Nikodym de v respecto de |1, denotada
dv/du.

Teorema 4.10 del Tema 4 (descomposicién de Lebesgue). Sean (X,.7, 1) un espacio de medida 6-finita, y v una
medida o-finita sobre .. Entonces v = Vy+ V1, donde vy, V| son medidas sobre .7 tales que vy L Ly vi < . Esta

es la llamada descomposicion de Lebesgue de la medida v con respecto a |1, y es tinica.

La hipétesis que falla en ambos casos e impide aplicar los teoremas de Radon-Nikodym y de Lebesgue es la o-finitud
de la medida cardinal: la medida de Lebesgue es o-finita, porque es finita, pero la medida cardinal en (0, 1) no lo es,

porque este conjunto es incontable. O

3. [3 puntos] Sean m la medida de Lebesgue en R, Ij,...,I, C R intervalos disjuntos dos a dos, y ay,...,a, > 0. Para cada

n
j=1,...,ny cada boreliano A, se define la medida u; por p;j(A) =m(ANI;). Sea u = Z ajpl;.

a
b
c

)
)
)
d)

j=1
Demostrar que i4; (j =1,...,n) y u son medidas sobre la o-dlgebra de Borel de R.
Verificar que m y [ son o-finitas.

Probar que y < m, y hallar la correspondiente derivada de Radon-Nikodym.

(Es 1 L m? Justificar la respuesta.

Resolucion.

a)

Sea I cualquier intervalo; verifiquemos que V(A) = m(ANI) (A € A) satisface los axiomas de medida. Como la
interseccion de dos borelianos es un boreliano (y, por lo tanto, medible Lebesgue), es obvio que v estd bien definida
sobre Z. También es evidente que V(A) > 0 para todo A € A, y que v(0) = m(0) = 0. Por dltimo, sea {Ay};_ C &

una sucesion de conjuntos disjuntos dos a dos. Entonces:

v (UA> o ((QAk) m) o ([]mm) - § miae) = £ v

k=1 k=1
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Consecuentemente, v es una medida sobre 4, y lo mismo cabe decirde u; (j =1,...,n).
Verifiquemos ahora que (t, dada por p(A Z a;jui(A) (A € %), es también una medida. Claramente, u estd bien

definida y para cualquier A € 4, se tiene que [.L( ) > 0. También es obvio que u(@) = 0. Por dltimo, dada una

sucesién {A;};_, de borelianos disjuntos dos a dos, podemos escribir:

8

i ajp(Ax) = Z 1 (Ax)

1j=1 k=1

H (UAk> = Zajlij (UAk> = Za] ZN} Ay) =
k=1 Jj=1 k=1 j=1 k=1 k=
Se concluye que u es una medida sobre 4.
b) Notese, en primer lugar, que R = U;_;[—k,k]. Se tiene que m es o-finita, porque m([—k,k]) = 2k < e (k € N).
Similarmente, para cada j =1,2,...,n, lamedida a;u; es o-finita, ya que

aj,uj([—k,k]) :ajm([—k,k]ﬂlj) < 2](61] < oo (kG N)

Como

q) = ilajuj([k,k]) < Zkiaj <o (kEN),
= j=

se concluye que u también es o-finita.

¢) Teorema 4.4 del Tema 4. Si vy, v», UL son medidas c-finitas sobre (X,.), con v| < I, Vo < U, entonces

dvitw) _dv dv

dr dp tan [1].

Para cada j = 1,...,n se tiene, claramente, que a;1; < m; de hecho,
aj,uj(A) :ajm(AﬁIj) = /Aaj)(]j dx (A€ RB)

implica que d(a;u;)/ dm = a;y;; [m]. Por tanto, it < m, con

d
ﬁ Z a/.uj Za/xl [m).

j=1
d) Si se tuviera, simultdneamente, que i < my U L m, serfa £ = 0, una clara contradiccion. O
4. [1.5 puntos]
a) Enunciar la desigualdad de Holder.
b) Aplicarla para demostrar que
oo 3/1
/ ;_ al dx < V6.
1 X

[Sugerencia: No todas las factorizaciones del integrando son apropiadas.)
Resolucion.

a) Teorema 2.20 del Tema 3 (desigualdad de Holder). Sean 1 < p,q < oo exponentes conjugados, y sean f € LP(),
g € L4(u). Entonces fg€ L'(1), y

[isstau={ furany ] frapan
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b) Consideramos los exponentes conjugados p =3y g =3/2:
o 3T o M7 1 o1 13 ¢ e g 2/3
/ 1+xdx:/ +x7dx§ / +xdx / —=dx
X2 X x Xl 1 x3/2
oo w 1/3 o 1 2/3
| e 1) /3 7 ) 2/3
el Al

3\ 1/3
:(2) 22/3 —31/371/3 —gl/3 = Vg, -

5. [1.5 puntos] Sea f : [0,00) — R una funcién de clase C!, con f’ € L'(0,), tal que lim, .. f(x) = 0.

a) Enunciar el teorema de Tonelli-Hobson-Fubini.

b) Integrando —f’(xy) en el dominio D = {(x,y) € R*: x>0, a <y < b} (a,b > 0), demostrar la férmula de Frullani:

/“de:f(o)mé
0 X

a

¢) Aplicar b) para comprobar que

/°° arctg 7rx — arctgx winzw
—dx=——.
0 X 2

Resolucion.

a) Teorema 2.5 del Tema 5 (Tonelli-Hobson, 1). Sean (X,., 1) e (Y, 7,V) espacios de medida o-finita, y sea f >0
una funcion (% x 7 )-medible. Pongamos

o) = [ frav, yO) = [ pdn (xeX.yey),

Entonces, ¢ es .#-medible, ¥ es T -medible, y
[oan=[ fauxv)= [ wav.
X XxY Y

Teorema 2.7 del Tema 5 (Tonelli-Hobson, II). Sean (X,.7,u) e (Y,.7,V) espacios de medida c-finita. Dada una
Suncion (% x T )-medible f, definimos

0'(0) = [ Ifldv. v'0)= [ IfPdu (xeX.ye)
Las condiciones ¢* € L' (1), w* € L'(v), f € L'(u x V), son equivalentes.

Teorema 2.8 del Tema 5 (Fubini). Sean (X,., 1) e (Y, 7, V) espacios de medida c-finita. Si f € L'(u x V), entonces
fx € LY(V) para casi todo x € X, f* € L' (1) para casi todo y € Y, las funciones ¢ y  definidas por

o) = [ frav, w0 = [ Pdu (xeX.yey)

estdan en L' (1) y L'(v), respectivamente, y se cumple:

/Xfpduz/Xnyd(uXV)z/Yy/dv
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b) Se tiene que
b oo , bd o , b oo ,
/ady/o |ff(xy)[dx:/a 7})/0 |f(t)|dt:ln5/0 | £/ ()] dt < oo

Asf pues, el teorema de Tonelli-Hobson II permite aplicar el teorema de Fubini para calcular / —f'(xy)d(x,y) como
D

una integral iterada en los dos 6rdenes posibles: por una parte,

[ sy = [Cav [ o) Lfg/
=0 [

=—A[mwm £(0

t—ro0

@ om?:
y

por otra,

[t [ rovin= [ [ = [0,

¢) Particularizando f(x) = arctgx — /2 (x € [0,%0)), a =1y b = 7 en b), encontramos que

* arctg x — arct 1
arctg wx archdx:nnﬂ:' R
X 2
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