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TEMAS 3,4 Y 5 ¢ SOLUCIONARIO DE LA AUTOEVALUACION 3 1/5

1. [1 punto] En Ia misma hoja de enunciados, marcar la opcién mas apropiada. No es necesario justificar la respuesta.

a) Considérense los siguientes enunciados:
(A) Sif € LP(0,0) paratodo 1 < p < eo, entonces f € L(0,00).
(B) Sil < p<q<eo,entonces LP(0,00) C LI(0,00) 6 L9(0,00) C LP(0,00).
(Cudl de ellos es cierto?
i. (A)y(B). iii. (B), perono (A).
ii. (A), pero no (B). iv. Ni (A), ni (B).

o0
b) Dadala funcién f = Z 23 X@-n=12-n)> considérense los siguientes enunciados:
n=1

(A) feLP(0,1) paraalgin 1 < p < eo.
(B) feL'(0,1).
(Cudl de ellos es cierto?
i. (A)y(B). iii. (B), perono (A).
ii. (A), perono (B). iv. Ni (A), ni (B).
¢) Dado un espacio de medida finita (X,.#, i), considérense los siguientes enunciados:
(A) Existen p,q € [1,o0], con p < g, tales que L () C LI(u).
(B) Cualesquiera sean p,q € [1,o0|, con p < ¢, se tiene que LP(u) D L7(u).
(Cudl de ellos puede ser falso?
i. (A)y(B). iii. (B), perono (A).
ii. (A), pero no (B). iv. Ni (A), ni (B).
d) Sea (X,.#,u) un espacio de medida tal que para todo € > 0, existe E € . tal que 0 < (E) < &€, y considérense los siguientes enunciados:
(A) Existen p,q € [1,00], con p < g, tales que L () C LI(u).
(B) Cualesquiera sean p,q € [1,00|, con p < ¢, se tiene que LP(u) C L7(u).
(Cudl de ellos es falso?
i. (A)y(B). iii. (B), perono (A).
ii. (A), pero no (B). iv. Ni (A), ni (B).
e) Sea v una medida signada sobre el espacio medible (X,.%), y sean A, B € .¥ conjuntos disjuntos tales que X = AUB, con A positivo y B negativo.
(Qué denominacion recibe el par (A,B)?

i. Descomposicion de Hahn. ii. Derivada de Radon-Nikodym.
ii. Descomposicién de Jordan. iv. Descomposicion de Lebesgue.

f) Laexpresion de una medida signada v en la forma v = vt —v~, con v L v~ recibe el nombre de:

—-

i. Descomposicién de Hahn. ii. Derivada de Radon-Nikodym.

ii. Descomposicion de Jordan. v. Descomposicién de Lebesgue.

g) La expresién de una medida o-finita v en la forma v = vy + v;, donde vy, v; son medidas tales que vop L iy v; < u, siendo u otra medida
o-finita, recibe el nombre de:

i. Descomposicién de Hahn. iii. Derivada de Radon-Nikodym.
ii. Descomposicion de Jordan. iv. Descomposicién de Lebesgue.

h) (Cudl de las siguientes afirmaciones no es, en general, correcta?

i. La o-dlgebra producto es la o-dlgebra generada por los iii. La o-dlgebra producto es la o-dlgebra generada por los conjuntos
rectdngulos medibles. elementales.

ii. La o-dlgebra producto es el conjunto formado por todos los iv. La o-dlgebra producto es la clase mondtona generada por los
rectdngulos medibles. conjuntos elementales.

i) Para la validez del teorema de Fubini, las medidas involucradas deben ser:
i. Absolutamente continuas respecto de una tercera. iii. o-finitas.
ii. Mutuamente singulares. iv. Completas.
J) Sea f una funcién medible en el espacio producto (X x Y,.% x .7, 1 X V), y considérense los siguientes enunciados:
(4) f>o0.

(B) Cualquiera de las dos integrales iteradas de |f] es finita.
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Suponiendo que pt y v satisfacen las hipétesis necesarias, ;bajo qué condicion es posible calcular la integral doble de f como una integral iterada
en cualquier orden?

i. (A)y(B). iii. (B), perono (A).
ii. (A), pero no (B). iv. Ni (A), ni (B).
Resolucion.
a) iv c) il e) i g) iv i) iii.
b) iii. d) i. f) il h) ii. j) i O

2. [3 puntos] Demostrar que x~/2(1 + |Inx|)~" € LP(0,0) si p = 2, pero no si p # 2. [Sugerencia: Distinguir los casos
p=2p>2yp<2]

Resolucion.
a) Si p =2, intégrese explicitamente sobre (0,1) y (1,0) para obtener una integral finita.
b) Sip>2, /lefp/z(l —Inx) " Pdx es infinita, por comparacién con /lefldx.
¢) Sip<2, /lmx*P/Q(l +1nx) Pdx es, de nuevo, infinita, por comparacién con /lmx*'dx.
En efecto:

a) Para p =2 tenemos (cambio de variable Inx =, con dx/x = dt y t entre —oo y 0):

1 1 d 0 1 J 1 0 |
- dx= t = =
/0 (1 —tnx2 ™ /_w(1—z)2 1_t’7w ’

y también (cambio de variable Inx = ¢, con dx/x = dt y t entre 0 e oo):

* 1 Sl | 1 e
/1 x(1+1nx)? o (1+41)2 1+t¢lo
En cualquier caso, la integral es finita y vale 2.
b) Si p > 2, comparamos con x ! en (0, 1): se tiene

1 1 1 1

B —mxp x X511 —Inx)p [XPT;Z(] —lnx)r

1 1

= = o0
("’2 22 )p (x* —x%Inx)? x=0

x2 —x?2 Inx

yaque @ = ”2—72 > 0y en tal caso, x* — 0 y x*Inx —— 0. La integral es infinita.
P x—0 x—0
¢) Si p <2, comparamos con x~! en (1,00): se tiene

1 1 1 1

m'x X514 Inx)P - {x%(l—l—lnx) !
1 1

= = (o]
p—2 —2 P a o p oo
(x]Tp +xp27 1nx) (% +x*Inx)" 2
yaque ot = pT—pz < 0y en tal caso, xX* —— 0y x*Inx —— 0. La integral es infinita. O
X—roo X—>o0
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3. [1.5 puntos]

a) Enunciar las desigualdades de Holder y Cauchy-Schwarz.

1
b) Aplicar esta dltima para demostrar que | arcsenx| < gln ( 1 ji) (x| < 1).

Resolucion.

a) Teoremas 2.20 y 2.24 del Tema 3 (desigualdad de Holder para 1 < p,q < ooy para p = 1, g = oo, respectivamente).
Sea (X,.7, 1) un espacio de medida, y sean 1 < p,q < oo exponentes conjugados (p~' +q~ ' =1). Si f € LP(u) y
g € L(u), entonces fg € L' (), con [|fglli < [If1l, |1glly- Aqui,

1/p
Il ={ flrrau} " G p<eon Il —esssuply.

La desigualdad de Cauchy-Schwarz es el caso particular de la de Holder correspondiente a p = q = 2.

b) Six € [0,1), se tiene, por Cauchy-Schwarz,

v dt I/ S 1
| arcsenx| = arcsenx:/ < \// 7/ dt =/ Z1n SEal
0 V1—12 o 1—12Jo 2 1—x

Six € (—1,0], entonces —x € [0, 1) y, por tanto,

_ 1— 1
SRR = =yl o 22 D

4. [1.5 puntos]

a) Enunciar los teoremas de Tonelli-Hobson-Fubini.

b) Se considera sobre [0, 1] la medida de Lebesgue m y se define f : [0, 1] x [0, 1] — R como sigue:

y2, O<x<y<l

fly) =49 —x2, 0<y<x<l

0, en otro caso.
(Es cierto que f € L' (m x m)?
Resolucion.

a) Teorema 2.5 del Tema 5 (Tonelli-Hobson, I). Sean (X,.7,u) e (Y,.7,V) espacios de medida o-finita, y sea f >0
una funcion (< x 7 )-medible. Pongamos

o) = [ frav, w0 = [ Pdu (xeX.yey),

Entonces, ¢ es ./-medible, v es T -medible, y

/erdﬂz/xﬂfd(uxw:/ywdv.

Teorema 2.7 del Tema 5 (Tonelli-Hobson, II). Sean (X,.77,u) e (Y,.7,V) espacios de medida c-finita. Dada una
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Suncion (. x T )-medible f, definimos
o'()= [ 1fldv. v 0)= [ IfPdn (reX.ye).

Las condiciones ¢* € L' (1), w* € L1(v), f € L'(u x V), son equivalentes.

Teorema 2.8 del Tema 5 (Fubini). Sean (X,.%, 1) e (Y, .7, V) espacios de medida c-finita. Si f € L'(u x V), entonces
fx € LY(V) para casi todo x € X, f € L' (1) para casi todo y € Y, las funciones ¢ y  definidas por

o) = [ frdv, w0 = [ Pdu (xeX.yey)

estan en L' (1) y L'(v), respectivamente, y se cumple:

/){(pdu:/xﬂfd(uxw:/ywdv

La respuesta es negativa. Si f € L' (m x m), el teorema de Fubini garantizarfa la igualdad de las integrales iteradas.

Sin embargo,

dy=1,

1 1 1 y 1 1 1 | 1
/dy/ f(X,y)dX:/ </ 7dx—/ 2dx)dy_/ -4 -
0 0 0 0y y X 0 y xy

mientras que

1 1 1 x ] 11 1 1 1 !
/ dx/ S(x,y) dy:/ (/ ) dy+/ 2dy) dx:/ ————
0 0 0 0o X x Yy 0 Xy .

5. [3 puntos]

a)

Enunciar el teorema de Radon-Nikodym.

Sean .# y m, respectivamente, la o-algebra y la medida de Lebesgue en R. Definimos

V(E) :/Efdx (Ee.a),

donde f(x) = (1 +x?)~!. Justificar detalladamente el siguiente desarrollo.

b)

¢)

d)

Como m < v, existe una funcién medible, no negativa y finita g tal que
m(E) = / gdv (Ec.).
E

Se verifica
/ wdx:/ ygdv (Ec€ )
E E
para toda funcién simple medible y.

Aproximando f por una sucesién no decreciente de funciones simples medibles, encontramos que

v(E):/Efgdv (Ee.a).

e) Por tanto, g(x) = 1+x% c.t.p. [m].
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f) Expresar el resultado obtenido en términos de las derivadas de Radon-Nikodym dv/dm 'y dm/dv.
Resolucion.

a) Teorema 3.5 del Tema 4 (Radon-Nikodym). Supongamos que (X,.7 | l1) es un espacio de medida G-finita’y v es una

medida G-finita sobre ., verificando que v < . Existe una funcion medible no negativa y finita f sobre X tal que

V(E) = /Efdu (Ee.9).
Ademds, f es tinica, en el sentido de que si
vE)= [gan (E€ ).
entonces f = g c.t.p. [U]. Cualquiera de estas f se llama derivada de Radon-Nikodym de v respecto de U, denotada

dv/du.

b) La medida v es positiva y finita (luego, o-finita). Se tiene que m < v yaque, al ser f >0,siE € .# y v(E) =0,
necesariamente m(E) = 0. Dado que m también es positiva y o-finita (R = {J;,_,[—n,n], donde cada intervalo tiene
medida finita 2n), el teorema de Radon-Nikodym proporciona g cumpliendo lo afirmado.

n
¢) Supongamos que Y = Zalei, conag; >0yA; €.# (i=1,...,n). Entonces,
i=1

/El//dx:/E <i§iaixAi> dx:;a,-/EMi dx:;aim(EﬁA,-)
:iai/.

n gd
gdv:Za;/xAingZ/lI/ng (Ee ).
=1 JENA i=1 JE JE

d) El teorema de aproximacién de Lebesgue (Teorema 1.19 del Tema 2) permite escribir la funcién medible no negativa
f como limite puntual de una sucesién no decreciente de funciones simples medibles {y, }> ;. Entonces fg es el
limite puntual de la sucesién no decreciente de funciones medibles no negativas {y,g} ;. Aplicamos a ambas

sucesiones el teorema de la convergencia monétona (Teorema 1.17 del Tema 2) y ¢), para obtener:

v(E):/fdx:lim/u/ndleim/q/ngdv:/fgdv (Ee ).
E n—e /g n—es Jp E

e) Ahora, _
v(E):./Efgdv:/Edv (Ee ).

La unicidad del teorema de Radon-Nikodym obliga a que fg = 1 c.t.p. [v], asi que g(x) = 1 +x* c.tp. [v] o,
equivalentemente, [m].
f) Elresultado obtenido se resume diciendo que

dm [(dv\ ' 1
== () =7 w =
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